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Kapitel 1

Einfiihrung

Das vorliegende Skript ist die Grundlage der Mathematik-Vorlesung des ersten Semesters. Gleich
zu Beginn eine Warnung: Da ich diese Vorlesung in der vorliegenden Form erst zum zweiten Mal
halte und ich dariiber hinaus die Vorlesung gegeniiber dem ersten Mal stark umstrukturiert habe,
ist das Skript an vielen Stellen noch liickenhaft und unvollstandig.

1.1 Motivation

Bevor wir uns in die Mathematik stiirzen, sollten wir uns iiberlegen, warum wir als Informatiker
iiberhaupt Mathematik brauchen.

1. Historisch sind Mathematik und Informatik eng miteinander verkniipft, so ist beispielswei-
se das Wort “Informatik” ein Kunstwort, das aus den beiden Wortern “Information” und
“Mathematik” gebildet worden ist, was durch die Gleichung

Informatik = Information + Mathematik

symbolisiert wird. Das hat zur Folge, dass sich die Informatik an vielen Stellen mathema-
tischer Sprech- und Denkweisen bedient. Um diese verstehen zu konnen, ist eine gewisse
Vertrautheit mit der Mathematik unabdingbar.

2. Mathematik schult das abstrakte Denken und genau das wird in der Informatik ebenfalls
benstigt. Ein komplexes Sofware-System, dass von hunderten von Programmierern tiber
Jahre hinweg entwickelt wird, ist nur durch die Einfithrung geeigneter Abstraktionen be-
herrschbar. Die Fahigkeit, abstrakt denken zu konnen, ist genau das, was einen Mathemati-
ker auszeichnet. Eine Moglichkeit, diese Féahigkeit zu erwerben besteht darin, sich mit den
abstrakten Gedankengebéuden, die in der Mathematik konstruiert werden, auseinander zu
setzen.

3. Es gibt eine Vielzahl von mathematischen Methoden, die unmittelbar in der Informatik an-
gewendet werden. In dieser Vorlesung behandeln wir unter anderem die folgenden Methoden:

(a) Rekurrenz-Gleichungen sind Gleichungen, durch die Folgen definiert werden. Beispiels-
weise konnen die Fiboncci-Zahlen durch die Rekurrenz-Gleichung

Gpt2 = Gn+1 + an,  und die Anfangs-Bedingungen ap und a; =1

definiert werden. Wir kénnen mit der oberen Rekurrenz-Gleichung sukzessive die ver-
schiedenen Werte der Folge (ay, ), berechnen und finden

aon,a1:1,a2=1,a3=2,a4=3,a5=5,a6=8,a7=13,---.

Wir werden spéter sehen, dass es eine geschlossene Formel zur Berechnung der Fiboncci-
Zahlen gibt, es gilt



=5 ((59)"- (=22)")

Wir werden verschiedene Verfahren angeben, mit denen sich fiir in der Praxis auftre-
tende Rekurrenz-Gleichungen geschlossene Formeln finden lassen. Solche Verfahren sind
wichtig bei der Analyse der Komplexitit von Algorithmen, denn die Berechnung der
Laufzeit rekursiver Algorithmen fiihrt auf Rekurrenz-Gleichungen.

Elementare Zahlentheorie bildet die Grundlage moderner kryptografischer Verfahren.
Konkret beinhaltet dieses Skript eine Beschreibung des RSA-Algorithmus zur asyme-
trischen Verschliisselung. Allerdings werden wir das Kapitel zur Zahlen-Theorie, in dem
der RSA-Algorithmus beschrieben wird, aus Zeitgriinden nicht besprechen kénnen, es
handelt sich bei dem Kapitel also nur um Zusatzstoff, denn Sie sich bei Bedarf selbst
aneignen konnen.

Die Liste der mathematischen Algorithmen, die in der Praxis eingesetzt werden, kénnte
leicht iiber mehrere Seiten fortgesetzt werden. Natiirlich kénnen im Rahmen eines Bachelor-
Studiums nicht alle mathematischen Verfahren, die in der Informatik eine Anwendung finden,
auch tatséchlich diskutiert werden. Das Ziel kann nur sein, IThnen ausreichend mathematische
Féhigkeiten zu vermitteln so dass Sie spéater im Beruf in der Lage sind, sich die mathemati-
schen Verfahren, die sie bené6tigen, selbststéindig anzueignen.

. Mathematik schult das ezakte Denken. Wie wichtig dieses ist, mochte ich mit den folgenden
Beispielen verdeutlichen:

(a)

Am 9. Juni 1996 stiirzte die Rakete Ariane 5 auf ihrem Jungfernflug ab. Ursache war ein
Kette von Software-Fehlern: Ein Sensor im Navigations-System der Ariane 5 misst die
horizontale Neigung und speichert diese zunéchst als Gleitkomma-Zahl mit einer Ge-
nauigkeit von 64 Bit ab. Spéter wird dieser Wert dann in eine 16 Bit Festkomma-Zahl
konvertiert. Bei dieser Konvertierung trat ein Uberlauf ein, da die zu konvertierende
Zahl zu grofl war, um als 16 Bit Festkomma-Zahl dargestellt werden zu kénnen. In
der Folge gab das Navigations-System auf dem Datenbus, der dieses System mit der
Steuerungs-Einheit verbindet, eine Fehlermeldung aus. Die Daten dieser Fehlermeldung
wurden von der Steuerungs-Einheit als Flugdaten interpretiert. Die Steuer-Einheit leite-
te daraufhin eine Korrektur des Fluges ein, die dazu fiihrte, dass die Rakete auseinander
brach und die automatische Selbstzerstorung eingeleitet werden muflte. Die Rakete war
mit 4 Satelliten beladen. Der wirtschaftliche Schaden, der durch den Verlust dieser
Satelliten entstanden ist, lag bei mehreren 100 Millionen Dollar.

Ein vollstéandiger Bericht iiber die Ursache des Absturzes des Ariane 5 findet sich im
Internet unter der Adresse

http://www.ima.umn.edu/ arnold/disasters/arianebrep.html

Die Therac 25 ist ein medizinisches Bestrahlungs-Gerét, das durch Software kontrol-
liert wird. Durch Fehler in dieser Software erhielten 1985 mindestens 6 Patienten eine
Uberdosis an Strahlung. Drei dieser Patienten sind an den Folgen dieser Uberdosierung
gestorben.

Einen detailierten Bericht iiber diese Unfille finden Sie unter
http://courses.cs.vt.edu/"cs3604/1ib/Therac_25/Therac_1.html

Im ersten Golfkrieg konnte eine irakische Scud Rakete von dem Patriot Flugabwehr-
system aufgrund eines Programmier-Fehlers in der Kontrollsoftware des Flugabwehr-
systems nicht abgefangen werden. 28 Soldaten verloren dadurch ihr Leben, 100 weitere
wurden verletzt.

http://www.ima.umn.edu/ arnold/disasters/patriot.html


http://www.ima.umn.edu/~arnold/disasters/ariane5rep.html
http://courses.cs.vt.edu/~cs3604/lib/Therac_25/Therac_1.html
http://www.ima.umn.edu/~arnold/disasters/patriot.html

(d) Im Internet finden Sie unter
http://www.cs.tau.ac.il/ " nachumd/horror.html

eine Auflistung von schweren Unfillen, die auf Software-Fehler zuriickgefiithrt werden
konnten.

Diese Beispiele zeigen, dass bei der Konstruktion von IT-Systemen mit grofler Sorgfalt und
Préazision gearbeitet werden sollte. Die Erstellung von IT-Systemen mufl auf einer wissen-
schaftlich fundierten Basis erfolgen, denn nur dann ist es mdoglich, die Korrekheit solcher
Systeme zu verifizieren, also mathematisch zu beweisen. Diese oben geforderte wissenschaft-
liche Basis fiir die Entwicklung von IT-Systemen ist die Informatik, und diese hat ihre Wur-
zeln sowohl in der Mengenlehre als auch in der mathematischen Logik. Diese beiden Gebiete
werden uns daher im ersten Semester des Informatik-Studiums beschéftigen. Obwohl so-
wohl die Logik als auch die Mengenlehre zur Mathematik gehoren, werden wir uns in dieser
Mathematik-Vorlesung nur mit der Mengenlehre und der linearen Algebra beschéftigen. Die
Behandlung der Logik erfolgt dann im Rahmen der Mathematik-Vorlesung.

1.2 Uberblick

Ich mochte Thnen zum Abschluss dieser Einfithrung noch einen Uberblick iiber all die Themen
geben, die ich im Rahmen der Vorlesung behandeln werde.

1. Mathematische Formeln dienen der Abkiirzung. Sie werden aus den Junktoren

(a) A (fund”),
(b) V (“oder”),
(¢) = (“nicht”),
(d) — (“wenn -, dann”) und

e) < (“genau dann, wenn”
g
sowie den Quantoren

(a) V (“fiir alle”) und
(b) 3 (“es gibt”)

aufgebaut. Wir werden Junktoren und Quantoren zuniichst als reine Abkiirzungen einfiihren.
Im Rahmen der Informatik-Vorlesung wird die Bedeutung und Verwendung von Junktoren
und Quantoren weiter untersuchen.

2. Mengenlehre

Die Mengenlehre bildet die Grundlage der modernen Mathematik. Fast alle Lehrbiicher und
Veroffentlichungen bedienen sich der Begriffsbildungen der Mengenlehre. Daher ist eine solide
Grundlage an dieser Stelle fiir das weitere Studium unabdingbar.

3. Beweis-Prinzipien

In der Informatiker bendtigen wir im wesentlichen drei Arten von Beweisen:

(a) Ein direkter Beweis folgert eine zu beweisende Aussage mit Hilfe elementarer logischer
Schliisse und algebraischer Umformungen. Diese Art von Beweisen kennen Sie bereits
aus der Schule.

(b) Ein indirekter Beweis hat das Ziel zu zeigen, dass eine bestimmte Aussage A falsch
ist. Bei einem indirekten Beweis nehmen wir an, dass A doch gilt und leiten aus dieser
Annahme einen Widerspruch her. Dieser Widerspruch zeigt uns dann, dass die Annahme
A nicht wahr sein kann.

Beispielsweise werden wir mit Hilfe eines indirekten Beweises zeigen, dass /2 keine
rationale Zahl ist.


http://www.cs.tau.ac.il/~nachumd/horror.html

(¢) Ein induktiver Beweis hat das Ziel, eine Aussage fiir alle natiirliche Zahlen zu beweisen.
Beispielsweise werden wir zeigen, dass die Summenformel

Si=1.n-(n+1) fir alle natiirlichen Zahlen n € N gilt.
i=1

4. Grundlagen der Algebra
Wir besprechen Gruppen, Ringe und Kdérper. Diese abstrakten Konzepte verallgemeinern die
Rechenregeln, die Sie von den reellen Zahlen kennen. Sie bilden dariiber hinaus dir Grundlage
fiir die lineare Algebra.

5. Zahlentheorie

Dieses Skript enthélt ein opunderlinetionales Kapitel, in dem wir uns mit der mit der elemen-
taren Zahlentheorie auseinandersetzen. Die Zahlentheorie bildet die Grundlage verschiedener
moderner Verschliisselungs-Algorithmen.
6. Komplexe Zahlen
Aus der Schule wissen Sie, dass die Gleichung
2?2 =1
fir z € R keine Losung hat. Wir werden die Menge der reellen Zahlen R zur Menge der
komplexen Zahlen C erweitern und zeigen, dass im Raum der komplexen Zahlen jede qua-
dratische Gleichung eine Lisung hat.
7. Lineare Vektor-Ridume
Die Theorie der linearen Vektor-Rdume ist unter anderem die Grundlage fiir das Losen von
linearen Gleichungs-Systemen, linearen Rekurrenz-Gleichungen und linearen Differential-
Gleichungen. Bevor wir uns also mit konkreten Algorithmen zur Losung von Gleichungs-
Systemen beschiftigen konnen, gilt es die Theorie der linearen Vektor-Raume zu verstehen.
8. Lineare Gleichungs-Systeme
Lineare Gleichungs-Systeme treten in der Informatik an vielen Stellen auf. Wir zeigen, wie
sich solche Gleichungs-Systeme 16sen lassen.
9. Eigenwerte und Eigenvektoren
Ist A eine Matriz, ist & ein Vektor und gilt
AZ =\
so ist ¥ ein Eigenvektor von der Matrix A zum Eigenwert .

Sie brauchen an dieser Stelle keine Angst haben: Im Laufe der Vorlesung werden den Begriff
der Matriz definieren und die Frage, wie die Multiplikation AZ der Matrix A mit dem Vektor
Z definiert ist, wird ebenfalls noch geklirt. Weiter werden wir sehen, wie Eigenvektoren
berechnet werden koénnen.

10. Rekurrenz-Gleichungen

Die Analyse der Komplexitét rekursiver Prozeduren fithrt auf Rekurrenz-Gleichungen. Wir
werden Verfahren entwickeln, mit denen sich solche Rekurrenz-Gleichungen 16sen lassen.

Bemerkung: Ich gehe davon aus, dass das Skript eine Reihe von Tippfehlern und auch anderen
Fehlern enthalten wird. Ich méchte Sie darum bitten, mir solche Fehler per Email unter der Adresse

karl.stroetmann@dhbw-mannheim.de

mitzuteilen.



1.3 Literaturhinweise

Zum Schluss dieser Einfithrung moéchte ich noch einige Hinweise auf die Literatur geben. Dabei
mochte ich zwei Biicher besonders hervorheben:

1. Das Buch “Set Theory and Related Topics” von Seymour Lipschutz [Lip98] enthilt den Stoff,
der in diesem Skript in dem Kapitel {iber Mengenlehre abgehandelt wird.

2. Das Buch “Linear Algebra” von Seymour Lipschutz und Marc Lipson [LL12] enthélt den
Stoff zur eigentlichen linearen Algebra.

Beide Biicher enthalten eine groflie Anzahl von Aufgaben mit Losungen, was gerade fiir den
Anfénger wichtig ist. Dariiber hinaus sind die Biicher sehr preiswert.

Vor etwa 30 Jahren habe ich selbst die lineare Algebra aus den Biichern von Gerd Fischer
[Fis08] und Hans-Joachim Kowalsky [Kow03] gelernt, an denen ich mich auch jetzt wieder orientiert
habe. Zusétzlich habe ich in der Zwischenzeit das Buch “Linear Algebra Done Right” von Sheldon
Axler [Ax197] gelesen, das sehr gut geschrieben ist und einen alternativen Zugang zur linearen
Algebra bietet, bei dem die Theorie der Determinanten allerdings in den Hintergrund gerét. Der
fachkundige Leser wird bei der Lektiire dieses Skripts unschwer Parallelen zu den oben zitierten
Werken erkennen. Demjenigen Leser, der mehr wissen mochte als das, was im Rahmen dieser
Vorlesung gezeigt werden kann, mdochte ich auf die oben genannte Literatur verweisen, wobei mir
personlich die Darstellung des Buchs von Sheldon Axler am besten gefallt.



Kapitel 2

Priadikatenlogische Formeln

Der Begrift der pradikatenlogischen Formel wird in dieser Vorlesung eine zentrale Rolle spielen.
Wir werden prédikatenlogische Formeln als Abkiirzungen definieren. Zunéchst motivieren wir die
Verwendung solcher Formeln.

2.1 Warum Formeln

Betrachten wir einmal den folgenden mathematischen Text:

Addieren wir zwei Zahlen und bilden dann das Quadrat dieser Summe, so ist das Ergebnis das
selbe, wie wenn wir zundchst beide Zahlen einzeln quadrieren, diese Quadrate aufsummieren
und dazu noch das Produkt der beiden Zahlen zweifach hinzu addieren.

Der mathematische Satz, der hier ausgedriickt wird, ist Thnen aus der Schule bekannt, es handelt
sich um den ersten Binomischen Satz. Um dies zu sehen, fithren wir fiir die in dem Text genannten
zwei Zahlen die Variablen a und b ein und iibersetzen dann die in dem obigen Text auftretenden
Teilsdtze in Terme. Die folgende Tabelle zeigt diesen Prozef:

Addieren wir zwei Zahlen a+b

bilden das Quadrat dieser Summe  (a + b)?

beide Zahlen einzeln quadrieren a®, b?

diese Quadrate aufsummieren a’ + b?

das Produkt der beiden Zahlen ... a-b

... zweifach hinzu addieren a?+b2+2-a-b

Insgesamt finden wir so, dass der obige Text zu der folgenden Formel dquivalent ist:
(a+b)?=a?+b>+2-a-b.
Fiir den mathematisch Geiibten ist diese Formel offensichtlich leichter zu verstehen ist als der oben

angegebene Text. Aber die Darstellung von mathematischen Zusammenhéngen durch Formeln
bietet neben der verbesserten Lesbarkeit noch zwei weitere Vorteile:

1. Formeln sind manipulierbar, d. h. wir kénnen mit Formeln rechnen. Auflerdem lassen Formeln
sich aufgrund ihrer vergleichsweise einfachen Struktur auch mit Hilfe von Programmen be-
arbeiten und analysieren. Beim heutigen Stand der Technik ist es hingegegen nicht méglich,
natiirlichsprachlichen Text mit dem Rechner vollstéindig zu analysieren und zu verstehen.

2. Dariiber hinaus 148t sich die Bedeutung von Formeln mathematisch definieren und steht da-
mit zweifelsfrei fest. Eine solche mathematische Definition der Bedeutung ist fiir natiirlich-
sprachlichen Text so nicht moglich, da natiirlichsprachlicher Text oft mehrdeutig ist und die
genaue Bedeutung nur aus dem Zusammenhang hervorgeht.



2.2 Formeln als Kurzschreibweise

Nach dieser kurzen Motivation fithren wir zunichst Formeln als Abkiirzungen ein und stellen der
Reihe nach die Ingredienzen vor, die wir zum Aufbau einer Formel bené6tigen.

1. Variablen

Variablen dienen uns als Namen fiir verschieden Objekte. Oben haben wir beispielsweise
fiir die beiden zu addierenden Zahlen die Variablen a und b eingefiihrt. Die Idee bei der
Einfithrung einer Variable ist, dass diese ein Objekt bezeichnet, dessen Identitdt noch nicht
feststeht.

2. Konstanten

Konstanten bezeichnen Objekte, deren Identitéit schon feststeht. In der Mathematik werden
beispielsweise Zahlen wie 1 oder 7 als Konstanten verwendet. Wiirden wir Aussagen iiber den
biblischen Stammbaum als Formeln darstellen, so wiirden wir Adam und Eva als Konstanten
verwenden.

Dieses letzte Beispiel mag Sie vielleicht verwundern, weil Sie davon ausgehen, dass Formeln nur dazu
benutzt werden, mathematische oder allenfalls technische Zusammenhinge zu beschreiben. Der logische
Apparat ist aber keineswegs auf eine Anwendung in diesen Bereichen beschréankt. Gerade auch Sach-
verhalte aus dem téglichen Leben lassen sich mit Hilfe von Formeln prézise beschreiben. Das ist auch
notwendig, denn wir wollen ja spéter unsere Formeln zur Analyse von Programmen benutzen und diese
Programme werden sich durchaus auch mit der Lésung von Problemen beschiftigen, die ihren Ursprung
auflerhalb der Technik haben.

Variablen und Konstanten werden zusammenfassend auch als atomare Terme bezeichnet.
Das Attribut atomar bezieht sich hierbei auf die Tatsache, dass diese Terme sich nicht weiter
in Bestandteile zerlegen lassen. Im Gegensatz dazu stehen die zusammengesetzten Terme.
Dies sind Terme, die mit Hilfe von Funktions-Zeichen aus anderen Termen aufgebaut werden.

3. Funktions-Zeichen

Funktions-Zeichen benutzen wir, um aus Variablen und Konstanten neue Ausdriicke aufzu-
bauen, die wiederum Objekte bezeichnen. In dem obigen Beispiel haben wir das Funktions-
Zeichen “+” benutzt und mit diesem Funktions-Zeichen aus den Variablen a und b den
Ausdruck a + b gebildet. Allgemein nennen wir Ausdriicke, die sich aus Variablen, Konstan-
ten und Funktions-Zeichen bilden lassen, Terme.

Das Funktions-Zeichen “+4” ist zweistellig, aber natiirlich gibt es auch einstellige und mehr-
stellige Funktions-Zeichen. Ein Beispiel aus der Mathematik fiir ein einstelliges Funktions-
Zeichen ist das Zeichen “v 7. Ein weiteres Beispiel ist durch das Zeichen “sin” gegeben,
dass in der Mathematik fiir die Sinus-Funktion verwendet wird.

Allgemein gilt: Ist f ein n-stelliges Funktions-Zeichen und sind tq,--- ,t, Terme, so kann
mit Hilfe des Funktions-Zeichen f daraus der neue Term

f(tl, R 7tn)

gebildet werden. Diese Schreibweise, bei der zunéchst das Funktions-Zeichen gefolgt von ei-
ner 6ffnenden Klammer angegeben wird und anschliefend die Argumente der Funktion durch
Kommata getrennt aufgelistet werden, gefolgt von einer schliefenden Klammer, ist der “Nor-
malfall”. Diese Notation wird auch als Prdfiz-Notation bezeichnet. Bei einigen zweistelligen
Funktions-Zeichen hat es sich aber eingebiirgert, diese in einer Infiz-Notation darzustellen,
d. h. solche Funktions-Zeichen werden zwischen die Terme geschrieben. In der Mathematik
liefern die Funktions-Zeichen “+”, “—” “.” und “/” hierfiir Beispiele. Schliellich gibt es noch
Funktions-Zeichen, die auf ihr Argument folgen. Ein Beispiel dafiir ist das Zeichen “!” zur
Bezeichnung der Fakultit! denn fiir die Fakultiit einer Zahl n hat sich in der Mathematik die
Schreibweise “n!” eingebiirgert. Eine solche Notation wird als Postfiz-Notation bezeichnet.

1 Fiir eine positive natiirliche Zahl n ist die Fakultit von n als das Produkt aller natiirlichen Zahlen von 1 bis
n definiert. Die Fakultdt von n wird mit n! bezeichnet, es gilt alson!=1-2-3..-.. (n—1) n.



4. Pradikate

Préadikate stellen zwischen verschiedenen Objekten eine Beziehung her. Ein wichtiges Pridi-
kat ist das Gleichheits-Préadikat, dass durch das Gleichheits-Zeichen “=" dargestellt wird.
Setzen wir zwei Terme ¢; und ¢, durch das Gleichheits-Zeichen in Beziehung, so erhalten wir
die Formel t; = ts.

Genau wie Funktions-Zeichen auch hat jedes Priddikat eine vorgegebene Stelligkeit. Diese
gibt an, wie viele Objekte durch das Pradikat in Relation gesetzt werden. Im Falle des
Gleichheits-Zeichens ist die Stelligkeit 2, aber es gibt auch Préidikate mit anderen Stellig-
keiten. Zum Beispiel konnten wir ein Pradikat “istQuadrat” definieren, dass fiir natiirliche
Zahlen ausdriickt, dass diese Zahl eine Quadrat-Zahl ist. Ein solches Pridikat wéire dann
einstellig.

Ist allgemein p ein n-stelliges Pradikats-Zeichen und sind die Ausdriicke tq,--- ,t, Terme,
so kann aus diesen Bestandteilen die Formel

p(t1, - tn)
gebildet werden. Formeln von dieser Bauart bezeichnen wir auch als atomare Formel, denn
sie ist zwar aus Termen, nicht jedoch aus aus anderen Formeln zusammengesetzt.

Genau wie bei zweistelligen Funktions-Zeichen hat sich auch bei zweistelligen Pridikats-
Zeichen eine Infiz-Notation eingebiirgert. Das Pradikats-Zeichen “=" liefert ein Beispiel
hierfiir, denn wir schreiben “a = b” statt “= (a,b)”. Andere Pridikats-Zeichen, fiir die
sich eine Infix-Notation eingebiirgert hat, sind die Priadikats-Zeichen “<”, “<”. “>” und
“>” die zum Vergleich von Zahlen benutzt werden.

5. Junktoren

Junktoren werden dazu benutzt, Formeln mit einander in Beziehung zu setzen. Der einfachste
Junktor ist das “wund”. Haben wir zwei Formeln F; und F5 und wollen ausdriicken, dass
sowohl F als auch Fj giiltig ist, so schreiben wir

Fi ANFy

und lesen dies als “F; und F5”. Die nachfolgende Tabelle listet alle Junktoren auf, die wir
verwenden werden:

| Junktor | Bedeutung \
-F nicht F

F1 N F2 F1 und F2

Fl\/FQ F1 oder F2

Fy — F5 | wenn Fy, dann Fy

Fy < F5 | F} genau dann, wenn Fj

Hier ist noch zu bemerken, dass es bei komplexeren Formeln zur Vermeidung von Mehrdeu-
tigkeiten notwendig ist, diese geeignet zu klammern. Bezeichnen beispielsweise P, ) und R
atomare Formeln, so kénnen wir unter Zuhilfenahme von Klammern daraus die folgenden
Formeln bilden:

P> (QVR) und (P—>Q)VR

Umgangssprachlich wiirden beide Formeln wie folgt interpretiert:
Aus P folgt QQ oder R.

Die mathematische Schreibweise ist hier im Gegensatz zu der umgangssprachlichen Formu-
lierung eindeutig.

Die Verwendung von vielen Klammern vermindert die Lesbarkeit einer Formel. Um Klam-
mern einsparen zu koénnen, vereinbaren wir daher dhnliche Bindungsregeln, wie wir sie aus
der Schulmathematik kennen. Dort wurde vereinbart, dass “4+” und “—” schwécher binden
als “” und “/” und damit ist gemeint, dass
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z+y-z als z+(y-2)
interpretiert wird. Ahnlich vereinbaren wir hier, dass “—” stiirker bindet als “A” und “v”
und dass diese beiden Operatoren stirker binden als “—”. Schliefilich bindet der Operator
“»” schwicher als alle anderen Operatoren. Mit diesen Vereinbarungen lautet die Formel

PAQ—> R+ -R—-PV-Q
dann in einer vollstdndig geklammerten Schreibweise

(PAQ) = R) & ((=R) = ((=P) v (-Q))).

6. Quantoren geben an, in welcher Weise eine Variable in einer Formel verwendet wird. Wir
kennen zwei Quantoren, den All-Quantor “v” und den Existenz-Quantor “3”. Eine Formel
der Form

Vo : F
lesen wir als “fiir alle x gilt F” und eine Formel der Form
dx: F

wird als “es gibt ein x, so dass F' gilt” gelesen. In dieser Vorlesung werden wir iiblicherweise
qualifizierte Quantoren verwenden. Die Qualifizierung gibt dabei an, in welchem Bereich die
durch die Variablen bezeichneten Objekte liegen miissen. Im Falle des All-Quantors schreiben
wir dann

VreM: F
und lesen dies als “fiir alle x aus M g¢ilt F”. Hierbei bezeichnet M eine Menge. Dies ist nur
eine abkiirzende Schreibweise, die wir wie folgt definieren kénnen:

VeeM:FELve: (xe M — F)
Entsprechend lautet die Notation fiir den Existenz-Quantor
JreM:F

und das wird dann als “es gibt ein x aus M, so dass F' gilt” gelesen. Formal 148t sich das
als

JweM:FEL 3, (reMAF)
definieren. Wir verdeutlichen die Schreibweisen durch eine Beispiel. Die Formel
VeeR:IneN:n>zx

lesen wir wie folgt:
Fiir alle x aus R gilt: Es gibt ein n aus N, so dass n grofier als x ist.

Hier steht R fiir die reellen Zahlen und N bezeichnet die natiirlichen Zahlen. Die obige Formel
driickt also aus, dass es zu jeder reellen Zahl = eine natiirlich Zahl n gibt, so dass n grofler
als x ist.

Treten in einer Formel Quantoren und Junktoren gemischt auf, so stellt sich die Frage,
was stérker bindet. Wir vereinbaren, dass Quantoren stérker binden als Junktoren. In der
folgenden Formel sind die Klammern also notwendig:

Va: (p(z) A q(x)).
2.3 Beispiele fiir Terme und Formeln
Um die Konzepte “Term” und “Formel” zu verdeutlichen, geben wir im folgenden einige Beispiele
an. Wir wéahlen ein Beispiel aus dem téglichen Leben und geben Terme und Formeln an, die

sich mit Verwandschaftsbeziehungen beschéftigen. Wir beginnen damit, dass wir die Konstanten,
Variablen, Funktions-Zeichen und Pradikats-Zeichen festlegen.
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Als Konstanten verwenden wir die Worter

“ Y

“adam”, “eva”, “kain” und “abel”, “lisa”.

Als Variablen verwenden wir die Buchstaben

(3P ) [199%)

z”, “y” und “2”.

Als Funktions-Zeichen verwenden wir die Worter
“vater” und “mutter”.

Diese beiden Funktions-Zeichen sind einstellig.

Als Prddikats-Zeichen verwenden wir die Worter
“bruder”, “schwester”, “mdnnlich” und “weiblich”.

Hier sind die Pradikats-Zeichen “m&nnlich” und “weiblich” einstellig, wihrend “bruder”
und “schwester” zweistellig sind. Als weiteres zweistelliges Pridikats-Zeichen verwenden
wir das Gleichheits-Zeichen “=".

Eine solche Ansammlung von Konstanten, Variablen, Funktions-Zeichen und Pridikats-Zeichen
bezeichen wir auch als Signatur. Wir geben zunéchst einige Terme an, die sich mit dieser Signatur
bilden lassen:

1.
2.

7.

“kain” ist ein Term, denn “kain” ist eine Konstante.

“vater(kain)” ist ein Term, denn “kain” ist ein Term und “vater” ist ein einstelliges

Funktions-Zeichen.
b2

“mutter (vater(kain))” ist ein Term, denn “vater(kain)” ist ein Term und “mutter” ist
ein einstelliges Funktions-Zeichen,

“m&nnlich(kain)” ist eine Formel, denn “kain” ist ein Term und “minnlich” ist ein ein-
stelliges Pradikats-Zeichen.

“m&nnlich(lisa)” ist ebenfalls eine Formel, denn “lisa” ist ein Term.
Dieses Beispiel zeigt, dass Formeln durchaus auch falsch sein kénnen. Die bisher gezeigten
Formeln sind alle atomar. Wir geben nun Beispiele fiir zusammengesetzte Formeln.
“vater(z) = vater(y) Amutter(z) = mutter(y) — bruder(x,y) V schwester(z,y)”
ist eine Formel, die aus den beiden Formeln

“vater(x) = vater(y) Amutter(z) = mutter(y)” und

“pbruder(zx,y) V schwester(z,y)”
aufgebaut ist.

i

“Ya: Vy: bruder(z,y) V schwester(z,y)” ist eine Formel.

Die Formel Nr. 7 ist intuitiv gesehen falsch. Auch die Formel Nr. 6 ist falsch, wenn wir davon
ausgehen, dass niemand sein eigener Bruder ist. Um die Begriffe “wahr” und “falsch” fiir For-
meln streng definieren zu kénnen, ist es notwendig, die Interpretation der verwendeten Signatur
festzulegen. Anschaulich gesehen definiert eine Interpretation die Bedeutung der Symbole, also der
Konstanten, Funktions- und Prédikats-Zeichen, aus denen die Signatur besteht. Exakt kann der
Begriff aber erst angegeben werden, wenn Hilfsmittel aus der Mengenlehre zur Verfiigung stehen.
Dieser wenden wir uns jetzt zu.
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Kapitel 3

Mengen und Relationen

Die Mengenlehre ist gegen Ende des 19-ten Jahrhunderts aus dem Bestreben heraus entstanden,
die Mathematik auf eine solide Grundlage zu stellen. Die Schaffung einer solchen Grundlage wurde
als notwendig erachtet, da der Begriff der Unendlichkeit den Mathematikern zunehmends Kopf-
zerbrechen bereitete.

Begriindet wurde die Mengenlehre in wesentlichen Teilen von Georg Cantor (1845 — 1918). Die
erste Definition des Begriffs der Menge lautete etwa wie folgt [Can95]:

Eine Menge ist eine wohldefinierte Ansammlung von Elementen.

Das Attribut “wohldefiniert” driickt dabei aus, dass wir fiir eine vorgegebene Menge M und ein
Objekt z stets klar sein muss, ob das Objekt = zu der Menge M gehort oder nicht. In diesem Fall
schreiben wir

reM

und lesen diese Formel als “x ist ein Element der Menge M”. Das Zeichen “€” wird in der Mengen-
lehre also als zweisteliges Priadikats-Zeichen gebraucht, fiir das sich eine Infix-Notation eingebiirgert
hat. Um den Begriff der wohldefinierten Ansammlung von Elementen mathematisch zu prézisie-
ren, fithrte Cantor das sogenannte Komprehensions-Aziom ein. Wir konnen dieses zunéchst wie
folgt formalisieren: Ist p(x) eine Eigenschaft, die ein Objekt  entweder hat oder nicht, so kénnen
wir die Menge M aller Objekte, welche die Eigenschaft p(x) haben, bilden. Wie schreiben dann

M = {z | p(z)}

und lesen dies als “M ist die Menge aller x, auf welche die Eigenschaft p(z) zutrifft”. Eine Ei-
genschaft p(x) ist dabei nichts anderes als eine Formel, in der die Variable z vorkommt. Wir
veranschaulichen das Komprehensions-Axiom durch ein Beispiel: Es sei N die Menge der natiirli-
chen Zahlen. Ausgehend von der Menge N wollen wir die Menge der geraden Zahlen definieren.
Zunéchst miissen wir dazu die Eigenschaft einer Zahl z, gerade zu sein, durch eine Formel p(x)
mathematisch erfassen. Eine natiirliche Zahl = ist genau dann gerade, wenn es eine natiirliche Zahl
y gibt, so dass z das Doppelte von y ist. Damit kénnen wir die Eigenschaft p(z) folgendermafien
definieren:

p(x) == AyeN:z=2-y).
Also kann die Menge der geraden Zahlen als
{z|yeN:xz=2-y}

geschrieben werden.

Leider fithrt die uneingeschrinkte Anwendung des Komprehensions-Axiom schnell zu Proble-
men. Betrachten wir dazu die Eigenschaft einer Menge, sich nicht selbst zu enthalten, wir setzen
also p(z) := —=(z € z) und definieren die Menge R als

R:={z|-(x €x)}.
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Intuitiv wiirden wir vielleicht erwarten, dass keine Menge sich selbst enthélt. Wir wollen jetzt
zunéchst fiir die eben definierte Menge R iiberpriifen, wie die Dinge liegen. Es kénnen zwei Félle
auftreten:

1. Fall: =(R € R). Also enthélt die Menge R sich nicht selbst. Da die Menge R aber als die
Menge der Mengen definiert ist, die sich nicht selber enthalten, miifite R eine Element von
R sein, es miisste also R € R gelten im Widerspruch zur Voraussetzung —(R € R).

2. Fall: R € R. Setzen wir hier die Definition von R ein, so haben wir
Re{z|~(zex)}.
Dass heifit dann aber gerade =(R € R) und steht im Widerspruch zur Voraussetzung R € R.

Wie wir es auch drehen und wenden, es kann weder R € R noch (R € R) gelten. Als Ausweg
kénnen wir nur feststellen, dass das vermittels

{z|-(ze)}
definierte Objekt keine Menge ist. Das heifit dann aber, dass das Komprehensions-Axiom zu all-
gemein ist. Wir folgern, dass nicht jede in der Form

M = {z | p(z)}

angegebene Menge wohldefiniert ist. Die Konstruktion der “Menge” “{z | =(x € z)}”stammt von
dem britischen Logiker und Philosophen Bertrand Russell (1872 — 1970). Sie wird deswegen auch
als Russell’sche Antinomie bezeichnet.

Um Paradoxien wie die Russell’sche Antinomie zu vermeiden, ist es erforderlich, bei der Kon-
struktion von Mengen vorsichtiger vorzugehen. Wir werden im folgenden Konstruktions-Prinzipien
fiir Mengen vorstellen, die schwicher sind als das Komprehensions-Axiom, die aber fiir die Praxis
der Informatik ausreichend sind. Wir wollen dabei die dem Komprehensions-Axiom zugrunde lie-
gende Notation beibehalten und Mengendefinitionen in der Form

M = {z | p(x)}

angeben. Um Paradoxien zu vermeiden, werden wir nur bestimmte Sonderfille dieser Mengende-
finition zulassen. Diese Sonderfille, sowie weitere Moglichkeiten Mengen zu konstruieren, stellen
wir jetzt vor.

3.1 Erzeugung von Mengen durch explizites Auflisten

Die einfachste Moglichkeit, eine Menge festzulegen, besteht in der expliziten Auflistung aller ihrer
Elemente. Diese Elemente werden in den geschweiften Klammern “{” und “}” eingefafit und durch
Kommas getrennt. Definieren wir beispielsweise

M :={1,2,3},

so haben wir damit festgelegt, dass die Menge M aus den Elementen 1, 2 und 3 besteht. In der
Schreibweise des Komprehensions-Axioms kénnen wir diese Menge als

M={z|z=1Vvez=2Vze=3}

angeben. Als ein weiteres Beispiel fiir eine Menge, die durch explizite Aufzdhlung ihrer Elemente
angegeben werden kannn, betrachten wir die Menge der kleinen Buchstaben, die wir wie folgt
definieren:

{aaba Cvdae7f?g7ha i7j7k71am7n7O7p’qar7svt7uavawvx7yaz}'

Als letztes Beispiel betrachten wir die leere Menge (), die durch Aufzihlung aller ihrer Elemente
definiert werden kann:

0:={}
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Die leere Menge enthélt also iberhaupt keine Elemente. Diese Menge ist genau so wichtig wie die
Zahl 0.

3.2 Die Menge der natiirlichen Zahlen

Alle durch explizite Auflistung definierten Mengen haben offensichtlich nur endlich viele Elemente.
Aus der mathematischen Praxis kennen wir aber auch Mengen mit unendlich vielen Elementen. Ein
Beispiel ist die Menge der natiirlichen Zahlen, die wir mit N bezeichnen. Im Gegensatz zu einigen
anderen Autoren will ich dabei die Zahl 0 auch als natiirliche Zahl auffassen. Mit den bisher
behandelten Verfahren 148t sich die Menge N nicht definieren. Wir miissen daher die Existenz
dieser Menge als Axiom fordern:

N:={0,1,2,3,--- }.
Neben der Menge N der natiirlichen Zahlen verwenden wir noch die folgenden Mengen von Zahlen:
1. Z: Menge der ganzen Zahlen.
Z:={0,1,-1,2,-2,3,-3,---}
2. Q: Menge der rationalen Zahlen.
{% | pEZ/\qu/\q>O}

3. R: Menge der reellen Zahlen.

Wie die reellen Zahlen tatsichlich konstruiert werden, kann ich IThnen erst im zweiten Se-
mester zeigen.

In der Mathematik wird gezeigt, wie sich diese Mengen aus der Menge der natiirlichen Zahlen
erzeugen lassen.

3.3 Das Auswahl-Prinzip

Das Auswahl-Prinzip ist eine Abschwéchung des Komprehensions-Axiom. Die Idee ist, mit Hilfe
einer Eigenschaft p aus einer schon vorhandenen Menge M die Menge N der Elemente = aus-
zuwdhlen, die eine bestimmte Eigenschaft p(x) besitzen:

N ={zeM|p(x)}
In der Notation des Komprehensions-Axioms schreibt sich diese Menge als
N={z|zeMAp(x)}.

Im Unterschied zu dem Komprehensions-Axiom kénnen wir uns hier nur auf die Elemente einer
bereits vorgegebenen Menge M beziehen und nicht auf vollig beliebige Objekte.

Beispiel: Die Menge der geraden Zahlen kann mit dem Auswahl-Prinzip wie folgt definiert werden:

{reN|IyeN:z=2-y}.

3.4 Potenz-Mengen

Um den Begriff der Potenz-Menge einfithren zu kénnen, miissen wir zunédchst Teilmengen defi-
nieren. Sind M und N zwei Mengen, so heifit M eine Teilmenge von N genau dann, wenn jedes
Element der Menge M auch ein Element der Menge N ist. In diesem Fall schreiben wir M C N.
Formal kénnen wir den Begriff der Teilmenge also wie folgt einfiihren:
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McN & Ve:(x €M —x €N)
Beispiel: Es gilt

{1,3,5} € {1,2,3,4,5}
Weiter gilt fiir jede beliebige Menge M

hC M.

Unter der Potenz-Menge einer Menge M wollen wir nun die Menge aller Teilmengen von M
verstehen. Wir schreiben 2™ fiir die Potenz-Menge von M. Dann gilt:

2M = {x |2 C M}.
Beispiel: Wir bilden die Potenz-Menge der Menge {1,2,3}. Es gilt:
200230 = {{}, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1.2,3}}.

Diese Menge hat 8 = 23 Elemente. Allgemein kann durch Induktion iiber die Anzahl der Elemente
der Menge M gezeigt werden, dass die Potenz-Menge einer Menge M, die aus m verschiedenen
Elementen besteht, insgesamt 2™ Elemente enthilt. Bezeichnen wir die Anzahl der Elemente einer
endlichen Menge mit card(M), so gilt also

card (2M) = 2eard(M),

Dies erklirt die Schreibweise 2M fiir die Potenz-Menge von M.

3.5 Vereinigungs-Mengen

Sind zwei Mengen M und N gegeben, so enthilt die Vereinigung von M und N alle Elemente, die
in der Menge M oder in der Menge N liegen. Fiir diese Vereinigung schreiben wir M U N. Formal
kann die Vereinigung wie folgt definiert werden:

MUN:={z|zeMVzeN}
Beispiel: Ist M = {1,2,3} und N = {2, 5}, so gilt:
{1,2,3}U{2,5} = {1,2,3,5}.

Der Begriff der Vereinigung von Mengen &8t sich verallgemeinern. Betrachten wir dazu eine
Menge X, deren Elemente selbst wieder Mengen sind. Beispielsweise ist die Potenz-Menge einer
Menge von dieser Art. Wir kénnen dann die Vereinigung aller Mengen, die Elemente von der
Menge X sind, bilden. Diese Vereinigung schreiben wir als | J X . Formal kann das wie folgt definiert
werden:

UX={y|TreX :yecax}
Beispiel: Die Menge X sei wie folgt gegeben:

X ={{}, {1,2}, {1,3,5}, {7,4} }.
Dann gilt

UX =1{1,2,3,4,57}.

3.6 Schnitt-Menge

Sind zwei Mengen M und N gegeben, so definieren wir den Schnitt von M und N als die Menge
aller Elemente, die sowohl in M als auch in N auftreten. Wir bezeichen den Schnitt von M und
N mit M N N. Formal kénnen wir M N N wie folgt definieren:

MNON:={z|zeMAzecN}
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Beispiel: Wir berechnen den Schnitt der Mengen M = {1,3,5} und N = {2,3,5,6}. Es gilt
MnNN={35}

3.7 Differenz-Mengen

Sind zwei Mengen M und N gegeben, so bezeichen wir die Differenz von M und N als die Menge
aller Elemente, die in M aber nicht N auftreten. Wir schreiben hierfiir M\N. Das wird als M
ohne N gelesen und kann formal wie folgt definiert werden:

M\N:={z|zeMAz¢gN}.
Beispiel: Wir berechnen die Differenz der Mengen M = {1,3,5,7} und N = {2,3,5,6}. Es gilt
M\N ={1,7}.

3.8 Bild-Mengen

Es sei M eine Menge und f sei eine Funktion, die fiir alle x aus M definiert ist. Dann heifit die
Menge aller Abbilder f(x) von Elementen x aus der Menge M das Bild von M unter f. Wir
schreiben f(M) fiir dieses Bild. Formal kann f(M) wie folgt definiert werden:

fM):={y |3z eM:y=f(z)}

In der Literatur findet sich fiir die obige Menge auch die Schreibweise
f(M) ={f(z) |z € M}
Beispiel: Die Menge @ aller Quadrat-Zahlen kann wie folgt definiert werden:

Q:={y|JzeN:y=2?}.

Alternativ kénnen wir auch schreiben

Q= {2* |z e N}

3.9 Kartesische Produkte

Um den Begriff des kartesischen Produktes einfithren zu kénnen, benétigen wir zunéchst den Be-
griff des geordneten Paares zweier Objekte  und y. Dieses wird als

(z,y)

geschrieben. Wir sagen, dass x die erste Komponente des Paares (x,y) ist, und y ist die zweite
Komponente. Zwei geordnete Paare (z1,y1) und (x2,y2) sind genau dann gleich, wenn sie kompo-
nentenweise gleich sind, d.h. es gilt

(r1,91) = (T2,92) & T1=T2AY1 = Yo.

Das kartesische Produkt zweier Mengen M und N ist nun die Menge aller geordneten Paare, deren
erste Komponente in M liegt und deren zweite Komponente in N liegt. Das kartesische Produkt
von M und N wird als M x N geschrieben, formal gilt:

M x N:={z|3z: Jy: 2= (z,y) N\w € M ANy € N}.
Alternativ kénnen wir auch schreiben

M x N :={(z,y) |z € M Ay e N}
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Beispiel: Wir setzen M = {1,2,3} und N = {5,7}. Dann gilt
M x N = {(1,5),(2,5),(3,5), (1,7),(2,7),(3,7) }.

Der Begriff des geordneten Paares 143t sich leicht zum Begriff des n-Tupels verallgemeinern:
Ein n-Tupel hat die Form

<xlax2? e 7x77,>'

Analog kann auch der Begriff des kartesischen Produktes auf n Mengen My, ---, M, verallgemei-
nert werden. Das sieht dann so aus:

M1><~~><Mn:{z|5|:v1: A z:<z1,m2,~~,xn>/\z1€M1/\~~/\:cn€Mn}.

Ist f eine Funktion, die auf M; x - -- x M,, definiert ist, so vereinbaren wir folgende Vereinfachung
der Schreibweise:

fz1,--- ,zy) steht fir f((z1, -+ ,2n))-

Gelegentlich werden n-Tupel auch als endliche Folgen oder als Listen bezeichnet.

3.10 Gleichheit von Mengen

Wir haben nun alle Verfahren, die wir zur Konstruktion von Mengen benétigen, vorgestellt. Wir
klaren jetzt die Frage, wann zwei Mengen gleich sind. Dazu postulieren wir das folgende Exten-
sionalitits-Axiom fiir Mengen:

Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die selben Elemente besitzen.

Mathematisch kénnen wir diesen Sachverhalt wie folgt ausdriicken:
M=N & Ve:(zeM+z€N)

Eine wichtige Konsequenz aus diesem Axiom ist die Tatsache, dass die Reihenfolge, mit der Ele-
mente in einer Menge aufgelistet werden, keine Rolle spielt. Beispielsweise gilt

{1,2,3} = {3,2,1},

denn beide Mengen enthalten die selben Elemente.

Falls Mengen durch explizite Aufzéhlung ihrer Elemente definiert sind, ist die Frage nach der
Gleichheit zweier Mengen trivial. Ist eine der Mengen mit Hilfe des Auswahl-Prinzips definiert, so
kann es beliebig schwierig sein zu entscheiden, ob zwei Mengen gleich sind. Hierzu ein Beispiel: Es
148t sich zeigen, dass

{neN|Iz,y,zeN:2>0Ay>0Az" +y" =2"} ={1,2}

gilt. Allerdings ist der Nachweis dieser Gleichheit sehr schwer, denn er ist dquivalent zum Beweis
der Fermat’schen Vermutung. Diese Vermutung wurde 1637 von Pierre de Fermat aufgestellt und
konnte erst 1995 von Andrew Wiles bewiesen werden. Es gibt andere, &hnlich aufgebaute Mengen,
wo bis heute unklar ist, welche Elemente in der Menge liegen und welche nicht.

3.11 Rechenregeln fiir das Arbeiten mit Mengen

Vereinigungs-Menge, Schnitt-Menge und die Differenz zweier Mengen geniigen GesetzméfBigkeiten,
die in den folgenden Gleichungen zusammengefafit sind:
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. Mub=M MnO=20

2. MUM=M MNM=M

3. MUN=NUM MNN=NNM

4. (KUM)UN=KU(MUN) (KNM)NN=KnN(MNN)
5 (KUM)NN=(KNN)U(MNN) (KNM)UN = (KUN)N(MUN)
6. M\0=M M\M =0

7. K\(MUN) = (K\M)n (K\N) K\(M N N) = (K\M) U (K\N)
8. (KUM)\N = (K\N)U (M\N) (KN M)\N = (K\N)n (M\N)
9. K\(M\N) = (K\M)U (K nNN) (K\M)\N = K\(M U N)

10. MU(N\M)=MUN MnN(N\M)=10

11. MUMNN)=M MN(MUN)=M

Wir beweisen exemplarisch die Gleichung K\(M U N) = (K\M) N (K\N). Um die Gleichheit
zweier Mengen zu zeigen ist nachzweisen, dass beide Mengen die selben Elemente enthalten. Wir
haben die folgende Kette von Aquivalenzen:

x € K\(MUN)

rce K N—-zxeMUN

re€K AN -(xeMVzeN)

re€K AN (—nxeM)AN(—z€N)
(reKN-zeM)AN (e KAN-z€N)
(x € K\M) A (x € K\N)

x € (K\M) N (K\N).

Tl

Die iibrigen Gleichungen kénnen nach dem selben Schema hergeleitet werden.

Aufgabe 1: Beweisen Sie die folgenden Gleichungen:
1. K\(MNnN)=(K\M)U (K\N),
2. MUMNN) =M,

w

- K\(M\N) = (K\M) U (K NN),

e

(K\M)\N = K\(M UN). o

Zur Vereinfachung der Darstellung von Beweisen vereinbaren wir die folgende Schreibweise: Ist M
eine Menge und z ein Objekt, so schreiben wir ¢ M fiir die Formel -~z € M, formal:

x¢ M & o reMm.

Eine analoge Notation verwenden wir auch fiir das Gleichheitszeichen:

def
r#y = 2 (r=y).

3.12 Binire Relationen

Relationen treten in der Informatik an vielen Stellen auf. Die wichtigste Anwendung findet sich
in der Theorie der relationalen Datenbanken. Wir betrachten im Folgenden den Spezialfall der
bindren Relationen und beleuchten das Verhéltnis von bindren Relationen und Funktionen. Wir
werden sehen, dass wir Funktionen als spezielle binére Relationen auffassen kénnen. Damit stellt
der Begriff der binédren Relationen eine Verallgemeinerung des Funktions-Begriffs dar.

Zum Abschluf des Kapitels fithren wir transitive Relationen und A quivalenz-Relationen ein.
Dabei handelt es sich um grundlegende Konzepte, die jeder Informatiker kennen muss.
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3.13 Binire Relationen und Funktionen
Ist eine Menge R als Teilmenge des kartesischen Produkts zweier Mengen M und N gegeben, gilt
also

RC M x N,

so bezeichnen wir R auch als bindre Relation. In diesem Fall definieren wir den Definitions-Bereich
von R als

dom(R) :={x |3y € N: (z,y) € R}.
Entsprechend wird der Werte-Bereich von R als
mg(R) :={y |3z € M: (z,y) € R}
definiert.
Beispiel: Es sei R = {(1,1),(2,4),(3,9)}. Dann gilt
dom(R) ={1,2,3} und rng(R)={1,4,9}. O

Das néichste, stark vereinfachte Beispiel gibt einen Vorgeschmack von der Bedeutung binérer Re-
lationen in der Theorie der relationalen Datenbanken.

Beispiel: Ein Autoverkéufer speichert in seiner Datenbank, welcher Kunde welches Auto gekauft
hat. Nehmen wir an, dass die Mengen Auto und Kunde wie folgt gegeben sind:

Kunde = {Bauer, Maier, Schmidt} und Auto = {Polo, Fox, Golf}.
Dann konnte die bindre Relation

Verkauf C Kunde x Auto
beispielsweise durch die folgende Menge gegeben sein:

{(Bauer, Golf), (Bauer, Fox), (Schmidt, Polo) }.

Diese Relation wiirde ausdriicken, dass der Kunde Bauer einen Golf und einen Fox erworben hat,
der Kunde Schmidt hat einen Polo gekauft und Maier hat bisher noch kein Auto erworben. In der
Theorie der Datenbanken werden Relationen iiblicherweise in Form von Tabellen dargestellt. Die
oben angegebene Relation hétte dann die folgende Form:

’ Kunde \ Auto ‘
Bauer Golf
Bauer Fox

Schmidt | Polo

Die oberste Zeile, in der wir die Spalten-Uberschriften Kunde und Auto angeben, gehort selbst
nicht zu der Relation, sondern wird als Relationen-Schema bezeichnet und die Relation zusammen
mit ihrem Relationen-Schema nennen wir Tabelle.

3.13.1 Links- und Rechts-Eindeutige Relationen
Wir nennen eine Relation R C M X N rechts-eindeutig, wenn folgendes gilt:
VeeM: Yy, y2 €N : ((x,y1> € RA{(z,y2) € R =y = yg).

Bei einer rechts-eindeutigen Relation R C M x N gibt es also zu jedem x € M hdochstens ein
y € N so, dass (z,y) € R gilt. Entsprechend nennen wir eine Relation R C M x N links-eindeutig,
wenn gilt:

VyeN: Vo, zoeM: ((x1,y) € RA (32,y) € R — 21 = 33).
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Bei einer links-eindeutigen Relation R C M x N gibt es also zu jedem y € N hochstens ein x € M
so, dass (z,y) € R gilt.

Beispiele: Es sei M = {1,2,3} und N = {4, 5,6}.
1. Die Relation R; sei definiert durch
Ry ={(1,4),(1,6)}.
Diese Relation ist nicht rechts-eindeutig, denn 4 # 6. Die Relation ist links-eindeutig, denn
die rechten Seiten aller in Ry auftretenden Tupel sind verschieden.
2. Die Relation R» sei definiert durch
Ry = {(1,4),(2,6)}.

Diese Relation ist rechts-eindeutig, denn die linken Seiten aller in Ry auftretenden Tupel sind
verschieden. Sie ist auch links-eindeutig, denn die rechten Seiten aller in Rs auftretenden
Tupel sind verschieden.

3. Die Relation R3 sei definiert durch
R; = {(1,4),(2,6),(3,6)}.

Diese Relation ist rechts-eindeutig, denn die linken Seiten aller in Ry auftretenden Tupel
sind verschieden. Sie ist nicht links-eindeutig, denn es gilt (2,6) € R und (3,6) € R, aber

2+ 3.

3.13.2 Links- und Rechts-Totale Relationen
Eine binére Relation R C M x N heif3t links-total auf M, wenn
Vee M:3ye N: (x,y) €R

gilt. Dann gibt es fiir alle 2 aus der Menge M ein y aus der Menge N, so dass (x,y) in der Menge
R liegt. Die Relation R3 aus dem obigen Beispiel ist links-total, denn jedem Element aus M wird
durch Rj ein Element aus N zugeordnet.

Analog nennen wir eine bindre Relation R C M x N rechts-total auf N, wenn

Vye N: Iz e M: (x,y) € R

gilt. Dann gibt es fiir alle y aus der Menge N ein z aus der Menge M, so dass (x,y) in der Menge
R liegt. Die Relation R3 aus dem obigen Beispiel ist nicht rechts-total, denn dem Element 5 aus
N wird durch Rj3 kein Element aus M zugeordnet, denn fiir alle (z,y) € R3 gilt y # 5.

3.13.3 Funktionale Relationen

Eine Relation R C M x N, die sowohl links-total auf M als auch rechts-eindeutig ist, nennen wir
eine funktionale Relation auf M. Ist R C M x N eine funktionale Relation, so kénnen wir eine
Funktion fr: M — N wie folgt definieren:

def
fr(@) =y & (x,y) €R.
Diese Definition funktioniert, denn aus der Links-Totalitdt von R folgt, dass es fiir jedes x € M
auch ein y € N gibt, so dass (z,y) € R ist. Aus der Rechts-Eindeutigkeit von R folgt dann, dass
dieses y eindeutig bestimmt ist. Ist umgekehrt eine Funktion f : M — N gegeben, so kénnen wir
dieser Funktion eine Relation graph(f) C M x N zuordnen, indem wir definieren:

graph(f) := {{z, f(x)) | = € M}.

Die so definierte Relation graph(f) ist links-total, denn die Funktion f berechnet ja fiir jedes
x € M ein Ergebnis und die Relation ist rechts-eindeutig, denn die Funktion berechnet fiir jedes
Argument immer nur ein Ergebnis.
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Aufgrund der gerade diskutierten Korrespondenz zwischen Funktionen und Relationen werden
wir daher im folgenden alle Funktionen als spezielle bindre Relationen auffassen. Fiir die Menge
aller Funktionen von M nach N schreiben wir auch N™, genauer definieren wir

NM .= {RC M x N | R funktional }.

Diese Schreibweise erklért sich wie folgt: Sind M und N endliche Mengen mit m bzw. n Elementen,
so gibt es genau n™ verschiedene Funktionen von M nach N, es gilt also

card (NM) = card(N)cardM),

Wir werden daher funktionale Relationen und die entsprechenden Funktionen identifizieren. Damit
ist dann fiir eine funktionale Relation R C M x N und ein ¢ € M auch die Schreibweise R(z)
zuldssig: Mit R(x) bezeichnen wir das eindeutig bestimmte y € N, fiir das (x,y) € R gilt.

Beispiele:
1. Wir setzen M = {1,2,3}, N ={1,2,3,4,5,6,7,8,9} und definieren
R:= {<1’ 1>7 <274>a <3a 9>}

Dann ist R eine funktionale Relation auf M. Diese Relation berechnet gerade die Quadrat-
Zahlen auf der Menge M.

2. Diesmal setzen wir M = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} und N = {1,2,3} und definieren
R:= {<17 1>v <47 2>7 <9, 3>}
Dann ist R keine funktionale Relation auf M, denn R ist nicht links-total auf M. Beispiels-
weise wird das Element 2 von der Relation R auf kein Element aus N abgebildet.
3. Wir setzen nun M = {1,2,3}, N ={1,2,3,4,5,6,7,8,9} und definieren
R:={(1,1),(2,3),(2,4), (3,9}

Dann ist R keine funktionale Relation auf M, denn R ist nicht rechts-eindeutig auf M. Das
liegt daran, dass das Element 2 von der Relation R sowohl auf 3 als auch auf 4 abgebildet
wird.

Ist R € M x N eine bindre Relation und ist weiter X C M, so definieren wir das Bild von X

unter R als

R(X):={y |3z e X: (z,y) € R}.

3.13.4 Inverse Relation

Zu einer Relation R C M x N definieren wir die inverse Relation R~! C N x M wie folgt:
R~ = {(y, ) | (x,y) € R}.

Aus dieser Definition folgt sofort, dass R™! rechts-eindeutig ist genau dann, wenn R links-eindeutig
ist. Auerdem ist R~ links-total genau dann, wenn R rechts-total ist. Ist eine Relation sowohl
links-eindeutig als auch rechts-eindeutig und aufflerdem sowohl links-total als auch rechts-total, so
nennen wir sie auch bijektiv. In diesem Fall 148t sich neben der Funktion fr auch eine Funktion
fr-1 definieren. Die Definition der letzten Funktion lautet ausgeschrieben:

froa(y) =2 €L (y,2) e R < (2,9) € R,

Diese Funktion ist dann aber genau die Umkehr-Funktion von fgr, es gilt

Yy € N: fR(fR—l(y)) =y und VreM: fR—l(fR(fL')) = 2.

Dieser Umstand rechtfertigt im Nachhinein die Schreibweise R~1.
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3.13.5 Komposition von Relationen

Ahnlich wie wir Funktionen verkniipfen kénnen, kénnen auch Relationen verkniipft werden. Wir
betrachten zundchst Mengen L, M und N. Sind dort zwei Relationen R C Lx M und Q C M x N
definiert, so ist das relationale Produkt R o @) wie folgt definiert:

RoQ:={(z,2) |y eM: ((x,y) € RA(y,2) € Q)}

Offenbar gilt R o Q@ C L x N. Das relationale Produkt von @ und R wird gelegentlich auch
als die Komposition von Q und R bezeichnet. In der Theorie der Datenbanken werden Sie dem
relationalen Produkt wiederbegegnen.

Beispiel: Es sei L = {1,2,3}, M = {4,5,6} und N = {7,8,9}. Weiter seien die Relationen ¢ und
R wie folgt gegeben:
R:{<174>7<1a6>7<375>} und Q:{<477>7<678>7<679>}

Dann gilt
RoQ={(1,7),(1,8),(1,9)}.

Ist R C L x M eine funktionale Relation auf L und ist Q C M x N eine funktionale Relation auf
M, so ist auch R o @ eine funktionale Relation auf L und die Funktion fr.q kann wie folgt aus
den Funktionen fr und fgo berechnet werden:

froq(z) = fo(fr(2)).

Bemerkung: In einigen Lehrbiichern wird das relationale Produkt, das wir als R o @) definiert
haben, mit @ o R bezeichnet. Damit lautet die Definition von Ro (@ dann wie folgt: Ist R C M x N
und Q C L x M, dann ist

RoQ:={(@,2)| 3y € M: ((z,3) € QA (y,2) € R)}.

Diese Definition hat den folgenden Vorteil: Falls R und @ funktionale Relationen sind und wenn
dann weiter f und g die diesen Relationen zugeordneten Funktionen sind, wenn also

Q = graph(f) und R = graph(g)

gilt, dann haben wir fiir die Komposition der Funktionen f und g, die durch (go f)(z) = g(f(z))
definiert ist, die Gleichung

graph(go f) = Ro @ = graph(g) o graph(f).

Die von uns verwendete Definition hat den Vorteil, dass spéter die Berechnung des transitiven
Abschlusses einer Relation intuitiver wird. O

Beispiel: Das néchste Beispiel zeigt die Verwendung des relationale Produkts im Kontext einer
Datenbank. Wir nehmen an, dass die Datenbank eines Autohéndler unter anderem die folgenden
beiden Tabellen enthélt.

Kauf": Preis:
’ Kunde \ Auto ‘ ’ Auto \ Betrag
Bauer Golf Golf | 20000
Bauer Fox Fox 10000
Schmidt | Polo Polo | 13000

Dann ist das relationale Produkt der in den Tabellen Kauf und Preis dargestellten Relationen
durch die in der folgenden Tabelle dargestellten Relation gegeben:
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’ Kunde \ Betrag ‘
Bauer 20000
Bauer 10000
Schmidt | 13000

Diese Relation kénnte dann zur Rechnungsstellung weiter verwendet werden. O

Bemerkung: In der Theorie der Datenbanken wird der Begriff der Komposition zweier Relationen
zu dem Begriff des Joins verallgemeninert.

3.13.6 Eigenschaften des relationalen Produkts
Die Komposition von Relationen ist assoziativ: Sind
RCKxL, QCLxM und PCMXN
binére Relationen, so gilt
(Ro®)oP =Ro(QoP).
Beweis: Wir zeigen
(z,u) € (RoQ)o P+ (x,u) € Ro(Qo P) (3.1)
Wir formen zunichst die linke Seite (z,u) € (Ro Q) o P der Aquivalenz 3.1 um. Es gilt
(z,u) e (RoQ)o P
> Hz:(<x,z>€RoQ/\<z,u>€P) nach Def. von (Ro Q) o P
< Jz:((Fy: (z,y) € RA(y,2) € Q) A(z,u) € P) nach Def. von Ro Q

Da die Variable y in der Formel (z,u) € P nicht auftritt, kénnen wir den Existenz-Quantor iiber
y auch herausziehen, so dass wir die obige Kette von Aquivalenzen zu

< Jz:3y: ((z,y) e RA(y,2) € QA (z,u) € P) (3.2)
fortsetzen konnen. Wir formen nun die rechte Seite der Aquivalenz 3.1 um:
(z,u) € Ro (Qo P)

< Jy: ((z.y) € RA(y,u) € Qo P) nach Def. von Ro (Q o P)
< Jy: ((z,y) e RAIz: ({y,2) € QA(z,u) € P)) nach Def. von Qo P

Da die Variable z in der Formel (z,y) € R nicht vorkommt, kénnen wir den Existenz-Quantor
iiber z auch vorziehen und kénnen daher diese Kette von Aquivalenzen als

< Fz:3y: ((z,y) e RA(y,2) € QA (z,u) € P) (3.3)
fortsetzen. Die Formeln (3.2) und (3.3) sind identisch. Damit ist die Aquivalenz (3.1) nachgewiesen
und der Beweis der Assoziativitit des Kompositions-Operators ist erbracht. g

Eine weitere wichtige Eigenschaft des relationalen Produkts ist die folgende: Sind zwei Rela-
tionen R C L x M und Q C M x N gegeben, so gilt

(Ro@Q) ™' =Q o R,

Beachten Sie, dass sich die Reihenfolgen von ) und R hier vertauschen. Zum Beweis ist zu zeigen,
dass fiir alle Paare (z,z) € N x L die Aquivalenz

(z2) €(QoR)™ & (z,7) €eR7IoQ™
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gilt. Den Nachweis erbringen wir durch die folgende Kette von Aquivalenz-Umformungen:
(z,2) € (RoQ)~!

(x,2) € RoQ

Gy € M(: (z,y) € RA(y,2) €Q)

JyeM: ((y,z) € QA (x,y) € R)

JyeM: ((z,y) €Q7 ' A{y,z) € R7)

< (z,z) eQ o R7! O

r T e

Wir bemerken noch, dass das folgende Distributivgesetz gilt: Sind R; und Ry Relationen auf L x M
und ist @ eine Relation auf M x N, so gilt

(RIUR3)oQ =(R10Q)U(R200Q).
Analog gilt ebenfalls

Ro(Q1UQ2) =(RoQ1)U(RoQ2),

falls R eine Relation auf L x M und @7 und @2 Relationen auf M x N sind. Um Gleichungen der
obigen Art kiirzer schreiben zu kénnen vereinbaren wir, dass der Kompositions-Operator o stéirker
bindet als U und N. Wir beweisen nun das erste Distributivgesetz, indem wir

(z,2) € (RIUR2)0Q < (1,2) ER10cQUR0Q (3.4)
zeigen. Wir formen zunéichst den Ausdruck (z, z) € (R U R2) o Q um:
(z,2) € (R1UR2)0Q
< Jy: ((w,y) € RIURy A (y,2) € Q) nach Def. von (R; U Rg) o Q)
< Jy: (((z,y) € RV (z,y) € R2) A(y,2) € Q) mnach Def. von Ry U Ry
Diese Formel stellen wir mit Hilfe des Distributiv-Gesetzes der Aussagen-Logik um. In der Aussa-

genlogik werden wir im Rahmen der Informatik-Vorlesung sehen, dass fiir beliebige Formeln Fi,
F5 und G die Aquivalenz

(F1 \/FQ)/\G e (Fl/\G)\/(Fg/\G)
gilt. Die Anwendung dieses Gesetzes liefert:

Jy: (((z.9) € RV (z,y) € Ry) A <y,zz;€ Q)

Py Fy
~ Jy: (((m,yle Ri A <y7zi;6 Q) Vv ((x,y)FG Ry A <y7226 Q)) (3.5)

Wir formen nun den Ausdruck (x,z) € Ry 0o QU Ry 0 @Q um:
<{E,Z> ERI0cQUR0Q
< (r,2) ER1oQ V (z,2) € RyoQ nach Def. von U

© (Fy:((zy) €RA(y,2) €Q)) V (Jy: ((z,y) € RN (y,2) €Q))
nach Def. von R; o Q und R o )

Diese letzte Formel stellen wir mit Hilfe eines Distributiv-Gesetzes fiir die Pridikaten-Logik um. In
der Pradikaten-Logik werden wir spéter sehen, dass fiir beliebige Formeln F; und F> die Aquivalenz

Jy : (F1 V Fg) <> (Hy : F1) V (Hy : F2)
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giiltig ist. Damit folgt dann
Jy: ({z,y) € RN (y.2) €Q) V Ty ((z,y) € RaA(y,2) € Q)

F1 F2

o 3y (@9 eRAEEQ V ([my) € Ranly,2) €Q)) (3.6)

Fy Fy

Da die Formeln 3.5 und 3.6 identisch sind, ist der Beweis des Distributiv-Gesetzes
(RlURQ)OQ:RloQURQOQ
erbracht. d

Aufgabe 2: Zeigen Sie, dass die Formel
Ro(Q1UQ2) = (RoQ1)U(RoQa),
richtig ist. o

Interessant ist noch zu bemerken, dass fiir den Schnitt von Relationen und dem Kompositions-
Operator kein Distributivgesetz gilt, die Gleichung

(RiNRy)oQ=R10QNR0Q

ist im Allgemeinen falsch. Um diese Behauptung zu belegen, benétigen wir ein Gegenbeispiel.
Dazu definieren wir die Relationen R;, Ro und @ wie folgt:

Ry :={(1,2)}, Re:={(1,3)} und @Q=1{(2,4),(3,4)}.
Dann gilt

RioQ={(1,4)}, Ro@Q={(1,4)}, alsoRioQNRy0Q={(1,4},
aber andererseits haben wir

(BiNR2)0Q=00Q=0#{(1,4)} =Ri0oQNR00Q.

3.13.7 Identische Relation
Ist M eine Menge, so definieren wir die identische Relation idy; € M x M wie folgt:
idy == {(z,z) |z € M}.
Beispiel: Es sei M = {1,2,3}. Dann gilt
ida = {(1,1),(2,2), (3,3) }.
Aus der Definition folgt sofort
idy; = idas.
Sei weiterhin R C M x N und eine binére Relation, so gilt
Roidy =R und idy oR=R.
Wir weisen die zweite Gleichung nach. Nach Definition des relationalen Produkts gilt
idy o R={(z,2) | Jy : (z,y) €idy A (y,2) € R}.
Nun ist (z,y) € idpys genau dann, wenn x = y ist, also gilt
idyyo R={{z,2) | y:z=yA(y,2) € R}.
Es gilt die folgende Aquivalenz
(Jy:z=yA(y,2) €R) < (z,2) € R.
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Diese Aquivalenz ist leicht einzusehen: Falls 3y : @ = y A (y, z) € R gilt, so muf dass y dessen Exis-
tenz gefordert wird, den Wert x haben und dann gilt natiirlich auch (z, z) € R. Gilt andererseits
(x,z) € R, so definieren wir y := x. Fiir das so definierte y gilt offensichtlich z = y A (y,2) € R.
Unter Verwendung der oberen Aquivalenz haben wir

idyr o R = {(z,2) | (z,2) € R}.
Wegen R C M x N besteht R nur aus geordneten Paaren und daher gilt
R={(z,2)| (z,2) € R}.
Damit ist idy; o R = R gezeigt. O
Aufgabe 3: Es sei R C M x N. Unter welchen Bedingungen gilt
Ro R™! =idy?
Unter welchen Bedingungen gilt
R 'oR=1idn? o

3.14 Binire Relationen auf einer Menge

Wir betrachten im Folgenden den Spezialfall von Relationen R C M x N, fiir den M = N gilt.
Wir definieren: Eine Relation R C M x M heifit eine Relation auf der Menge M. Im Rest dieses
Abschnittes betrachten wir nur noch solche Relationen. Statt M x M schreiben wir kiirzer M?2.

Ist R eine Relation auf M und sind z,y € M, so verwenden wir gelegentlich die Infix-
Schreibweise und schreiben statt (z,y) € R auch z Ry. Beispielsweise 18t sich die Relation <
auf N wie folgt definieren:

<:={{z,y) e NxN|JzeN:z+ 2z =y}
Statt (z,y) € < hat sich in der Mathematik die Schreibweise x < y eingebiirgert.

Definition 3.1 Eine Relation R C M x M ist reflexiv auf der Menge M falls gilt:
Vee M: (z,z) € R.
Satz 3.2 Eine Relation R C M x M ist genau dann reflexiv, wenn idy; C R gilt.
Beweis: Es gilt
idyy CR

gdw. {(z,z)|ze M} CR

gdw. VeeM: (z,z) €R

g.d.w. R reflexiv O

Definition 3.3 Eine Relation R C M x M ist symmetrisch falls gilt:
Ve, yeM: ((m,y> €R— (y,x) € R).

Satz 3.4 Eine Relation R C M x M ist genau dann symmetrisch, wenn R'CR gilt.

Beweis: Die Aquivalenz der beiden Bedingungen wird offensichtlich, wenn wir die Inklusions-
Bedingung R~! C R expandieren, indem wir die Gleichungen

R ={{,2)|(@y)eR} wd R={(zy)|(xy)ecR)}
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beriicksichtigen, denn dann hat die Inklusions-Bedingung die Form

{(y,x) | <x7y> € R} - {<l‘,y> | <$,y> S R}

Nach der Definition der Teilmengen-Beziehung ist diese Bedingung gleichwertig zu der Formel
Vm,yeM:((x,y>€R—><y,x>6R). O

Definition 3.5 Eine Relation R C M x M ist anti-symmetrisch falls gilt:
Vo,y € M: ((z,y) € RA(y,2) € R >z =y).

Satz 3.6 Eine Relation R C M x M ist genau dann anti-symmetrisch, wenn R N R~! C idy gilt.
Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass R anti-symmetrisch ist und folglich
Ve,ye M: (z,y) € RA(y,z) ER—z =y

gilt und zeigen, dass aus dieser Voraussetzung die Inklusions-Beziehung RN R~! C idy; folgt. Sei
also (x,y) € RN R~ Dann gilt einerseits (x,y) € R und andererseits folgt aus (z,y) € R,
dass auch (y,z) € R ist. Dann folgt aber aus der Voraussetzung sofort x = y und das impliziert
(x,y) € idys, womit RN R™! C idy, gezeigt ist.

Wir nehmen nun an, dass RN R~ C idy; gilt und zeigen, dass daraus die Giiltigkeit von

Ve,ye M: (z,y) e RA(y,z) ER—z =1y

folgt. Seien also z,y € M und es gelte (z,y) € R und (y,x) € R. Wir miissen zeigen, dass daraus
x = y folgt. Aus (y,x) € R folgt (x,y) € R™!. Also gilt (x,y) € RN R~'. Aus der Inklusions-
Beziehung RN R~! C idy; folgt dann (z,y) € idy; und daraus folgt sofort = = y. O
Definition 3.7 Eine Relation R C M x M ist transitiv falls gilt:

Ve,y,z € M: (z,y) € RA(y,z) € R — (x,2) € R.

Satz 3.8 Eine Relation R C M x M ist genau dann transitiv, wenn Ro R C R ist.
Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass R transitiv ist und damit
Va,y,z € M: (xz,y) € RA{y,z) € R — (x,z) € R

gilt und zeigen, dass daraus RoR C R folgt. Sei also (x, z) € RoR. Nach Definition des relationalen
Produkts gibt es dann ein y, so dass (x,y) € R und (y, z) € R gilt. Nach Voraussetzung gilt jetzt
(z,z) € R und das war zu zeigen.

Wir nehmen nun an, dass die Inklusion R o R C R gilt und zeigen, dass daraus

Ve,y,z€ M: (z,y) € RA(y,z) € R— (v,2) € R

folgt. Seien also x,y, z € M mit (z,y) € Rund (y, z) € R gegeben. Nach Definition des relationalen
Produkts gilt dann (z,2) € Ro R und aus der Voraussetzung Ro R C R folgt (z,z) € R. O
Beispiele: In den ersten beiden Beispielen sei M = {1,2, 3}.
1. Ry ={(1,1),(2,2),(3,3)}.
R, ist reflexiv, symmetrisch, anti-symmetrisch und transitiv.
2. Ry ={(1,2),(2,1),(3,3)}.

Rs ist nicht reflexiv, da (1,1) € Ry. Ry ist symmetrisch. Ro ist nicht anti-symmetrisch, denn
aus (1,2) € Ry und (2,1) € Ry miifite 2 = 1 folgen. Schliefilich ist Ry auch nicht transitiv,
denn aus (1,2) € Ry und (2,1) € Ry miifite (1,1) € Ry folgen.

In den beiden folgenden Beispielen sei M = N.

28



3. Rz :={(n,m) € N* | n < m}.

Rj3 ist reflexiv, denn fiir alle natiirlichen Zahlen n € N gilt n < n. Rg ist nicht symmetrisch,
denn beispielsweise gilt 1 < 2, aber es gilt nicht 2 < 1. Allerdings ist R3 anti-symmetrisch,
denn wenn n < m und m < n gilt, so mufl schon m = n gelten. Schliellich ist Rz auch
transitiv, denn aus k£ < m und m < n folgt natiirlich k£ < n.

4. Ry :={(m,n) eN* | Ik e N:m -k =n}

Fiir zwei positive Zahlen m und n gilt (m,n) € Ry genau dann, wenn m ein Teiler von n
ist. Damit ist klar, dass R, reflexiv ist, denn jede Zahl teilt sich selbst. Natiirlich ist R,
nicht symmetrisch, denn 1 ist ein Teiler von 2 aber nicht umgekehrt. Dafiir ist R4 aber anti-
symmetrisch, denn wenn sowohl m ein Teiler von n ist und auch n ein Teiler vom m, so mufl
m = n gelten. Schlielich ist Ry auch transitiv: Ist m ein Teiler von n und n ein Teiler von
0, so ist natiirlich m ebenfalls ein Teiler von o.

3.14.1 Der transitive Abschluss einer Relation

Ist R eine Relation auf M, die nicht transitiv ist, so konnen wir R zu einer transitiven Relation
erweitern. Dazu definieren wir fiir alle n € N die Potenzen R™ durch Induktion iiber n.

1. Induktions-Anfang: n = 0. Wir setzen
RO = ldM

2. Induktions-Schritt: n — n+1. Nach Induktions-Voraussetzung ist R™ bereits definiert. Daher
konnen wir R*+! definieren als

R = Ro R™.
Wir benétigen spéter das folgende Potenz-Gesetz: Fiir beliebige natiirliche Zahlen k,[ € N gilt:
RF o R' = RFHL.
Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach k.
LA.: k=0. Es gilt
R0 R' = idy o R' = R' = R**.

IS:: k—k+ 1. Es gilt

RF1oR! = (RoRF)oR!' nach Def. von R"+!
= Ro(RFoR') aufgrund des Assoziativ-Gesetzes fiir o
= RoRM! nach Induktions-Voraussetzung
= RG+)+1 nach Def. von R*+!
— R+ 0

Wir definieren den transitiven Abschluff von R als die Menge
Rt := | R™.
n=1
Dabei ist fiir eine Folge (A,,), von Mengen der Ausdruck |J A, wie folgt definiert:
i=1

1=

UA,=A UAyUAsU---.
=1

1=
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Satz 3.9 Es sei M eine Menge und R C M x M eine bindre Relation auf M. Dann hat die oben
definierte Relation R™ die folgenden Eigenschaften:

1. RT ist transitiv.

2. R7T ist die beziiglich der Inklusions-Ordnung C kleinste Relation T" auf M, die einerseits transitiv
ist und andererseits die Relation R enthilt. Anders ausgedriickt: Ist T ein transitive Relation auf
M mit RC T, so muB R C T gelten.

Beweis:
1. Wir zeigen zuniichst, dass R™ transitiv ist. Dazu miissen wir die Giiltigkeit der Formel
Vz,y,2z: {z,y) € RT A{y,2) € Rt — (z,2) € Rt

nachweisen. Wir nehmen also an, dass {z,y) € R und (y,2) € RT gilt und zeigen, dass
aus dieser Voraussetzung auf (z,z) € RT geschlossen werden kann. Nach Definition von R

haben wir
[oe] oo
(x,y) € U R" und (y,z2) € U R".
n=1 n=1

Nach der Definition der Menge |J R™ gibt es dann natiirliche Zahlen k,l € N, so dass

n=1
(x,y) € R* und (y,z) € R

gilt. Aus der Definition des relationalen Produktes folgt nun
(z,2) € R* o R

Aufgrund des Potenz-Gesetzes fiir das relationale Produkt gilt
RFo R' = RFHL.

Also haben wir (z,z) € R¥*! und daraus folgt sofort
(x,z) € U R".
n=1

Damit gilt (z,z) € RT und das war zu zeigen. O

2. Um zu zeigen, dass RT die kleinste Relation ist, die einerseits transitiv ist und andererseits
R enthilt, nehmen wir an, dass T eine transitive Relation ist, fiir die R C T gilt. Wir
miissen dann zeigen, dass RT C T gilt. Wir zeigen zuniichst durch vollstéindige Induktion
iiber n € N, dass fiir alle positiven natiirlichen Zahlen n € N die folgende Inklusion gilt:

R"CT.

I.LA.: n = 1. Dann ist R! C T zu zeigen. Wegen R' = Ro R® = Roidj; = R folgt dies aber
unmittelbar aus der Voraussetzung R C T

I.S.: n — n + 1. Nach Induktions-Voraussetzung wissen wir
R"CT.

Wir multiplizieren diese Inklusion auf beiden Seiten von links relational mit R und haben
dann

R =RoR"CRoT.
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Multiplizieren wir die Voraussetzung R C T von rechts relational mit 7', so finden wir
RoT CToT.

Weil T transitiv ist, gilt
ToT CT.

Insgesamt haben wir also die folgende Kette von Inklusionen
R CRoTCToTCT.

Damit folgt R**! C T und der Induktions-Beweis ist abgeschlossen.

Wir zeigen nun, dass RT™ C T ist. Sei (x,y) € RT. Nach Definition von R™ muss es dann
eine positive natiirliche Zahl n geben, so dass (z,y) € R"™ ist. Wegen R"™ C T folgt daraus
aber (x,y) € T und damit ist auch der zweite Teil des Beweises abgeschlossen. O

Beispiel: Es sei Mensch die Menge alle Menschen, die jemals gelebt haben. Wir definieren die
Relation Eltern auf M indem wir setzen

Eltern := {(z,y) € Mensch® | x ist Vater von y oder z ist Mutter von y}

Dann besteht der transitive Abschlufl der Relation Eltern aus allen Paaren (z,y), fiir die = ein
Vorfahre von y ist:

Elternt = {(x,y) € Mensch® | z ist Vorfahre von y}.

Beispiel: Es sei F' die Menge aller Flughédfen. Wir definieren auf der Menge F' eine Relation D
durch

D := {{z,y) € F x F| Es gibt einen Direktflug von x nach y}.
D bezeichnet also die direkten Verbindungen. Die Relation D? ist dann definiert als
D?={{x,2) e FxF|32 € F: (x,y) € DA {y,2) € D}.

Das sind aber gerade die Paare (z, z), fiir die es einen Luftweg von x nach z gibt, der genau einen
Zwischenstop enthilt. Entsprechend enthélt D3 die Paare (x, z), fiir die man mit zwei Zwischen-
stops von x nach y kommt und allgemein enthilt D* die Paare (x,z), fiir die man mit k — 1
Zwischenstops von dem Flughafen z zu dem Flughafen z kommt. Der transitive Abschlufl von D
enthilt dann alle Paare (x,y), fiir die es iiberhaupt eine Moglichkeit gibt, auf dem Luftweg von x
nach y zu kommen.

Aufgabe 4: Auf der Menge N der natiirlichen Zahlen wird die Relation R wie folgt definiert:
R={(k,k+1) | keN}
Berechnen Sie die folgenden Relationen:
1. R?,
2. R?,
3. R" fiir beliebige n € N mit n > 1,

4. RT. o

Aufgabe 5: Wir definieren die Relation R auf der Menge N der natiirlichen Zahlen als
R:={(n,2-n)|neN}

Berechnen Sie den transitiven Abschluss RT. o
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3.15 Aquivalenz-Relationen

Definition 3.10 Eine Relation R C M x M ist eine Aquivalenz—Relation auf M genau dann, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. R ist reflexiv auf M,
2. R ist symmetrisch und
3. R ist transitiv.

Der Begriff der Aquivalenz-Relationen verallgemeinert den Begriff der Gleichheit, denn ein
triviales Beispiel fiir eine Aquivalenz-Relation auf M ist die Relation idy;. Als nicht-triviales
Beispiel betrachten wir die Menge Z der ganzen Zahlen zusammen mit der Relation ~,,, die wir
fiir natiirliche Zahlen n # 0 wie folgt definieren:

Ny o= () €22 |3k €l k-n=12—y}

Fir zwei Zahlen z,y € Z gilt also z ~, y genau dann, wenn z und y beim Teilen durch n den
gleichen Rest ergeben. Wir zeigen, dass die Relation =2, fiir n # 0 eine Aquivalenz-Relation auf Z
definiert.

1. Um zu zeigen, dass =2, reflexiv ist miissen wir nachweisen, dass fiir alle z € Z gilt (z, z) € ~,,.
Nach Definition von =2, ist dies dquivalent zu

(z,x) € {(z,y) €Z* |Fk €L k-n=2—y}.

Dies ist offenbar gleichbedeutend mit
dkeZ:k-n=z—=z.

Offenbar erfiillt £ = 0 diese Gleichung, denn es gilt:
0O-n=0=x—=

Damit ist die Reflexivitéit nachgewiesen.

2. Um die Symmetrie von =2, nachzuweisen nehmen wir an, dass (z,y) € =, ist. Dann gibt es
also ein k € Z, so dass

k-n=x—y
gilt. Daraus folgt sofort
(=k) n=y—u=z.
Das zeigt aber, dass (y,x) € ~,, ist und damit ist die Symmetrie nachgewiesen.

3. Zum Nachweis der Transitivitdt von ~ nehmen wir an, dass sowohl (x,y) € =, als auch
(y, z) € =, gelten. Dann gibt es also ki, ks € Z so dass

ki -n=x—y und ke -n=y—z
gelten. Addieren wir diese beiden Gleichungen, so sehen wir
(k1+ ko) n=z—z
Mit k3 := k1 + ko gilt also k3 -n = x — z und damit haben wir (z, z) € =2, nachgewiesen und
die Transitivitdt von ~,, gezeigt. O
Aufgabe 6: Beweisen Sie, dass fiir alle ganzen Zahlen x und y
TR, Y S rhn=yhn

gilt. o
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Aufgabe 7: Auf der Menge N x N definieren wir eine Relation R wie folgt:
R:= {<<Ilayl>7 <x2,y2>> € (NxN)?|zi+y2 =22+ 11}

Zeigen Sie, dass R eine Aquivalenz-Relation ist.

Satz 3.11 Es seien M und N Mengen und
f:M—N
sei eine Funktion. Definieren wir die Relation Ry C M x M als
Ry = {(z,y) € M x M | f(z) = f(y)},
so ist Ry eine Aquivalenz-Relation.
Beweis: Wir weisen Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitdt von R; nach:
1. Ry ist reflexiv, denn es gilt
Ve e M: f(z) = f(z).
Daraus folgt sofort
Ve e M: (z,z) € Ry.
2. Um die Symmetrie von R; nachzuweisen, miissen wir
Ve,y € M : ((z,y) € Ry — (y,x) € Ry)
zeigen. Sei also (x,y) € Ry. Dann gilt nach Definition von Ry

f(x) = fy).
Daraus folgt sofort
fly) = f(z)

und nach Definition von Ry ist das dquivalent zu
(y,x) € Ry.
3. Um die Transitivitdt von Ry nachzuweisen, miissen wir
Vo,y,z € M : ((z,y) € Ry Ay, 2) € Ry — (x,2) € Ry)
zeigen. Gelte also
(z,y) € Ry Ny, z) € Ry.
Nach Definition von Ry heifit das
f@)=fy) A fly) = f(z2).
Daraus folgt sofort
f(@) = f(2).
Nach Definition der Relation R; haben wir also
(x,z) € Ry.
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Bemerkung: Ist f : M — N eine Funktion und gilt
Ry ={{z,y) € M x M | f(z) = f(y)}

so sagen wir, dass 2y die von f auf M erzeugte Aquivalenz-Relation ist. Wir werden spiter sehen,
dass es zu jeder Aquivalenz-Relation eine Funktion gibt, die diese Aquivalenz-Relation erzeugt.

Beispiel: Die Aquivalenz-Relation ~,, wird von der Funktion
=T hn

erzeugt, denn wir haben gezeigt, dass fiir alle z,y € Z gilt:
TR,y > rhn=yhn.

Beispiel: Es sei M die Menge aller Menschen und S sei die Menge aller Staaten. Nehmen wir
zur Vereinfachung an, dass jeder Mensch genau eine Staatsbiirgerschaft hat, so konnen wir eine
Funktion

sb: M — S

defineren, die jedem Menschen x seine Staatsbiirgerschaft sb(z) zuordnet. Bei der durch diese
Funktion definierten Aquivalenz-Relation sind dann alle die Menschen dquivalent, welche die selbe
Staatsbiirgerschaft haben.

Definition 3.12 (Aquivalenz-Klasse) Ist R eine Aquivalenz-Relation auf M, so definieren wir fiir
alle x € M die Menge [z]r durch
[z]r = {y € M |zRy}. (Wir schreiben hier Ry als Abkiirzung fiir (z,y) € R.)

Die Menge [z]r bezeichnen wir als die von = erzeugte Aquivalenz-Klasse.
Satz 3.13 (Charakterisierung der Aquivalenz-Klassen) Ist R € M x M eine Aquivalenz-
Relation, so gilt:

1. VeeM: ze(z]p

2. Va,yeM: (s Ry — [v]r = [ylr),

3. Vo,yeM: (~z Ry — [z]r N [ylr = 0).

Bemerkung: Da fiir 2,y € M entweder x Ry oder —(x Ry) gilt, zeigen die letzten beiden Eigen-
schaften, dass zwei Aquivalenz-Klassen entweder gleich oder disjunkt sind:

Va,yeM : ([z]r = [YIr V [2]r N [ylr = 0).
Beweis: Wir beweisen die Behauptungen in der selben Reihenefolge wie oben angegeben.

1. Wir haben z € [z]g genau dann, wenn z € {ye M|« Ry} gilt und letzteres ist dquivalent
zu x Rx. Nun folgt # Rz unmittelbar aus der Reflexivitit der Aquivalenz-Relation.

2. Sei x Ry. Um [z]g = [y]r nachzuweisen zeigen wir [z]r C [y|r und [y|r C [z]r.

(a) Zeige [z]r C [y]r:
Sei u € [x]g. Dann gilt © Ru. Aus der Voraussetzung = Ry folgt wegen der Symmetrie
der Relation R, dass auch y Rz gilt. Aus y Rz und x Ru folgt wegen der Transitivitéit
der Relation R, dass y Ru gilt. Nach der Definition der Menge [y]r folgt damit u € [y]r
Damit ist [z]r C [y]r nachgewiesen.

(b) Zeige [y|r C [z]r
Um [y]r C [z]r zu zeigen nehmen wir u € [y|g an. Dann gilt y Ru. Aus der Vorausset-
zung r Ry und y Ru folgt wegen der Transitivitit der Relation R sofort x Ru. Dann
gilt aber u€[z]g und damit ist auch die Inklusion [y]r C [z]r nachgewiesen.
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3. Sei nun —(x Ry) vorausgesetzt. Um nachzuweisen, dass [x]g N [y]r = 0 ist nehmen wir an,
dass es ein z € [z]gr N [y]r gibt. Aus dieser Annahme werden wir einen Widerspruch zu
der Voraussetzung —(z Ry) herleiten. Sei also z € [z]gr und z € [y]r. Nach Definition der
Aquivalenz-Klassen [z]g und [y]g gilt dann

rRz und YRz
Aufgrund der Symmetrie von R kénnen wir y R z umdrehen und haben dann
rRz und zRy.

Aus der Transitivitit der Aquivalenz-Relation R folgt jetzt = Ry. Dies steht aber im Wider-
spruch zu der Voraussetzung —(x Ry). Damit ist die Annahme, dass es ein z € [z]g N [y]r
gibt, widerlegt. Folglich ist die Menge [z]r N [y]r leer.

Bemerkung: Die Auss.:.igen 2. und 3. lassen sich pridgnant zu einer Aussage zusammen fassen:
Falls R C M x M eine Aquivalenz-Relation ist, dann gilt
(z,y) € R < [x]r = [y]r-
Bemerkung: Ist R C M x M eine Aquivalenz-Relation auf M, so kénnen wir eine Funktion
fR ‘M —2M
durch die Festlegung
fr(z) = [z]r = {y € M|zRy}

definieren. Der letzte Satz zeigt dann, dass die Funktion fr die Aquivalenz-Relation R erzeugt,
denn es gilt

Ry, = {(v.y) € M x M| fr(z) = [r(y)}
= {{z.y) e M x M| [z]r = [y|r}
= {(J;,y) EM XM | {(x,y) € R}
= R,
denn R C M x M.
Definition 3.14 (Quotienten-Raum) Ist M eine Menge und R eine Aquivalenz-Relation auf M

so definieren wir die Menge M/R (lese: M modulo R) als die Menge der von R auf M erzeugten
Aquivalenz-Klassen:

M/R:={[z]g |z € M}.

Die Menge M/R der von R erzeugten Aquivalenz-Klassen nennen wir den Quotienten-Raum vom M
liber R.

Beispiel: Setzen wir das letzte Beispiel fort, in dem alle die Menschen dquivalent waren, die
die selbe Staatsbiirgerschaft haben, so finden wir, dass die Aquivalenz-Klassen, die von dieser
Aquivalenz-Relation erzeugt werden, gerade aus den Menschen besteht, die die selbe Staatsbiirger-
schaft besitzen.

Definition 3.15 (Partition) Ist P C 2™ eine Menge von Teilmengen von M, so sagen wir, dass
‘P eine Partition von M ist, falls P folgende Eigenschaften hat:

1. Vollstandigkeits-Eigenschaft
VeeM :3AKeP :zeK,

jedes Element aus M findet sich in einer Menge aus P wieder.
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2. Separations-Eigenschaft
VK, LeP: KNL=0VK=1L,
zwei Mengen aus P sind entweder disjunkt oder identisch.

Gelegentlich wird eine Partition einer Menge M auch als Zerlegung von M bezeichnet.

Bemerkung: Der letzte Satz hat gezeigt, dass fiir jede Aquivalenz-Relation R auf einer Menge
M der Quotienten-Raum

M/R = {[:E]R |z € M}
eine Partition der Menge M darstellt. Der néchste Satz zeigt, dass auch die Umkehrung gilt, denn
aus jeder Partition einer Menge 1483t sich eine Aquivalenz-Relation erzeugen.
Satz 3.16 Es sei M eine Menge und P C 2M eine Partition von M. Definieren wir die Relation R
durch
R={{z,y) e MxM|3KeP:(zc KANycK)},
so ist R eine Aquivalenz-Relation auf M.
Beweis: Wir haben zu zeigen dass die Relation R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
1. Reflexivitdt: Zu zeigen ist
Vre M :xzRx.
Das ist nach Definition der Relation R dquivalent zu der Formel
V:EEM:EIKGP:(QJEK/\IGK)
Das konnen wir sofort zu der Formel
VeeM:dK eP:ze K

vereinfachen. Diese Formel ist nichts anderes als die Vollsténdigkeit der Partition P.

2. Symmetrie: Zu zeigen ist
Ve,y € M : (a:Ry—>ny).
Wir nehmen also an, dass
TRy
gilt. Nach Definition der Relation R ist das dquivalent zu
K eP:(zre KAyeK).
Diese Formel ist offenbar dquivalent zu
EIK€77:(y€K/\x€K)
und nach Definition der Relation R folgt nun
yRx.
3. Transitivitit: Zu zeigen ist
Ve,y,z€ M : (ny/\sz—mch).
Wir nehmen also an, dass
TRYNYRz
gilt. Das ist nach Definition der Relation R dquivalent zu

EIKGP:(JJEK/\yEK)/\EILEP:(yeL/\zeL).
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Dann gibt es aber offenbar zwei Mengen K, L € P, so dass
zreKANye KNLAzelL
gilt. Damit ist K N L # () und aus der Separations-Eigenschaft der Partition P folgt
K = L.
Damit haben wir
HKEP:(JJEK/\ZGK)
gezeigt und nach Definition der Relation R heifit das x R z. g

3.16 Partielle Ordnung, Totale Ordnung

Eine Relation R C M x M ist eine partielle Ordnung (im Sinne von <) auf M genau dann, wenn
R

1. reflexiv,
2. anti-symmetrisch und
3. transitiv ist.
Die Relation ist dariiber hinaus eine totale Ordnung auf M, wenn zusétzlich
VeeM :VyeM : (ny \/yRa:)
gilt.
Beispiel: Die Teilbarkeitsrelation div kann auf den natiirlichen Zahlen wie folgt definiert werden
div:={(z,y) ENxN| Ik eN: k- -z =y}.

Wir zeigen dass diese Relation eine partielle Ordnung auf N ist und weisen dazu Reflexivitiit,
Anti-Symmetrie und Transitivitédt nach.

1. Reflexivitét: Zu zeigen ist
Vr e N:zxdiva.
Nach Definition der Relation div ist das dquivalent zu
JdkeN:k-z=x
Setzen wir k = 1, so gilt sicher k- = x und damit ist die Reflexivitit gezeigt.
2. Anti-Symmetrie: Zu zeigen ist
Ve,y € N: (a:divy/\ydivz —x = y)
Wir nehmen also an, dass
rdivy Aydivze

gilt (und werden x = y zeigen). Nach Definition der Relation div ist die Annahme dquivalent
zu

(HklEN:k‘l-x:y)/\(HkgEN:kg-y:x)

Also gibt es natiirliche Zahlen k; und ko, so dass
ki-z=yANke-y==x

gilt. Setzen wir diese Gleichungen ineinander ein, so erhalten wir

ki-ko-y=y und ko -k -x=n=x.
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Dann muss aber
ki ke=1V (z=0Ay=0)

gelten. Da aus ky - ko = 1 sofort k; = 1 und ko = 1 folgt, haben wir wegen der urspriinglichen
Gleichungen k1 - =y und k3 - y = « in jedem Fall z = y.

3. Transitivitét: Zu zeigen ist
Vr,y,z € N: (J:divy ANydivz — xdivz)
Wir nehmen also an, dass
rdivy Aydivz

gilt (und werden x div z zeigen). Nach Definition der Relation div ist die Annahme dquiva-
lent zu

(Elkl€N:k1~x:y)/\(3k2EN:k2~y:z)
Also gibt es natiirliche Zahlen k; und ko, so dass
ki-c=yANks-y==z2
gilt. Setzen wir die erste Gleichung in die zweite ein, so erhalten wir
ko k1 -z =2
Setzen wir k3 := ko - k1, so haben wir also k3 - z = z und das zeigt
rdivz.
Die Relation div ist keine totale Ordnung, denn beispielsweise gilt weder 2div 3 noch 3div2. <
Aufgabe 8: Auf der Menge der ganzen Zahlen N definieren wir die Relation < wie folgt:
<i={(z,y) eNxN|FkeN:z+k=y}.
Zeigen Sie, dass die Relation < eine totale Ordnung auf N ist. o
Aufgabe 9: Auf der Potenz-Menge der natiirlichen Zahlen definieren wir die Relation C als
C:={(A,B)ye2"x2V|3Ce2NV: AuC = B}
Zeigen Sie, dass die Relation C auf 2V zwar eine partielle, aber keine totale Ordnung ist. o
Aufgabe 10: Auf der Menge N x N definieren wir die Relation C durch die Festlegung
(T1,y1) C (22,72) gdw. x1 <x2V (21 =22Ay1 <o)

Zeigen Sie, dass C eine totale Ordnung auf N x N ist. o

Wir schliefen damit den theoretischen Teil unseres Ausflugs in die Mengenlehre und verweisen fiir
weitere Details auf die Literatur [Lip98].
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Kapitel 4
Mathematische Beweise

Mathematik ist eine exakte Wissenschaft. Diese Exaktheit verdankt die Mathematik der Tat-
sache, dass Behauptungen bewiesen werden konnen. Der Begriff des Beweises ist daher fiir die
Mathematik zentral. In diesem Abschnitt gehen wir auf den mathematischen Beweisbegriff ein.
Wir beleuchten dabei nur die praktische Seite und stellen verschiedene Methoden des Beweisens
vor. Fiir eine theoretische Analyse des Beweis-Begriffs ist die Logik zustindig, die ein Teil der
Informatik-Vorlesung ist, wir wenden uns hier den praktischen Beweis-Verfahren zu. Grob kénnen
wir zwischen drei Arten von Beweisen unterscheiden:

1. direkten Beweisen,
2. indirekten Beweisen,

3. Beweisen durch vollstdndige Induktion.

4.1 Direkte Beweise

Direkte Beweise sind die Beweise, die Sie bereits aus der Schule kennen. Die wesentlichen Hilfs-
mittel eines direkten Beweises sind algebraische Umformungen und Fallunterscheidungen. Wir
geben ein einfaches Beispiel fiir einen direkten Beweis, benttigen dafiir aber zunéchst noch eine
Definition.

Definition 4.1 (N;) Die Menge der positiven natiirlichen Zahlen wird im Rest dieses Skripts mit Ny
bezeichnet, es gilt also

Ny :={neN|n>0}.

Definition 4.2 (Pythagoriische Tripel)

Ein Tripel (z,y, z) € Ny xN; xN; heiBt Pythagoréisches Tripel, falls
22 4y = 22

gilt. In diesem Fall sind die Zahlen z, y und z nach dem Satz des Pythagoras die Langen eines
rechtwinkligen Dreiecks: z und y sind die Langen der Katheten, wahrend z die Lange der Hypothenuse
ist.

Beispiel: Das Tripel (3,4, 5) ist ein pythagoréisches Tripel, denn es gilt
32442 =9416 = 25 = 5°.
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Satz 4.3 Es seien u und v positive natiirliche Zahlen mit u > v. Dann ist
<u2—1127 2-u-wv, u2+v2>

ein pythagordisches Tripel.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass
(uQ—v2)2+(2.u.v)2: (u2+v2)2 (4.1)
gilt. Dazu vereinfachen wir die beiden Seiten dieser Gleichung auf algebraischem Wege. Wir
benutzen dabei lediglich die beiden binomischen Formeln (a + b)? = a? +2-a - b + b? und
(a —b)? =a%? —2-a-b+b% Die Rechnung verliuft wie folgt:
(u2 — v2)2 + (2 S v)2

= ut—2-u? 0?2+t +4.u% 02

= ut+2-u? 0?40t

- (o)

Damit haben wir die linke Seite der Gleichung (4.1) in die rechte Seite umgeformt. O

Wir haben in dem Kapitel iber Mengenlehre bereits eine ganze Reihe direkter Beweise gesehen.
Wihrend der letzte Beweis rein algebraisch war, ist es oft auch nétig, eine Fall-Unterscheidung
durchzufithren. Um beispielsweise die Gleichheit zweier Mengen A und B zu zeigen, gehen wir
h#ufig so vor, dass wir zunéichst zeigen, dass A C B ist. Anschlieffend zeigen wir, dass auch
B C A gilt. So hatten beispielsweise wir im letzten Kapitel nachgewiesen, dass fiir eine Aquivalenz-
Relation R aus der Beziehung (z,y) € R die Gleichung [z]r = [y]r gefolgert werden kann.

4.2 Indirekte Beweise

Wollen wir eine Aussage A auf indirektem Wege nachweisen, so nehmen wir an, dass A nicht
gilt, wir nehmen also an, dass die Aussage —A richtig ist. Wir versuchen dann weiter, aus dieser
Annahme eine offensichtlich falsche Aussage herzuleiten, beispielsweise die Aussage, dass 1 = 2
gilt. Wenn dies gelingt, dann kénnen wir riickwérts schliefen, dass die Annahme —A falsch sein
muss und dass folglich die Aussage A wahr ist. Wir geben einige Beispiele fiir indirekte Beweise.

Bevor wir das erste Beispiel prisentieren konnen, wiederholen wir den Begriff der geraden und
ungeraden Zahlen. Eine natiirliche Zahl n ist gerade, wenn Sie durch 2 teilbar ist. Eine solche
Zahl 148t sich also immer in der Form n = 2 - k mit k € N schreiben. Eine natiirliche Zahl n ist
ungerade, wenn sie nicht durch 2 teilbar ist. Eine ungerade Zahl hat bei Division durch 2 also den
Rest 1 und 148t sich damit immer in der Form 2 - k 4+ 1 darstellen.

Lemma 4.4 Es seien p € N und das Quadrat p? sei eine gerade Zahl. Dann ist p eine gerade Zahl.

Beweis: Wir nehmen an, dass p ungerade ist. Damit 148t sich p in der Form
p=2-g+1 mit ¢g€N
schreiben. Bilden wir das Produkt p? = p - p, so finden wir
p-p = (2:¢+1)-(2-q+1)
= 4.-¢>?4+4-q+1
2-(2-¢*+2-q)+1

Da die Zahl 2-(2-¢> +2-q) + 1 die Form 2-s+ 1 mit s = (2-¢*> + 2 - ¢) hat, handelt es sich
um eine ungerade Zahl. Diese Zahl ist aber gleich p? und damit haben wir einen Widerspruch zur
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Voraussetzung erhalten. Dieser Widerspruch zeigt, dass die Annahme, dass p ungerade ist, falsch
sein muss. Folglich ist p gerade. 0

Satz 4.5 Die Quadratwurzel aus 2 ist irrational, es gilt v2 ¢ Q.

Beweis: Wir fiithren den Beweis indirekt und machen die Annahme, dass v/2 € Q ist. Jede positive

rationale Zahl li8t sich in der Form < mit p,q € Q schreiben. Dabei kénnen wir zusétzlich

annehmen, dass p und ¢ keinen von 1 verschiedenen gemeinsamen Teiler haben, denn wenn p und
q einen gemeinsamen Teiler r > 1 hétten, konnten wir durch r kiirzen. Nach unserer Annahme
gilt also

p
V2= — mit ggt(p,q) = 1. (4.2)
q

Die Funktion ggt(p, q) berechnet hier den gréfiten gemeinsamen Teiler von p und ¢. Da p und ¢
keinen echten gemeinsamen Teiler mehr haben, einen eventuellen gemeinsamen Teiler haben wir
ja gekiirzt, gilt ggt(p, q) = 1. Quadrieren wir Gleichung (4.2), so verschwindet die Quadratwurzel
auf der linken Seite der Gleichung und wir erhalten die Gleichung

2= —. (4.3)

2-¢* =p* (4.4)

Damit sehen wir, dass 2 ein Teiler von p? ist. Damit ist die Zahl p? = p - p also eine gerade Zahl.
Nach dem eben bewiesenen Lemma muss dann auch die Zahl p gerade sein. Also ist 2 auch ein
Teiler von p und damit schreibt sich p in der Form p = 2 - s mit s € N. Setzen wir die Gleichung
p =2 s in Gleichung (4.4) ein, so erhalten wir

2-¢*=(2-5)*=4-5 (4.5)
Diese Gleichung teilen wir durch 2 und haben
P =(2-5%=2-5 (4.6)

Gleichung (4.6) zeigt nun, dass ¢* eine gerade Zahl ist und wieder nach dem Lemma 4.4 kénnen
wir folgern, dass auch ¢ gerade ist. Folglich ist ¢ durch 2 teilbar. Damit sind dann aber p und ¢
nicht teilerfremd und wir haben einen Widerspruch zu der Annahme, dass v/2 sich als Bruch %

zweier natiirlicher Zahlen p und ¢ darstellen 143t, denn einen solchen Bruch kénnen wir immer so
kiirzen, dass p und q teilerfremd sind. (]

Ein anderes typisches Beispiel fiir einen indirekten Beweis ist der Nachweis der Nicht-Abzihl-
barkeit der Menge Potenz-Menge der natiirlichen Zahlen.
Definition 4.6 (Abzihlbar)
Eine unendliche Menge M heiBt abzihlbar unendlich, wenn eine surjektive Funktion
f:N—>M

existiert. Zur Erinnerung: Eine Funktion f : A — B ist surjektiv genau dann, wenn es zu jedem y € B
ein x € A gibt, so dass f(x) =y ist.
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Die Idee bei dieser Definition ist, dass die Menge M in einem gewissen Sinne nicht mehr
Elemente hat als die Menge der natiirlichen Zahlen, denn die Elemente kénnen ja iiber die Funktion
f aufgeziihlt werden, wobei wir eventuelle Wiederholung eines Elements zulassen wollen.

Beispiel: Die Menge Z der ganzen Zahlen ist abzdhlbar, denn die Funktion
f:N—=Z,
die durch die Fallunterscheidung
(n—=1)/24+1 fallsn%2=1
f(n) = .
—n/2 falls n %2 =0

definiert ist, ist surjektiv. Um dies einzusehen, zeigen wir zunéchst, dass f wohldefiniert ist. Dazu
ist zu zeigen, dass f(n) tatséichlich in jedem Fall eine ganze Zahl ist.

1. n % 2 = 1: Dann ist n ungerade, also ist (n — 1) gerade und die Division (n — 1)/2 liefert eine
ganze Zahl.

2. n % 2 = 0: In diesem Fall ist n gerade und daher liefert jetzt die Division n/2 eine ganze
Zahl.

Es bleibt zu zeigen, dass f surjektiv ist. Wir miissen also zeigen, dass es fiir jedes z € 7Z eine
natiirliche Zahl n gibt, so dass f(n) = z ist. Wir fiihren diesen Nachweis mittels einer Fall-
Unterscheidung:

1. Fall: z > 0.

Wir definieren n :=2- (z — 1) + 1. Wegen z > 0 gilt n > 0 und damit ist n tatséchlich eine
natiirliche Zahl. Auflerdem ist klar, dass n ungerade ist. Daher gilt

fR)=mn-1)/24+1=(2-(z—1)+1)-1)/24+1=(2-(2-1)/2)+1=2-1+1=12z
Also gilt f(n) = 2.
2. Fall: z <0.

Wir definieren n := —2 - 2. Wegen z < 0 ist klar, dass n eine gerade natiirliche Zahl ist.
Damit haben wir

fn)=—(-2-2)/2="=z
Also gilt ebenfalls f(n) = z.
Damit ist die Sujektivitdt von f gezeigt und somit ist Z abzdhlbar. O

Den Beweis des letzten Satzes haben wir direkt gefithrt, aber zum Nachweis des néchsten Satzes
werden wir einen indirekten Beweis ben6tigen. Vorab noch eine Definition.

Definition 4.7 (Uberabziihlbar)
Eine unendliche Menge heiBt iiberabzidhlbar, wenn sie nicht abzahlbar ist.

Satz 4.8 Die Potenzmenge der Menge der natiirlichen Zahlen ist iiberabzahlbar.

Beweis: Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen an, dass 2" abzihlbar ist. Dann gibt es also
eine Funktion

f:N—= 2N
die surjektiv ist. Wir definieren nun die Menge C' wie folgt:

C:={neN|ndf(n)}
Offenbar ist C' eine Teilmenge der Menge der natiirlichen Zahlen und damit gilt C' € 2. Da die
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Funktion f nach unserer Annahme surjektiv ist, gibt es also eine natiirliche Zahl ng, so dass
C = f(no)

gilt. Wir untersuchen nun, ob ng € C' gilt. Dazu betrachten wir die folgende Kette von Aquiva-
lenzen:

ng € C
< npe{neN|ndgf(n)}
< no & f(no)
< nogéC

Wir haben also

ng€C < nggC 4
gezeigt und das ist ein offensichtlicher Widerspruch. O
Bemerkung: Wir haben soeben gezeigt, dass es in gewisser Weise mehr Mengen von natiirlichen

Zahlen gibt, als es natiirliche Zahlen gibt. In dhnlicher Weise kann gezeigt werden, dass die Menge
R der reellen Zahlen iiberabzahlbar ist.

Aufgabe 11: Zeigen Sie, dass das Intervall
0,1[={zeR|0<zAz<1}

iiberabzéhlbar ist. Nehmen Sie dazu an, dass die Zahlen z € [0, 1 in der Form
x=0,dydads--- mit d; € {0,---,9} fiir allei € N

dargestellt sind, es gilt dann also

Um sicher zu stellen, dass diese Darstellung eindeutig ist, fordern wir, dass diese Darstellung nicht
auf “Periode Neun” endet, es diirfen also ab einem bestimmten Index n € N nicht alle Ziffern d;
den Wert 9 haben:

-IneN:VieN:i>n—c¢ =09.

Fiihren Sie den Beweis indirekt und nehmen Sie an, dass es eine surjektive Funktion
f:N—=0,1]

gibt, die die Menge [0, 1] aufzihlt. Dann gibt es auch eine Funktion
g:NxN—={0,---,9}

so dass g(n, i) die i-te Nachkommastelle von f(n) berechnet:
f(n) =0,9(n,1)g(n,2)g(n,3)---.

Konstruieren Sie nun mit Hilfe dieser Funktion ¢ eine Zahl ¢ € [0,1] in der Form
c=0,cicac3- -

so, dass sich ein Widerspruch ergibt. Orientieren Sie sich dabei an der Konstruktion der Menge C
im Beweis der Uberabzihlbarkeit von 2V, o

Aufgabe 12: Zeigen Sie, dass die Menge
NV:={f]|f:N—=N},
also die Menge aller Funktionen von N nach N iiberabzahlbar ist. o

Aufgabe 13: Zeigen Sie, dass die Menge Q, der positiven rationalen Zahlen abzdhlbar ist. o
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4.3 Induktions-Beweise
Die wichtigste Beweismethode in der Informatik ist der Beweis durch vollstandige Induktion. Es
sei F'(n) eine Formel, in der die Variable n vorkommt. Um eine Aussage der Form
Vn e N: F(n)
zu beweisen, kénnen wir wie folgt vorgehen.

1. Zunéchst zeigen wir, dass die Aussage fiir n = 0 richtig ist, wir weisen also die Giiltigkeit
der Formel F'(0) nach.

Dieser Schritt wird als Induktions-Anfang bezeichnet.
2. Dann zeigen wir, dass die Formel
VneN: (F(n) > F(n+1))
gilt, wir zeigen also, dass jedesmal, wenn F'(n) gilt, auch F(n + 1) richtig sein muss.

Dieser Schritt wird als Induktions-Schritt bezeichnet.

Insgesamt konnen wir dann schliefen, dass die Formel F'(n) fiir alle natiirlichen Zahlen gilt, denn
zunéichst wissen wir, dass F'(0) gilt, nach dem Induktions-Schritt gilt dann auch F'(1), daraus folgt
dass auch F'(2) gilt, woraus wir auf die Giiltigkeit von F'(3) schlieBen kénnen. Durch Fortfithrung
dieser Argumentation schlieen wir insgesamt, dass F'(n) fiir jede beliebige Zahl richtig ist. Diese
Argumentation ist zunéichst informal. Ein exakter Beweis folgt.

Satz 4.9 Es sei F'(x) eine Formel. Dann gilt

F(0)A(YneN: F(n) = F(n+1)) = Vn € N: F(n).

Beweis: Wir nehmen an, dass
F(0)A (VneN: F(n) = F(n+1))

richtig ist und zeigen, dass dann
VYn € N: F(n)

gilt. Den Nachweis dieser Behauptung fithren wir indirekt und nehmen an, dass
~(Vn € N: F(n))

gilt. Das ist aber dquivalent zu
dn e N:—F(n).

Wir definieren eine Menge M als die Menge aller der Zahlen, fiir die F'(n) falsch ist:
M:={neN ‘ —F(n)}.

Nach unserer Annahme ist M nicht leer. Dann muss aber M ein kleinstes Element haben. Wir
definieren ng als das Minimum von M.

ng == min(M) = min({n € N | =F(n)}).

Also haben wir —F(ng) und wissen auBerdem, dass fiir alle n < ng die Formel F(n) gilt, denn
sonst wire ng ja nicht das Minimum der Menge M.

Weiter schlieen wir dann aus der Tatsache, dass F(0) gilt, dass ng # 0 ist. Aus ng — 1 < ng
folgt nun, dass

F(?’LO - 1)
gilt. Aus der Formel ¥n € N: F(n) — F(n + 1) konnen wir dann folgern, dass
F((no - 1) + 1)
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gilt. Also gilt F(ng) und das ist ein Widerspruch zur Definition von ny. O

Wir geben nun einige typische Beispiele fiir Induktions-Beweise. Die in diesen Sétzen behaup-
teten Summenformeln sollten Sie sich gut merken, denn diese Formeln werden bei der Analyse der
Komplexitéit von Algorithmen hiufig verwendet.

Satz 4.10 Es gilt

o

i=%-n-(n+1) firalleneN.

=0

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n.

1. Induktions-Anfang: n = 0.

Wir haben einerseits
0
>i=0
i=0
und andererseits gilt auch
2:0-(0+1)=0.
Damit ist die Behauptung fiir n = 0 richtig.

2. Induktions-Schritt: n — n + 1.

Wir kénnen nun voraussetzen, dass

n

Yi=1-n-(n+1)
i=0

fiir ein gegebenes festes n gilt. Diese Voraussetzung wird als Induktions- Voraussetzung be-
zeichnet. Wir miissen dann nachweisen, dass die Behauptung auch fiir n + 1 gilt, zu zeigen
ist also

:i;i:%-(nﬂ).((nJrl)H).

Wir formen beide Seiten dieser Gleichung getrennt um und beginnen mit der linken Seite.

n+1

S
i=0

n

= Y it+(n+1) nach Definition der Summe
i=0
= % ‘n-(n+1)+ (n+1) nach Induktions-Voraussetzung
= 3-(n*+n+2-(n+1)) Hauptnenner
= %'(n2+3-n+2)

Nun formen wir die rechte Seite um:

1.n+1)-((n+1)+1)
= z-(n+1)-(n+2)
= 3-N*+2-n+n+2)
= 2 -(n*+3-n+2)
Da beide Seiten identisch sind, ist der Beweis erbracht. O
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Aufgabe 14: Zeigen Sie, dass

o

i?=%-n-(n+1)-(2-n+1) firalleneN

=1

gilt. o
Aufgabe 15: Zeigen Sie, dass im Falle g # 1

n ) anrl _

> ¢g'=-+——-— firalleneN

i=0 q—1
gilt. Wie lautet die Formel im Falle ¢ = 17 o

Satz 4.11 (Maichtigkeit der Potenz-Menge) Es sei M eine endliche Menge. Dann gilt

card(2M) = card(M)

Beweis: Es sei n := card(M). Dann hat M die Form
M ={x1,z9, - ,xn}
Wir zeigen durch Induktion nach n, dass Folgendes gilt:
card(QM) =2"
1. Induktions-Anfang: n = 0.
Dann gilt M = {} und fiir die Potenz-Menge 2 finden wir

oM — of} = {{}}
Die Potenz-Menge der leeren Menge hat also genau ein Element. Daher gilt

card(2{}) = card({{}}) =1.

Auf der anderen Seite haben wir

gcard({}) — 90 — 1.

2. Induktions-Schritt: n — n + 1.
Wenn card(M) = n + 1 ist, dann hat M die Form
M ={z1,22, T, Tny1}

Es gibt zwei verschiedene Arten von Teilmengen von M: Solche, die x,4; enthalten und
solche, die ,,; nicht enthalten. Dementsprechend kénnen wir die Potenz-Menge 2™ wie
folgt aufteilen:

M ={Ke2™|ap1e K}U{Ke2M |2, ¢ K}

Wir bezeichnen die erste dieser Mengen mit A, die zweite nennen wir B:
A={Ke2" |z, .1 €K}, B:={Ke2M |z, &K}

Offenbar sind die Mengen A und B disjunkt: AN B = (). Daher folgt aus der Gleichung
oM = AU B,

dass die Anzahl der Elemente von 2* gleich der Summe der Anzahl der Elemente in A und
der Anzahl der Elemente in B ist:

card(2M) = card(A) + card(B).

Die Menge B enthéilt genau die Teilmengen von M, die z, 41 nicht enthalten. Das sind dann
aber genau die Teilmengen der Menge {x1, - ,2,}, es gilt also
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B = ofzi,wa}
Nach Induktions-Voraussetzung wissen wir daher, dass
card(B) — CaI‘d(Q{Il"" ,zn}) I:V 2card({zl,~~,zn}) —9on

gilt. Als néchstes zeigen wir, dass die Menge A genau so viele Elemente hat, wie die Menge
B. Zu diesem Zweck konstruieren wir eine bijektive Funktion f, die jedem K € B eindeutig
eine Menge f(K) € A zuordnet:

f:B— A st definiert durch  f(K) := K U{zp41}
Die Umkehrfunktion f~!: A — B kann offenbar durch die Formel
fTUE) = K\{n4a}
definiert werden. Damit ist aber klar, dass die Mengen A und B gleich viele Elemente haben:
card(A) = card(B).
Insgesamt haben wir jetzt
card(2M) = card(A) + card(B)
= card(B) + card(B)
= 2. card(B)
= 2.27
— gn+l

Wir haben also card(QM ) = 2"*t! bewiesen. Damit ist der Induktions-Schritt abgeschlossen
und der Beweis der Behauptung ist erbracht. O
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Kapitel 5

Gruppen

In diesem Kapitel und dem néchsten Kapitel untersuchen wir algebraische Strukturen wie Grup-
pen, Ringe und Kérper, wobei wir in diesem Kapitel mit den Gruppen beginnen. Die Theorie der
Gruppen ist urspriinglich aus dem Bestreben entstanden, Formeln fiir die Nullstellen von beliebigen
Polynomen zu finden. Spéter hat die Gruppentheorie auch in anderen Gebieten der Mathematik,
Physik und Informatik zahlreiche Anwendungen gefunden. Wir werden die Definition einer Gruppe
spéter bei der Definition eines Vektorraums bendtigen, denn ein Vektorraum ist eine kommutative
Gruppe, fiir die zusétzlich eine Skalar-Multiplikation definiert ist.

5.1 Die Definition der Gruppe

Definition 5.1 (Gruppe) Ein Tripel (G, e,0) heiBt Gruppe falls folgendes gilt:
1. G ist eine Menge.
2. e ist ein Element der Menge G.

3. o ist eine bindre Funktion auf der Menge G, es gilt also
0:GxG—=G.

Wir schreiben den Funktions-Wert o(z,y) als 2 oy und benutzen o also als Infix-Operator.

4. Es gilt
eox =z firallex € G,

das Element e ist also beziiglich der Operation o ein links-neutrales Element.
5. Fiir alle z € G gibt es ein y € G, so dass
yox =e
gilt. Wir sagen, dass y ein zu x beziiglich der Operation o links-inverses Element ist.
6. Es gilt das folgende Assoziativ-Gesetz:
(zxoy)oz==xzo(yoz) firallezy ze€qG.
Falls zusatzlich das Kommutativ-Gesetz
Ve,ye G:xzoy=youx
gilt, dann sagen wir, dass (G, e, o) eine kommutative Gruppe ist.

Beispiele: Bevor wir Sitze iiber Gruppen beweisen, prasentieren wir zunéchst einige Beispiele,
an Hand derer klar wird, worum es bei Gruppen iiberhaupt geht.
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1. (Z,0,+) ist eine kommutative Gruppe, denn es gilt:

(a) O+x =2 firallexzeZ.
(b) —x+2x=0 fir alle z € Z,
und damit ist die Zahl —x das Links-Inverse der Zahl x beziiglich der Addition.
() (x+y)+z=a+(y+2) firallez,y zecZ.
(d) z24+y=y+a firallez,yeZ.

Dieses Beispiel zeigt, dass der Begriff der Gruppe versucht, die Eigenschaften der Addition
auf den natiirlichen Zahlen zu verallgemeinern.

2. Definieren wir Q4 als die Menge der positiven rationalen Zahlen, also als
Qr:={¢eQlg>0}
und bezeichnen wir mit
Qe xQp = Qy
die Multiplikation, so ist die Struktur (Q, 1,-) eine kommutative Gruppe, denn es gilt:

(a) 1-gq=¢q firalle g e Q..
(b) %~q:1 fiir alle ¢ € Qy,
und damit ist die Zahl % das Links-Inverse der Zahl x beziiglich der Multiplikation.
() (z-y) - z=x-(y-2) firallez,yzecQ.
(d) z-y=y-x firalle z,y € Q.
3. In den letzten beiden Beispielen war die der Gruppe zu Grunde liegende Menge G jedesmal
unendlich. Das dies keineswegs immer so ist, zeigt das néchste Beispiel.
Wir definieren die Menge G als
G :={e,a}
und definieren nun auf der Menge G eine Verkniifung
0:GxGE—G
indem wir definieren:
eoe:=e, eoa:=a,
aoe:=a, aoa:=e.

Dann ist (G, e, o) eine kommutative Gruppe, denn offenbar gilt fiir alle © € G, dass eox =
x ist und wir finden auch fiir jedes der beiden Elemente ein links-inverses Element: Das
Links-Inverse zu e ist e und das Links-Inverse zu a ist a. Es bleibt das Assoziativ-Gesetz
nachzuweisen. Dazu miissen wir die Gleichung

(zoy)oz=ao(yo2)
fiir alle Werte z,y, z € G priifen. Es gibt insgesamt 8 Félle:

(a) (eoe)oe—eoe—eundeO(eoe)—eoe:e./
(b) (ece)oa=cecoa=aund eo(eca)=coa=a. v
(c) (eoa)oe—aoe:aundeO(aoe) ca=a. v
(d) (eca)oa=aoca=cundeo(aca)=coe=cec. vV
(e) (ace)oe= e:aundaO(eoe) ce=a. v
(f) (ace)oa=aoca=eundao(eca)=aoca=e. v



(g) (aca)oe=coe=cundao(aoe)=aoa=e. v

(h) (aca)oca=eca=aundaoc(aca)=aoe=a. v

Die Tatsache, dass die Verkniifung o kommutativ ist, folgt unmittelbar aus der Definition.
Wir werden uns im Kapitel zur Zahlentheorie noch ndher mit endlichen Gruppen auseinander
setzen.

Bevor wir weitere Beispiele von Gruppen présentieren, beweisen wir einige Sétze, die unmittelbar
aus der Definition der Gruppen folgen.

Satz 5.2 (Links-Inverses ist auch Rechts-Inverses)
Ist (G, e, o) eine Gruppe, ist a € G ein beliebiges Element aus G und ist b ein Links-Inverses zu a, gilt
also

boa=e,

dann ist b auch ein Rechts-Inverses zu a, es gilt folglich

aob=ce.

Beweis: Zunichst bemerken wir, dass das Element b ebenfalls ein Links-Inverses haben muss. Es
gibt also ein ¢ € G, so dass

cob=e
gilt. Nun haben wir die folgende Kette von Gleichungen:
aob = eo(aob) denn e ist links-neutral,
= (cob)o(aob) denn cist links-invers zu b, also gilt cob = e,
= co(bo(aob)) Assoziativ-Gesetz

(

= co((boa)ob) Assoziativ-Gesetz
(
b

= cofeo b) denn b ist links-invers zu a, also gilt boa = e,
= co denn e ist links-neutral
= e denn c ist links-invers zu b.
Insgesamt haben wir also a o b = e bewiesen. O

Bemerkung: Da jedes zu einem Element a links-inverse Element b auch rechts-invers ist, sprechen
wir im folgenden immer nur noch von einem inversen Element und lassen den Zusatz “links”
bzw. “rechts” weg.

Satz 5.3 (Links-neutrales Element ist auch rechts-neutrales Element)
Ist (G, e,0) eine Gruppe, so gilt

aoce=aqa firalleacd.

Beweis: Es sei a € G beliebig und b das zu a inverse Element. Dann haben wir die folgende Kette
von Gleichungen:

aoe ao(boa) denn bistinvers zu a,

(aob)oa Assoziativ-Gesetz

= eoa denn b ist invers zu a,

= a denn e ist links-neutral.
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Wir haben also a o e = a gezeigt. O

Bemerkung: Da das links-neutrale Element e einer Gruppe (G, e, o) auch rechts-neutral ist,
sprechen wir im folgenden immer nur noch von einem neutralen Element und lassen den Zusatz
“links” bzw. “rechts” weg.

Satz 5.4 (Eindeutigkeit des neutralen Elements)
Ist (G, e,0) eine Gruppe und ist f € G ein weiteres Element, so dass
fox=ax firallez € G gilt,

so folgt schon f =e.

Beweis: Wir haben die folgende Kette von Gleichungen:

f = foe denn e ist neutrales Element und damit auch rechts-neutral,
= e denn f oz =z fiir alle z € G, also auch fiir z = e.
Also gilt f = e gezeigt. O

Bemerkung: Der letzte Satz zeigt, dass das neutrale Element eindeutig bestimmt ist. Wir spre-
chen daher in Zukunft immer von dem neutralen Element anstatt von einem neutralen Element.

Satz 5.5 (Eindeutigkeit des inversen Elements)
Ist (G, e,0) eine Gruppe, ist a € G und sind b, ¢ beide invers zu a, so folgt b = ¢:

boa=e N coa=e — b=c.

Beweis: Wir haben die folgende Kette von Gleichungen:
c = coe denn e ist neutrales Element,
= cof(aob) denn bist invers zu q,

= (coa)ob Assoziativ-Gesetz

= ecob denn c ist invers zu a,
= b denn e ist neutrales Element.
Also ist ¢ = b gezeigt. O

Bemerkung: Der letzte Satz zeigt, dass in einer Gruppe (G, e, o) fiir ein gegebenes Element a das
zugehorige inverse Element eindeutig bestimmt ist. Damit konnen wir eine Funktion

1G>G
definieren, die fiir alle a € G das zu a inverse Element berechnet: Es gilt also
aloa=e und aoa'=e firaleacG.

Bemerkung: Ist (G, e, o) eine Gruppe und sind die Operation o und das neutrale Element e aus
dem Zusammenhang klar, so sprechen wir einfach von der Gruppe G, obwohl wir formal korrekt
eigentlich von der Gruppe (G, e, o) sprechen miissten.

Satz 5.6 ((aob)™ ' =b"toa™1)
Ist (G, e,o0) eine Gruppe und bezeichnen wir das zu z inverse Element mit z71, so gilt

(aob)™t =b"toa=! fiirallea,beG.
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Beweis: Wir haben

(b='oa"')o(aob) = b lo(a'o(aob)) Assoziativ-Gesetz
= b lo((atoa)ob) Assoziativ-Gesetz
— b lo(cob)
= b lop
= e

Also gilt (b"toa"t)o(aob) = e und damit ist gezeigt, dass das Element (b= oa™!) zu aob invers
ist. Da das inverse Element eindeutig bestimmt ist, folgt

(aob) ™t =b"loa L O

Satz 5.7 ((a!)~! =a) Ist (G,e,0) eine Gruppe und bezeichnen wir das zu z inverse Element mit
—1 .
x~, so gilt

(e l=a firalleacd.

Das inverse Element des zu a inversen Elements ist also wieder a.

Beweis: Wir haben

(a=1)~t a e e ist auch rechts-neutral

)

aHlo(atoa) denmaloa=ce
)1

(

= eoa denn (a=1)~! ist das Inverse zu a~

-1
- o a_l) oa Assoziativ-Gesetz
1

= a

Also gilt (a7 !)7! = a. O

Definition 5.8 (Halb-Gruppe) Eine Paar (G, o) ist eine Halb-Gruppe, falls gilt:
1. G ist eine Menge,

2. o ist eine bindre Funktion auf G, es gilt also
0:GxG—G.
Genau wie bei Gruppen schreiben wir o als Infix-Operator.
3. Fiir den Operator o gilt das Assoziativ-Gesetz
(zoy)oz=wo(yox).

Ist der Operator o aus dem Zusammenhang klar, so sagen wir oft auch, dass G eine Halb-Gruppe ist.

Beispiele:
1. Das Paar (N, +) ist eine Halb-Gruppe.
2. Das Paar (Z,-) ist eine Halb-Gruppe.

Falls G eine Gruppe ist, so lassen sich die Gleichungen

aor=>b und yoa="b
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fiir alle a,b € G 16sen: Durch Einsetzen verifzieren Sie sofort, dass = := a~! o b eine Losung der
ersten Gleichung ist, wihrend y := boa~! die zweite Gleichung 16st. Interessant ist nun, dass sich
dies auch umkehren 148t, denn es gilt der folgende Satz.

Satz 5.9 Ist (G, o) eine Halb-Gruppe, in der fiir alle Werte a,b € G die beiden Gleichungen
aoxr=b und yoa=05b
fiir die Variablen  und y eine Lésung in G haben, dann gibt es ein neutrales Element ¢ € (G, so dass
(G, e, o) eine Gruppe ist.
Beweis: Es sei b ein beliebiges Element von GG. Nach Voraussetzung hat die Gleichung
rob=0»
eine Losung, die wir mit e bezeichnen. Fiir dieses e gilt also
eob=0".
Es sei nun a ein weiteres beliebiges Element von G. Dann hat die Gleichung
boy=a
nach Voraussetzung ebenfalls eine Losung, die wir mit ¢ bezeichnen. Es gilt dann
boc=ua.
Dann haben wir folgende Gleichungs-Kette
eoa = eo(boc) wegenboc=a

(eob)oc Assoziativ-Gesetz

= boc wegen eob =b
= aq wegen boc = a.
Wir haben also insgesamt fiir jedes a € G gezeigt, dass e o a = a ist und damit ist e ein links-
neutrales Element beziiglich der Operation o. Nach Voraussetzung hat nun die Gleichung
roa=e
fiir jedes a eine Losung, nennen wir diese d. Dann gilt
doa=ce
und wir sehen, dass zu jedem a € G ein links-inverses Element existiert. Da das Assoziativ-Gesetz
ebenfalls giiltig ist, denn (G, o) ist eine Halb-Gruppe, ist (G, e, o) eine Gruppe. d
Bemerkung: Es sei (G, e, 0) eine Gruppe, weiter sei a,b, ¢ € G und es gelte
aoc=boc.

Multiplizieren wir diese Gleichung auf beiden Seiten mit ¢!, so sehen wir, dass dann a = b gelten
muss. Ahnlich folgt aus

coa=cob
die Gleichung a = b. In einer Gruppe gelten also die beiden folgenden Kiirzungs-Regeln:
aoc=boc—a=b und coa=cob—a=h.

Interessant ist nun die Beobachtung, dass im Falle einer endlichen Halb-Gruppe (G, o) aus der
Giltigkeit der Kiirzungs-Regeln geschlossen werden kann, dass G eine Gruppe ist. Um dies zu
sehen, brauchen wir drei Definitionen und einen Satz.

Definition 5.10 (injektiv) Eine Funktion f: M — N ist injektiv genau dann, wenn
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f@)=f(y) »z=y firallez,yeM
gilt. Diese Forderung ist logisch dquivalent zu der Formel

r#y— f(x) # f(y),

verschiedene Argumente werden also auf verschiedene Werte abgebildet.

Definition 5.11 (surjektiv) Eine Funktion f : M — N ist surjektiv genau dann, wenn
VyeN:JxeM: flx)=y
gilt. Jedes Element y aus N tritt also als Funktionswert auf.
Definition 5.12 (bijektiv)
Eine Funktion f : M — N ist bijektiv genau dann, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.
Satz 5.13 Es sei M eine endliche Menge und die Funktion
f:M—-M

sei injektiv. Dann ist f auch surjektiv.

Beweis: Da f injektiv ist, werden verschiedene Argumente auch auf verschiedene Werte abgebildet.
Damit hat die Funktion f genau so viele Werte, wie sie Argumente hat, es gilt

card(f(M)) = card(M).
Hierbei steht f(M) fiir das Bild der Menge M, es gilt also

Nun gilt aber f(M) C M und wenn die Mengen M und f(M) die gleiche Anzahl Elemente haben,
dann kann das bei einer endlichen Menge nur dann gehen, wenn

fM) =M
gilt. Setzen wir hier die Definition von f(M) ein, so haben wir
{fx) |z e M} =M.
Damit gibt es also fiir jedes y € M ein x € M, so dass y = f(z) gilt und folglich ist f surjektiv.
O
Aufgabe 16: Es sei M eine endliche Menge und die Funktion
f M—>M

sei surjektiv. Zeigen Sie, dass f dann auch injektiv ist.

Satz 5.14 Es sei (G, o) eine endliche Halb-Gruppe, in der die beiden Kiirzungs-Regeln
aoc=boc—a=b und coa=cob—a=b
fiir alle a,b, c € G gelten. Dann ist G bereits eine Gruppe.
Beweis: Wir beweisen die Behauptung in dem wir zeigen, dass fiir alle a,b € G die beiden
Gleichungen
aor=b und yoa=">

Loésungen haben, denn dann folgt die Behauptung aus Satz 5.9. Zunéchst definieren wir fiir jedes
a € G eine Funktion

fo:G—=G durch fi(z):=aoux.
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Diese Funktionen f,(z) sind alle injektiv, denn aus
fa (CL‘) = fa (y)

folgt nach Definition der Funktion f, zun#chst
aoxr=aoy

und aus der Giiltigkeit der ersten Kiirzungs-Regel folgt nun = = y. Nach dem letzten Satz ist f,
dann auch surjektiv. Es gibt also zu jedem b € G ein x € G mit

fo(z) =b  beziehungsweise aox =b.

Damit haben wir gesehen, dass fiir beliebige a,b € G die Gleichung a o x = b immer eine Losung
hat. Genauso ld8t sich zeigen, dass fiir beliebige a,b € G die Gleichung

yoa==»b

eine Losung hat. Nach dem letzten Satz ist G damit eine Gruppe.

5.2 Die Permutations-Gruppe S,

Bisher waren alle Gruppen, die wir kennengelernt haben, kommutativ. Das &ndert sich jetzt, denn
wir werden gleich eine Gruppe kennen lernen, die nicht kommutativ ist. Zunéchst definieren wir
fiir alle positiven natiirlichen Zahlen n € N die Menge Z; als die Menge aller natiirlichen Zahlen
von 1 bis n:

Z7 ={ieN|1<iAni<n}.

Eine Relation R C ZF x ZI heifit eine Permutation genau dann, wenn R auf Z} als bijektive
Funktion aufgefasst werden kann und dass ist genau dann der Fall, wenn folgendes gilt:

1. Die Relation R ist links-total auf Z;:
Ve eZt:3yeZl:(z,y) €R.

2. Die Relation R ist rechts-total auf Z;:
Vy € Zf : 3z € Z} : (z,y) € R.

3. Die Relation R ist rechts-eindeutig:
Va,y1,y2 € ZF i (x,11) € RA(z,y2) € R — y1 = ya.

Aus der ersten und der dritten Forderung folgt, dass die Relation R als Funktion
R:Z}Y =7}

aufgefasst werden kann. Aus der zweiten Forderung folgt, dass diese Funktion surjektiv ist. Da die
Menge Z;} endlich ist, ist die Funktion R damit auch injektiv, denn wenn es ein z1, %2,y € Z5
gébe, so dass

(r1,9) € R, (w2,y) €R, und 21 # 29

gelten wiirde, dann kénnte R nicht mehr surjektiv sein. Wir definieren nun §,, als die Menge aller
Permutationen auf der Menge Z;':

S, ={RCZ xZ} | R ist Permutation auf Z }.
Weiter definieren wir die identische Permutation E,, auf Z; als
E, :={(z,z) |z € Z]}.
Wir erinnern an die Definition des relationalen Produkts, es gilt:

RyoRy :={{(x,2) |y € Z} : (x,y) € R N {y,2) € Ra}.
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Die entscheidende Beobachtung ist nun, dass R; o Ry eine Permutation ist, wenn Ry und Ry bereits
Permutationen sind.

Aufgabe 17: Beweisen Sie
VR1,R: €S,,: Rio Ry €8,. O
Bemerkung: Wir hatten frither bereits gezeigt, dass fiir das relationale Produkt das Assoziativ-
Gesetz gilt und wir haben ebenfalls gesehen, dass fiir die identische Permutation F,, die Beziehung
E,oR=R furalle ReS,
gilt. Weiter sehen wir: Ist R € S,,, so haben wir
R7loR
= {(z,2) € Z} xZ} | Jy: (z,y) € R71 A (y,2) € R}
= {{z,2) €Z} xZ | 3y : (y,x) € RN (y,2) € R}
= {{,2) €Z} xZ | Jy:z =2} denn R ist rechts-eindeutig
= {(z,2) €Z} xXZ} |z ==z}
= B,

Folglich ist fiir eine Permutation R der Ausdruck R~! tatsichlich das Inverse beziiglich des rela-
tionalen Produkts o. Damit ist klar, dass die Struktur (S,, E,, o) eine Gruppe ist. Diese Gruppe
tragt den Namen Permutations-Gruppe.

Aufgabe 18: Zeigen Sie, dass S3 keine kommutative Gruppe ist. Schreiben Sie dazu eine SetIX-
Programm, dass zunéchst die Menge S3 berechnet und anschlieffend iiberpriift, ob in dieser Menge
das Kommutativ-Gesetz gilt.

5.3 Untergruppen und Faktor-Gruppen

Definition 5.15 (Untergruppe) Es sei (G, e, o) eine Gruppe und es sei U C G. Dann ist U eine
Untergruppe von G, geschrieben U < G, falls folgendes gilt:

1. Ve,yeU:zo0yeU,
die Menge U ist also unter der Operation o abgeschlossen.
2.ecU,
das neutrale Element der Gruppe G ist also auch ein Element der Menge U.
3. Bezeichnen wir das zu = € G beziiglich der Operation o inverse Element mit 2!, so gilt
VeeU:27' €U,

1

die Menge U ist also unter der Operation -~1 : x ++ =1 abgeschlossen.

Bemerkung: Falls U eine Untergruppe der Gruppe (G, e, o) ist, dann ist (U, e, ojy;) offenbar eine
Gruppe. Hierbei bezeichnet oy die Einschrénkung der Funktion o auf U, es gilt also
oy :UxU—=U mitoy(z,y) = o(z,y) fir alle v,y € U.
Beispiele:
1. In der Gruppe (Z,0,+) ist die Menge
22 :={2-xz|x€Z}

der geraden Zahlen eine Untergruppe, denn wir haben:
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(a) Die Addition zweier gerader Zahlen liefert wieder eine gerade Zahl:
2-24+2-y=2-(x+y) € 2Z.
(b) 0€2Z,denn 0=2-0€ Z.

(c) Das beziiglich der Addition inverse Element einer geraden Zahl ist offenbar wieder
gerade, denn es gilt

—(2-2)=2-(—x) € 2Z.
2. Das letzte Beispiel 148t sich verallgemeinern: Ist & € N und definieren wir
kZ .={k -z |z e€Z}

als die Menge der Vielfachen von k, so 1a8t sich genau wie in dem letzten Beispiel zeigen,
dass die Menge kZ eine Untergruppe der Gruppe (Z, 0, +) ist.

3. Wir definieren die Menge G als

G:={e,a,b,c}

und definieren auf der Menge G eine Funktion o : GXG — G durch die folgende Verkniifungs-
Tafel:

o ‘ e a b ¢

ele a b c

ala e ¢ b

blb ¢ e a

cle b a e

Wollen wir zu gegeben z,y € G den Wert x o y mit Hilfe dieser Tabelle finden, so kénnen
wir den Wert z oy in der Zeile, die mit x beschriftet ist und der Spalte, die mit y beschriftet
ist, finden. Beispielsweise gilt a o b = ¢. Es 14t sich zeigen, dass (G, e,o) eine Gruppe ist.
Definieren wir die Mengen

U:={ea}, V:i={eb}, und W :={e,c},
so konnen Sie leicht nachrechen, dass U < G, V < G und W < G gilt.

Aufgabe 19: Berechnen Sie alle Untergruppen der Gruppe (Ss, E3,0). o

Untergruppen sind interessant, weil sich mit ihrer Hilfe unter bestimmten Umsténden neue
Gruppen bilden lassen, sogenannte Faktor-Gruppen.

Definition 5.16 (Faktor-Gruppe) Es sei (G,0,+) eine kommutative Gruppe und U < G. Dann
definieren wir fiir jedes a € G die Menge a + U als
a+U:={a+z|zeU}.

Wir bezeichnen die Mengen a + U als Nebenklassen von G beziiglich U. Nun definieren wir die Menge
G /U (gelesen: G modulo U) als

G/U:={a+UlacG}.

G/U ist also die Menge der Nebenklassen von G beziiglich U. Weiter definieren wir ein Operation
+:G/U x G/U — G/U durch

(a+U)+(b+U):=(a+b)+U.

Bemerkung: Zunéchst ist gar nicht klar, dass die Definition
(a+U)+b+U):=(a+b)+U

tiberhaupt Sinn macht. Wir miissen zeigen, dass fiir alle a1, as,b1,b2 € G
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a1 +U=a4+U ANbj+U=by+U = (a1+b1)+U:(a2+b2)+U

gilt, denn sonst ist die Operation + auf den Nebenklassen von G beziiglich U nicht eindeutig
definiert. Um diesen Nachweis fiihren zu konnen, zeigen wir zunichst einen Hilfssatz, der uns
dariiber Aufschluss gibt, wann zwei Nebenklassen a + U und b+ U gleich sind.

Lemma 5.17 Es sei (G,0,+) eine kommutative Gruppe und U < G. Weiter seien a,b € G. Dann

gilt:

a+U=b+U gdw. a—-bel.

Beweis: Wir zerlegen den Beweis in zwei Teile:

“=7 : Gelte a+U =b+ U. Wegen 0 € U haben wir

a=a+0€a+U

und wegen der Voraussetzung a + U = b+ U folgt daraus

aeb+U.

Also gibt es ein u € U, so dass

a=b+u

gilt. Daraus folgt a — b = v und weil u € U ist, haben wir also

a—beU.V

: Gelte nun @ — b € U. Weil U eine Untergruppe ist und Untergruppen zu jedem Element
auch das Inverse enthalten, gilt dann auch —(a — b) € U, also b — a € U. Wir zeigen nun,
dass sowohl

gilt.
(a)

a+UCb+U alsauch b+UCa+U

Sei z € a4+ U. Dann gibt es ein v € U, so dass
r=a+u

gilt. Daraus folgt
z=b+ ((a—0b)+u).

Nun ist aber nach Voraussetzung a —b € U und da auch u € U ist, folgt damit, dass
auch

vi=(a—b)+uelU

ist, denn die Untergruppe ist beziiglich der Addition abgeschlossen. Damit haben wir
r=b+vmitvelU

und nach Definition von b+ U folgt dann x € b+ U.

Sei nun & € b+ U. Dann gibt es ein u € U, so dass

r=b+u
gilt. Durch elementare Umformung sehen wir, dass
z=a+ ((b—a)+u)

gilt. Nun ist aber, wie oben gezeigt, b —a € U und da auch u € U ist, folgt damit, dass
auch

vi=(0b-a)+ueclU
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ist. Damit haben wir
r=a+vmitvelU
und nach Definition von a + U folgt nun z € a + U. 0

Aufgabe 20: Es sei (G,0,+) eine kommutative Gruppe und U < G sei eine Untergruppe von G.
Wir definieren auf der Menge G eine Relation ~; wie folgt:

def
rryy S r—yeU.

Zeigen Sie, dass ~¢ eine Aquivalenz-Relation auf G ist. o

Lemma 5.18 Es sei (G,0,+) eine kommutative Gruppe und U < G. Weiter seien a,b € G. Dann ist
(a+U)+b+U):=(a+b)+U.

wohldefiniert.

Beweis: Wir haben zu zeigen, dass fiir alle a1, as, b1, b2 € G die Formel
ar+U=a2+U ANbij+U=b2+U = (a1+b1) +U =(ag+bs) +U

gilt. Sei also a1 + U = ag + U und by + U = by + U vorausgesetzt. Zu zeigen ist dann
(a1 +b1)+U=(az+b2) + U.

Aus a1 + U = ay + U folgt nach dem letzten Lemma a; — as € U und aus by + U = by + U folgt
b1 — by € U. Da U unter der Operation + abgeschlossen ist, folgt

(a1 —ag) + (by —by) €U
und das ist dquivalent zu
(a1 +b1) — (az +b2) € U.
Aus der Riickrichtung des letzten Lemmas folgt nun
(a1 +b1)+U = (az+b2) + U.
Damit ist gezeigt, dass die Addition auf den Nebenklassen von U wohldefiniert ist. O

Satz 5.19 Es sei (G,0,+) eine kommutative Gruppe und U < G. Dann ist (G/U,0+ U, +) mit der
oben definierten Addition von Nebenklassen eine Gruppe.
Beweis: Der Beweis zerféllt in drei Teile.
1. 04 U ist das links-neutrale Element, denn wir haben
O+U)+(a+U)=0+a)+U=a+U firalleacG.
2. —a + U ist das links-inverse Element zu a + U, denn wir haben
(—a+U)+(a+U)=(-a+a)+U=0+U firalleacG.

3. Es gilt das Assoziativ-Gesetz, denn
(a+U)+ (b4+U)) +(c+U)

(a+b)+U)+(c+U)
((a+b)+c)+U

(a—|— b—l—c)

(a+U)+ ((b+c)+U)

= (a+U)+ (b+U)+ (c+0))
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Damit ist alles gezeigt. 0

Beispiel: Wir haben frither bereits gesehen, dass die Mengen
kZ :={k -z |z cZ}
Untergruppen der Gruppe (Z, 0, +) sind. Der letzte Satz zeigt nun, dass die Menge
Zy =17/(kZ) = {l+kZ |l € Z}
zusammen mit der durch
(lh+kZ)+ (o + kZ) = (I + 12) + kZ
definierten Addition eine Gruppe ist, deren neutrales Element die Menge 0 + kZ = kZ ist. Es gilt
Lh+kZ=1+kZ
genau dann, wenn
L =1l ekZ

ist, und dass ist genau dann der Fall, wenn [y — [5 ein Vielfaches von k ist, wenn also [y ~y [ gilt.
Wie wir bereits frither gezeigt haben, ist dies genau dann der Fall, wenn

Lhhk=1L%Ek

ist. Damit sehen wir, dass die Menge Z/(kZ) aus genau k verschiedenen Nebenklassen besteht,
denn es gilt

Zi={l+kZ|1€{0, - k—1}}.

Aufgabe 21: Es sei (G, ¢,0) eine endliche kommutative Gruppe und es gelte U < G. Zeigen Sie,
dass dann card(U) ein Teiler von card(G) ist. o

Hinweis: Zeigen Sie, dass alle Nebenklassen von G beziiglich der Untergruppe U die selbe Kar-
dinalitét haben.

Aufgabe 22: Es seien (G, e1,0) und (Gs, €2, ) kommutative Gruppen. Eine Abbildung
f : G1 — G2
ist ein Gruppen-Homomorphismus genau dann, wenn

flxoy)=f(z)*x f(y) fa z,yeG
gilt. Losen Sie die folgenden Teilaufgaben:

1. Zeigen Sie, dass die Menge
[l e2) :={z € G1| f(z) = ez}

eine Untergruppe von G ist.

2. Es sei U < (G;. Zeigen Sie, dass dann auch

fU):={f(z) |z U}

eine Untergruppe von Gy ist. o
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Kapitel 6
Ringe und Korper

In diesem Abschnitt behandeln wir Ringe und Kdrper. Diese Begriffe werde ich gleich erkliaren. Im
Folgenden méchte ich einen kurzen Uberblick iiber den Aufbau dieses Kapitels geben. Da Sie Ringe
und Kérper noch nicht kennen, wird dieser Uberblick notwendigerweise informal und unprizise
sein. Es geht mir hier nur darum, dass Sie eine, zunéchst sicher noch verschwommene, Vorstellung
von dem, was Sie in diesem Kapitel erwartet, bekommen.

Ringe sind Strukturen, in denen sowohl eine Addition, eine Subtraktion und als auch eine
Multiplikation vorhanden ist und auflerdem fiir diese Operationen ein Distributiv-Gesetz gilt.
Beziiglich der Addition muss die Struktur dabei eine kommutative Gruppe sein. Ein typisches
Beispiel fiir einen Ring ist die Struktur der ganzen Zahlen. Ein Ring ist ein Korper, wenn zusétzlich
auch noch eine Division moglich ist. Ein typisches Beispiel ist die Struktur der rationalen Zahlen.

Es gibt zwei wichtige Methoden um mit Hilfe eines Rings einen Korper zu konstruieren. Die
erste Methode funktioniert in sogenanten Integritéts-Ringen, dass sind solche Ringe, in denen sich
das neutrale Element der Addition, also die 0, nicht als Produkt zweier von 0 verschiedenener
Elemente darstellen 148t. Dann 148t sich ndmlich aus einem Integritéts-Ring, der beziiglich der
Multiplikation ein neutrales Element enthilt, ein sogenannter Quotienten-Korper erzeugen. Die
Konstruktion dieses Korpers verlauft analog zu der Konstruktion der rationalen Zahlen aus den
reellen Zahlen.

Die zweite Methode funktioniert mit Hilfe sogenannter maximaler Ideale. Wir werden in Rin-
gen zunéchst Ideale definieren. Dabei sind Ideale das Analogon zu Untergruppen in der Gruppen-
Theorie. Anschlieend zeigen wir, wie sich mit Hilfe eines Ideals I auf einem Ring R eine Kongruenz-
Relation erzeugen 1aft. Die Konstruktion ist dabei analog zur Konstruktion der Faktor-Gruppe
aus dem letzten Abschnitt. Fiir mazimale Ideale werden wir schlieflich zeigen, dass der so erzeugte
Faktor-Ring sogar ein Korper ist.

6.1 Definition und Beispiele

Definition 6.1 (Ring) Ein 4-Tupel R = (R,0,+, ) ist ein Ring, falls gilt:
1. (R,0,+) ist eine kommutative Gruppe,
2. -: R x R — R ist eine Funktion fiir welche die folgenden Gesetze gelten:

(a) Assoziativ-Gesetz: Fiir alle z,y,z € R gilt

(@-y)-z=w-(y-2)
(b) Distributiv-Gesetze: Fiir alle z,y,z € R gilt

x-(y+z)=z-y+x-z und (z4y)-z=x-2+4+y-2
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Die Operation “+" nennen wir die Addition auf dem Ring R, die Operation bezeichnen wir als
Multiplikation. R ist ein kommutativer Ring falls zusatzlich fiir die Multiplikation das Kommutativ-
Gesetz

z-y=y-x firallez,ye R
gilt. Wir sagen, dass R eine Eins hat, wenn es fiir die Multiplikation ein Element e gibt, so dass
e-x=x-e=x fliralleze R

gilt. Dieses Element e heiBt dann die Eins des Rings. In diesem Fall schreiben wir R = (R,0,e,+, '),
wir geben die Eins also explizit in der Struktur an.

Bemerkung: Bevor wir Beispiele betrachten, bemerken wir einige unmittelbare Konsequenzen
der obigen Definition.

1. In jedem Ring R = (R, 0, +, -) gilt
0-z=0,
denn wir haben die Gleichung
0-x = (0+0)-2z denn0+0=0
= 0-240-2 Distributiv-Gesetz

Wenn wir nun auf beiden Seiten der eben gezeigten Gleichung 0 - = abziehen, dann erhalten
wir die Gleichung

0=0-x.
Genauso gilt natiirlich auch x -0 = 0.

2. Bezeichnen wir das beziiglich der Addition + zu einem Element z inverse Element mit —zx,
so gilt

—(z-y)=(-z)-y=2-(~y).

Wir zeigen die erste dieser beiden Gleichungen, die zweite 148t sich analog nachweisen. Um
zu zeigen, dass —(x - y) = (—x) - y ist, reicht es nachzuweisen, dass

z-y+(—z)-y=0

ist, denn das Inverse ist in einer Gruppe eindeutig bestimmt. Die letzte Gleichung folgt aber
sofort aus dem Distributiv-Gesetz, denn wir haben

zy+(-z)y = (@+-2)y
= O.y
= 0.

Beispiele:
1. Die Struktur (Z,0, 1,4+, -) ist ein kommutativer Ring mit Eins.

2. Die Struktur (Q,0,1,+, ) ist ebenfalls ein kommutativer Ring mit Eins.

In dieser Vorlesung werden wir nur solche Ringe betrachten, die erstens kommutativ sind und
zweitens eine Eins haben. Ein wichtiger Spezialfall ist der Fall eines kommutativen Rings R =
(R,0,1,+, ) mit Eins, fir den die Struktur (R\{0}, 1,-) eine Gruppe ist. Dieser Spezialfall liegt
beispielsweise bei dem Ring (Q, 0,1, +, -) vor. In einem solchen Fall sprechen wir von einem Kdrper.
Die formale Definition folgt.
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Definition 6.2 (Kérper) Ein 5-Tupel K = (K,0,1,+, ) ist ein Kérper, falls gilt:
1. (K,0,+) ist eine kommutative Gruppe,
2. (K\{0},1,-) ist ebenfalls eine kommutative Gruppe,

3. Es gilt das Distributiv-Gesetz: Fiir alle x,y, z € K haben wir
z-(y+z)=z-y+uz-z

won

Wieder nennen wir die Operation "+" die Addition, wahrend wir die Operation als die Multiplikation

bezeichnen.

Unser Ziel ist es spéter, Ringe zu Korpern zu erweitern. Es gibt bestimmte Ringe, in denen
dies auf keinen Fall moglich ist. Betrachten wir als Beispiel den Ring R := ({0, 1,2,3},0, 1, +4, 4),

Wwom

bei dem die Operationen “+,” und “-,” wie folgt definiert sind:
rHiy:=(+y) %4 und z-4y:=(x-y)%4

Es 148t sich zeigen, dass die so definierte Struktur R ein Ring ist. In diesem Ring gilt
2.,2=4%4=0.

Falls es uns gelingen wiirde, den Ring R so zu einem Koérper K = (K,0,1,44,-4) zu erweitern,
dass {0,1,2,3} C K gelten wiirde, so miisste die Zahl 2 in diesem Korper ein Inverses 2! haben.
Wenn wir dann die Gleichung

242=0
auf beiden Seiten mit 2-! multiplizieren wiirden, hitten wir die Gleichung
2=0
hergeleitet. Dieser Wiederspruch zeigt, dass sich der Ring R sicher nicht zu einem Kérper erweitern
1a8¢.
Definition 6.3 (Integritits-Ring) Ein Ring R = (R,0,+,-) heiBt nullteilerfrei, wenn
Va,be R : (a-sz—)azO\/sz)

gilt, die Zahl 0 13Bt sich in einem nullteilerfreien Ring also nur als triviales Produkt darstellen. Ein
nullteilerfreier, kommutativer Ring, der eine Eins hat, wird als Integritits-Ring bezeichnet.

Bemerkung: In einem nullteilerfreien Ring R = (R, 0, +, ) gilt die folgende Streichungs-Regel:
Va,b,c € R: (a-c:b-c/\c#O—ML:b).

Beweis: Wir nehmen an, dass ¢ # 0 ist und dass a- ¢ = b- ¢ gilt. Es ist dann a = b zu zeigen. Wir
formen die Voraussetzung a - ¢ = b - ¢ wie folgt um

a-c=b-c | —b-c
a-c—b-c=0

=
= (a—b)-c=0
=

(a—b)=0 denn R ist nullteilerfreier und ¢ # 0
= a=hb.
Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Ist R ein Ring und ist ~ eine Aquivalenz-Relationen auf R, so 18t sich auf dem Quotienten-
Raum R/~ unter bestimmten Umsténden ebenfalls eine Ring-Struktur definieren. Das funktioniert
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aber nur, wenn die Addition und die Multiplikation des Rings in gewisser Weise mit der Aquivalenz-
Relationen vertrdglich sind. In diesem Fall nennen wir dann ~ eine Kongruenz-Relation auf R.
Die formale Definition folgt.

Definition 6.4 (Kongrugnz-Relation) Es sei R = (R,0,1,+,-) ein kommutativer Ring mit Eins
und ~ C R x R sei eine Aquivalenz-Relation auf R. Wir nennen ~ eine Kongruenz-Relation falls
zusatzlich die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

1. Val,ag,bl,bQ cR: (a1 ~ay ANby ~ by —a;+b; ~a2—|—bg),
die Relation ~ ist also vertraglich mit der Addition auf R.
2. Vai,a2,b1,b0 € R : (a1 ~ags ANby ~by —ai-by ~a2~b2),

die Relation ~ ist also auch mit der Multiplikation auf R vertraglich.

Falls ~ eine Kongruenz-Relation auf einem Ring R = (R, 0,1, +, ) ist, lassen sich die Opera-
tionen “4” und “” auf die Menge R/~ der von ~ erzeugten Aquivalenz-Klassen fortsetzen, denn
in diesem Fall kénnen wir fiir a,b € R definieren:

[a]~ + [b]~ :=[a+ b~ und [a].-[b]~ :=[a-b]~.

Um nachzuweisen, dass diese Definitionen tatsédchlich Sinn machen, betrachten wir vier Elemente
[al]N, [CLQ]N, [bl],\,, [bg],\, S R/N, fir die

[ar]~ =[az]~  und  [b1]s = [bo]
gilt. Wir miissen zeigen, dass dann auch
[a1 + b1]~ = [az + bo]~

gilt. An dieser Stelle erinnern wir daran, dass nach Satz 3.13 allgemein fiir eine beliebige Aquivalenz-
Relation R auf einer Menge M die Beziehung

[alr =[blr < aRD
gilt. Damit folgt aus den Voraussetzungen [a1]~ = [az]~ und [b1]~ = [b2]~, dass
ay ~ay und by ~ by
gilt. Da die Aquivalenz-Relation ~ mit der Operation “+” vertriglich ist, folgt daraus
a1 +b; ~ as + by
und damit gilt wieder nach Satz 3.13
[a1 + b1]~ = [ag + ba]~.

Genauso 148t sich zeigen, dass auch die Multiplikation - auf R/~ wohldefiniert ist. Mit den obigen
Definitionen von + und - haben wir nun eine Struktur R/~ = (R/~,[0]~,[1]~, 4+, ) geschaffen,
die als der Faktor-Ring R modulo ~ bezeichnet wird. Der néchste Satz zeigt, dass es sich bei
dieser Struktur tatséchlich um einen Ring handelt.

Satz 6.5 (Faktor-Ring) Ist R = (R,0,1,+,-) ein kommutativer Ring mit Eins und ist ~ eine

Kongruenz-Relation auf diesem Ring, so ist die Struktur R/~ = (R/~,[0]~, [1]~, +,) mit den oben
fiir Aquivalenz-Klassen definierten Operationen + und - ein kommutativer Ring mit Eins.

Beweis: Wir weisen die Eigenschaften, die einen Ring auszeichnen, einzeln nach.

1. Fiir die Operation “+” gilt das Assoziativ-Gesetz, denn fiir alle [a]~, [b]~, [c]~ € R/~ gilt
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2. Fiir die Operation “+” gilt das Kommutativ-Gesetz, denn fiir alle [a]., [b]~ € R/~ gilt
[a]~ + [bl~ = [a+ 0]~ = [b+a]~ = [b]~ + [a]~.

3. [0]~ ist das neutrale Element beziiglich der Addition, denn fiir alle [a]. € R/~ gilt
[a]~ +[0]~ = [a + 0]~ = [a]~.

4. Ist [a]~ € R/~ und bezeichnet —a das additive Inverse von a in R, so ist das additive Inverse
von [a]~ durch die Aquivalenz-Klasse [—al. gegeben, denn wir haben

s+ [=al = [0+ —a].. = [0]..

5. Die Nachweise, dass auch fiir den Operator “-” dass Assoziativ- und das Kommutativ-Gesetz
sind vollig analog zu den entsprechenden Beweisen fiir den Operator “+7. Ebenso ist der
Nachweis, dass die Aquivalenz-Klasse .[.I]N das neutrale Element beziiglich des Operators “.”
ist, analog zu dem Nachweis, dass die Aquivalenz-Klasse [0].. das neutrale Element beziiglich
des Operators “+” ist.

6. Als letztes weisen wir die Giiltigkeit des Distributiv-Gesetzes nach. Es seien [a]~, [b]~,[c]~
beliebige Aquivalenz-Klassen aus R/~. Dann gilt

lal~ - (Bl~ +[c)~) = lal~- [ +d]n
= [a-(b+)]~
= Jla-b+a-c~
— ot +[a-dn
= lal~ - [~ + [al~ - [~
Damit ist gezeigt, dass R/~ ein kommutativer Ring mit Eins ist. O

Aufgabe 23: Es sei K = (K, 0k, 1, +, ) ein Koérper und die Menge K sei endlich. Dann kénnen
wir durch eine Funktion

count : N — K

definieren, welche die natiirlichen Zahlen N in den Koérper K abbildet. Die Definition von count
erfolgt durch Induktion:

IA.

I.S.:

n=20:

count(0) := Og.

Beachten Sie hier, dass die 0, die auf der linken Seite dieser Gleichung auftritt, eine natiirliche
Zahl ist, wihrend die O auf der rechten Seite dieser Gleichung das neutrale Element der
Addition in dem Korper K bezeichnet.

n—n-+ 1.

count(n + 1) := count(n) + 1k.

Auch hier bezeichnet die 1 auf der linken Seite der Definition eine natiirliche Zahl, wihrend
die 1x auf der rechten Seite dieser Gleichung das neutrale Element der Multiplikation in
dem Korper K bezeichnet.
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Falls die Menge K endlich ist, definieren wir die Charakteristik char(K) des Korpers K als die
kleinste natiirliche Zahl k, fiir die count(k) = Ok gilt:

char(K) = min({k € N| k > 1 A count(k) = Ox}).
Zeigen Sie, dass die Charakteristik eines endlichen Korpers immer eine Primzahl ist.

Aufgabe 24:
(a) Zeigen Sie, dass es einen Kérper K mit drei Elementen gibt.

(b) Zeigen Sie, dass es einen Korper K mit vier Elementen gibt. o

6.2 Konstruktion des Quotienten-Korpers*

Betrachten wir einen Integritits-Ring R = (R, 0,1, +, -), der selbst noch kein Kérper ist, so kénnen
wir uns fragen, in welchen Fillen es moglich ist, aus diesem Ring einen Korper zu konstruieren.
Wir versuchen bei einer solchen Konstruktion dhnlich vorzugehen wie bei der Konstruktion der
rationalen Zahlen Q aus den ganzen Zahlen Z. Es sei also ein Integritits-Ring R = (R,0,1,+, )
gegeben. Dann definieren wir zunéchst die Menge

Q= {(x,y) e Rx R |y #0}
der formalen Briiche. Weiter definieren wir eine Relation
~CQxqQ
auf @ indem wir festsetzen, dass fiir alle (z1,y1), (x2,¥y2) € Q das Folgende gilt:

def
<=’U1,yl> ~ <$2>yz> &= T1-Y2 = T2 Y1

Satz 6.6 Die oben definierte Relation ~ ist eine Aquivalenz-Relation auf der Menge Q.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass die Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
1. Reflexivitit: Fiir alle Paare (z,y) € @ gilt nach Definition der Relation ~:
(z,y) ~ (2,9)
&S roy=x-y.
Da die letzte Gleichung offensichtlich wahr ist, ist die Reflexivitit nachgewiesen. v/
2. Symmetrie: Wir miissen zeigen, dass
(@1, 91) ~ (22,92) = (22,92) ~ (T1,41)
gilt. Wir nehmem also an, dass (z1,y1) ~ (z2,y2) gilt, und zeigen, dass daraus
(w2, y2) ~ (®1,91)
folgt. Die Annahme
(T1,51) ~ (22, 92)
ist nach Definition von ~ &dquivalent zu der Gleichung
Ty -Y2 = T2 Y1
Diese Gleichung drehen wir um und erhalten
T2 Y1 = 21 Y2.
Nach Definition der Relation ~ gilt dann

(z2,y2) ~ (T1,91)

66



und das war zu zeigen. v/
3. Transitivitdt: Wir miissen zeigen, dass
(T1,51) ~ (T2, 92) N (@2,92) ~ (23,93) = (1,51) ~ (T3,93)
gilt. Wir nehmen also an, dass
(w1,y1) ~ (x2,92) und (@2, y2) ~ (z3,93)

gilt und zeigen, dass daraus (z1,y1) ~ (x3,ys) folgt. Nach Definition von ~ folgt aus unserer
Annahme, dass

1 y2=2x2-y1 und  To- Y3 =2T3-Y2

gilt. Wir multiplizieren die erste dieser beiden Gleichungen mit y3 und die zweite Gleichung
mit y;. Dann erhalten wir die Gleichungen

T1-Y2 Y3 =T2-Y1-ys und  To-Y3-Yr =T3-Y2 - Y1

Da fiir den Operator “” das Kommutativ-Gesetzes gilt, konnen wir diese Gleichungen auch
in der Form

T1 Y3 Y2=x2 Y3 y1 und T2 Yz- Y1 =Tz Y1 Y2

schreiben. Setzen wir diese Gleichungen zusammen, so sehen wir, dass
T1-Y3 - Y2 =T3°Y1"Y2

gilt. Da der betrachtete Ring nullteilerfrei ist und wir nach Definition von @ wissen, dass

yo # 0 ist, konnen wir hier die Streichungs-Regel benutzen und y, aus der letzten Gleichung
herauskiirzen. Dann erhalten wir

L1 Y3 = T3 - Y1.
Nach Definition der Relation ~ haben wir jetzt

(w1,91) ~ (3, ¥3)
und das war zu zeigen. v’ g
Bemerkung: Wiirden wir in der Definition @ := {(m,y) ERXR|y# 0} die Bedingung
y # 0 weglassen, so wiirde

(x,y) ~(0,0) fir alle z,y € R
gelten und damit wére dann die Relation ~ nicht mehr transitiv.

Auf der Menge ) definieren wir jetzt Operatoren “4+” und “”. Den Operator + : Q x Q@ — Q
definieren wir durch die Festlegung

(z,y) + (u,v) :=(z-v+u-y,y-v).
Motiviert ist diese Definition durch die Addition von Briichen, bei der wir die beteiligten Briiche
zunéchst auf den Hauptnenner bringen:

a c _a-d+c-b

B TdT T bd
Die Aquivalenz-Relation ~ erzeugt auf der Menge @ der formalen Briiche den Quotienten-Raum
Q/ ~. Unser Ziel ist es, auf diesem Quotienten-Raum eine Ringstruktur zu definieren. Damit dies
moglich ist zeigen wir, dass die oben definierte Funktion 4+ mit der auf @ definierten Aquivalenz-
Relationen ~ vertréglich ist. Es gelte also

(1, y1) ~ (x2,92) und  (uy,v1) ~ (ug,v2).
Nach Definition der Aquivalenz-Relation ~ heifit das

1 Yo =x2-y; und U -V = Uz V1.
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Zu zeigen ist dann
(1 v1+ur g1, yrovr) ~ (T2 v2 + Uz Y2, Y2 e v2).

Nach Definition der Aquivalenz-Relation ~ ist dies #quivalent zu der Gleichung
(1 -v1 +ur-y1) - y2-v2 = (T2 v +uz-Y2) Y1 - V1.

Multiplizieren wir dies mittels des Distributiv-Gesetzes aus und benutzen wir weiter das Kommutativ-
Gesetz fiir die Multiplikation, so ist die letzte Gleichung dquivalent zu

T1 Y2 V1 V2 + UL VY1 Y2 =2 Y1V Vo + U2 V1 Y1 Y2

Formen wir die linke Seite dieser Gleichung durch Verwendung der Voraussetzungen x1-ys = 211
und wuq - v3 = ug - v1 um, so erhalten wir die offensichtlich wahre Gleichung

T Y1 V1 V2 + ULV Y1 Y2 =2 Y1V V2 + U2 V1YL Yo

Damit haben wir die Vertréglichkeit des oben definierten Operators “+” nachgewiesen. Folglich
kann die oben definierte Funktion + auf den Quotienten-Raum @/~ durch die Festlegung

(@] + [(wo)] = [a-vtu-yy-v)],

fortgesetzt werden. Die Aquivalenz-Klasse [(0,1)] _ ist beziiglich der Operation “+” das neutrale
Element, denn es gilt

(0. D]+ (@] =[0-y+az-L1-y)] =[]
Es gilt weiter

[(0,1)] = [(0,y)] _ fiir alle y # 0,

denn wir haben

0-y=0-1.
Das beziiglich der Operation “+” zu [(x, y)]N inverse Element ist [(—:r,y)]N7 denn es gilt
[(Cep] + @], = [(eyt+z v u-9)],
= [(~z+2)-y,y 9]
= [0,y-9)].

= [<Oa 1>] ~
Als nichstes definieren wir auf der Menge @) den Operator - : Q x Q — @ wie folgt:
<(E,y> : <U,U> = <37 Cu, Y- ’U>.
Auch dies wird durch die Analogie fiir Briiche motiviert, denn fiir Briiche gilt

a C a-cC

D d T bd

Nun zeigen wir, dass die Operation

w9

mit der Aquivalenz-Relation ~ vertriglich ist. Es gelte also
(x1,y1) ~ {x2,y2) und  (uy,v1) ~ (ug,va).

Nach Definition der Aquivalenz-Relation ~ folgt daraus
1 Yo =x2-y; und up - vy = uUg - V.

Zu zeigen ist
(1 wr, y1 - v1) ~ (22 - uz, Y2 - v2).

Dies ist nach Definition der Relation ~ dquivalent zu

T1- Uyl Y2 V2 =2T2 U2"Y1"V1.
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Diese Gleichung erhalten wir aber sofort, wenn wir die beiden Gleichungen x; - yo = =2 - y; und
U1 - V2 = ug - v1 mit einander multiplizieren. Folglich kann der Operator “-” durch die Definition

(@] [wo)] = [ wy-v)]

auf den Quotienten-Raum @)/ ~ fortgesetzt werden. Das beziiglich der Operation
Element ist [(1, 1)] , denn es gilt

= [z )],
Das beziiglich der Operation “” zu [(m, y)]N inverse Element ist nur definiert, falls

[(z,9)] .. # [(0.D)]

ist. Wir formen diese Ungleichung um:

W

neutrale

(@], # [0.D]
& (z,y) +# (0,1)
& z-1 # 0-y
& x # 0.

w9

Damit sehen wir, dass wir zu dem Ausdruck [(x, y)}N nur dann ein beziiglich der Operation
inverses Element angeben miissen, wenn = # 0 ist. Wir behaupten, dass fiir  # 0 das Element

[(y.2)]

zu [(m,y)]N invers ist, denn es gilt:

[<y7 l‘>] ~ [<Z‘, y>] ~

[(y-z,z-y)]
[<x~y,x~y>}~
= [(LD].

denn offenbar gilt (z -y, z - y) ~ (1,1).

Um zu zeigen, dass die Struktur

R/~ (Q/~, [0, 1)] L [ D] L0

mit den oben definierten Operationen “+” und “.” ein Korper ist, bleibt nachzuweisen, dass fiir die
Operatoren “+” und “” jeweils das Assoziativ-Gesetz und das Kommutativ-Gesetz gilt. Zusétzlich
muss das Distributiv-Gesetz nachgewiesen werden.

1. Der Operator “+” ist in Q) assoziativ, denn fiir beliebige Paare (x1,y1), (22, y2), (z3,y3) € Q
gilt:

((z1,y1) + (x2,92)) + (23, 93)

((z1-y2 + 22 - y1, 91 - y2)) + (23, 3)

(@1 y2+@2-y1) ys + T3 Y1 Y2, Y1 Y2 - Y3)

(T1-yo-ys + 22 Y1 - Yy3 + T3 Y1 Y2, Y1 - Y2 - Y3)

Auf der anderen Seite haben wir
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(z1,1) + ((2,92) + (23,93))

(x1,11) + (<I2 “Ys + T3 Y2, Y2 'y3>)

= (T1-y2-ys+ (T2 -ys+T3-y2) Y1, Y1 Y2 - ¥3)
(T1-y2-ys + @2 Y1 Ys + T3 Y1 Y2, Y1 Y2 - Y3)

Da dies mit dem oben abgeleiteten Ergebnis tibereinstimmt, haben wir die Giiltigkeit des
Assoziativ-Gesetzes nachgewiesen.

2. Der Operator “+” ist in @ kommutativ, denn fiir beliebige Paare (x1,y1), (z2,y2) € Q gilt:
z1,y1) + (22, Y2)

(

= (@1 Y2+ T2 Y1,Y1 - Y2)
(x2-y1 +21-y2,92 - Y1)
(

T2, y2) + (T1,Y1)-

Genau wie oben folgt nun, dass das Kommutativ-Gesetz auch in @/~ gilt.

3. Den Nachweis der Assoziativitiat und der Kommutativitiat des Multiplikations-Operators
iiberlasse ich Thnen zur Ubung.

Aufgabe 25: Zeigen Sie, dass in @/ ~ fiir die Multiplikation sowohl das Assoziativ-Gesetz
als auch das Kommutativ-Gesetz gilt.

4. Zum Nachweis des Distributiv-Gesetzes in @@/ ~ zeigen wir, dass fiir alle Paare
(T1,91), (v2,92), (x3,93) € Q folgendes gilt:

[onson)] - ([ w)] o+ (s L) = [@r )] - [, 0)] o+ [(@a )] - [(@s,8)]

Wir werten die linke und rechte Seite dieser Gleichung getrennt aus und beginnen mit der
linken Seite.

sy ([(2me)]  + [(es,09)] )
$17y1>]N : [<CE2 ‘Y3 + T3 Y2, Yo - y3>]N
21 (T2 ys + 23 Y2), Y1 - Y2 'ygﬂw

131'$2'y3+$1'$3'y2,yl'y2'y3>}w

Wir werten nun die rechte Seite aus.
[(z1,y1)] - (w2, m2)] o+ [, w)] - [(23,98)]
= [{@1 22, y1-y2)] o+ [(x1- 23, 91 - ys)] |
= [z1- 22 y1-ys+a1 -3 91 Y2, y1 Y2 Y1 Ys)| _

Allgemein haben wir bereits gesehen, dass fiir ¢ # 0, ¢ € R und beliebige a,b € R die
Gleichung

[(a,b)]N = [(a -c, b-c}]N

gilt. Wenden wir diese Gleichung auf die oben fiir die linke und rechte Seite des Distributiv-
Gesetzes erzielten Ergebnisse an, so sehen wir, dass beide Seiten gleich sind. Damit ist die
Giiltigkeit des Distributiv-Gesetzes in @)/~ nachgewiesen.

Damit haben wir nun gezeigt, dass die Struktur

QUOt(R) = <Q/N7 [<O’ 1>]Na Rlv 1>]N’+a >

ein Korper ist. Dieser Korper wird als der von R erzeugte Quotienten-Kdorper bezeichnet.

70



6.3 Ideale und Faktor-Ringe*

Der im Folgenden definierte Begriff des Ideals hat in der Theorie der Ringe eine &hnliche Stellung
wie der Begriff der Untergruppe in der Theorie der Gruppen.

Definition 6.7 (Ideal) Es sei R = (R,0,1,+,-) ein kommutatives Ring mit Eins. Eine Teilmenge
I C Rist ein Ideal in R falls folgendes gilt:

L (L,0,+) < (R,0,+),
die Struktur (I,0,+) ist also eine Untergruppe der Gruppe (R, 0, +).
2.Vael:VbeR:b-acl,

fiir alle Elemente a aus dem ldeal I ist das Produkt mit einem beliebigen Element b aus dem
Ring R wieder ein Element aus dem Ideal.

Bemerkung: An dieser Stelle sollten Sie sich noch einmal die Definition einer Untergruppe ins Gedacht-
nis rufen: Es gilt (1,0,4) < (R,0,+) genau dann, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. 0€1,
2. a,bel —wa+bel,
3.ael —» —acl.

Beachten Sie auBerdem, dass in der Formel
YVael:Yoe R:b-a€l,
der zweite All-Quantor nicht nur tber die Elemente aus I |3uft, sondern iiber alle Elemente von R.
Beispiele:
1. Die Menge alle geraden Zahlen
22={2-x |z €}
ist ein Ideal in dem Ring (Z,0,1,+,-) der ganzen Zahlen, denn wir haben
(a) 0 €2Z,da 0=2-0ist und somit ist 0 eine gerade Zahl.
(b) Sind a, b gerade Zahlen, so gibt es z,y € Z mit a =22 und b = 2 - y. Daraus folgt
a+b=2-2+2-y=2-(z+vy)
und damit ist auch a + b eine gerade Zahl.
(c) Ist a € 2Z, so gibt es € Z mit a = 2 - 2. Dann gilt
—a=-2-x=2-(—x)
und damit ist auch —a eine gerade Zahl.

(d) Ist a eine gerade Zahl und ist b € Z, so gibt es zunichst eine Zahl z € Z mit a = 2 - x.
Daraus folgt

a-b=2-2)-b=2-(x-b)
und das ist offenbar wieder eine gerade Zahl.
2. Das letzte Beispiel 158t sich verallgemeinern: Es sei k € Z. Dann ist die Menge
kZ:={a-k|acZ}

der Vielfachen von k ein Ideal in dem Ring (Z,0,1,+,-). Der Nachweis ist anlog zu dem oben
gefiihrten Nachweis, dass 27Z ein Ideal in dem Ring der ganzen Zahlen ist.
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3. Wir verallgemeinern das letzte Beispiel fiir beliebige kommutative Ringe mit Eins. Es sei also
R = (R,0,1,+,-) ein kommutativer Ring mit Eins und es sei a € R. Dann definieren wir die
Menge

gen(k) :={k-z|x € R}

aller Vielfachen von k in R. Wir zeigen, dass diese Menge ein Ideal in R ist.

(a) 0 € gen(k), da 0 =Ek -0 gilt.

(b) Sind a,b € gen(k), so gibt es x,y € R mit a = k- 2 und b = k - y. Daraus folgt
at+b=k-z+k-y=k-(x+y)

und folglich gilt a + b € gen(k).

(c) Ist a € gen(k), so gibt es ein x € R mit a = k - x. Dann gilt
—a=—(k-2)=k-(—x) € gen(a).

(d) Ist a € gen(k) und ist b € Z, so gibt es zunichst ein € R mit a = k - z. Daraus folgt
a-b=(k-z)-b=k-(z-b) € gen(k).

Die Menge gen(a) wird das von a erzeugte Ideal genannt. Ideale dieser Form werden in der
Literatur als Haupt-Ideale bezeichnet.

4. Wieder sei R = (R,0,1,+,-) ein kommutativer Ring mit Eins. Dann sind die Mengen {0} und
R offenbar wieder Ideale von R. Wir nennen die Menge {0} das Null-ldeal und R das Eins-Ideal.
Diese beiden |deale werden auch als die trivialen ldeale bezeichnet.

Mit Hilfe von Idealen 148t sich auf einem Ring eine Kongruenz-Relation erzeugen. Ist I ein
Ideal auf dem kommutativen Ring mit Eins R = (R, 0,1, +, ), so definieren wir eine Relation ~
auf R durch die Forderung

a~rb DL PR el.
Wir zeigen, dass die Relation ~; eine Kongruenz-Relation auf R ist.
1. ~j ist reflexiv auf R, denn fiir alle x € R gilt
T~
&S z—zxel
& 0el
Da ein Ideal insbesondere eine Untergruppe ist, gilt 0 € I und damit ist z ~; x gezeigt. v/
2. Wir zeigen: ~j ist symmetrisch. Sei z ~; y gegeben. Nach Definition der Relation ~ folgt
z—yel.

Da eine Untergruppe beziiglich der Bildung des additiven Inversen abgeschlossen ist, gilt
dann auch

—(x—y)=y—z el
Wieder nach Definition der Relation ~; heifit das
Yy~ TV
3. Wir zeigen: ~j ist transitiv. Es gelte
r~ry und y~yz.
Nach Definition der Relation ~; folgt daraus
z—yel und y—=zel.

72



Da Ideale unter Addition abgeschlossen sind, folgt daraus
r—z=(@—-y)+y—=z) el

Nach Definition der Relation ~; heifit das
T~z

. Wir zeigen: ~; ist mit der Addition auf dem Ring R vertriglich. Es sei also
xy~rae und Yy ~vr Y2

gegeben. Zu zeigen ist, dass dann auch
T1+ Y1 ~r T2+ Y2

gilt. Aus den Voraussetzungen x; ~y xo und y; ~j ys folgt nach Definition der Relation ~,
dass

r1—2x2€1 und y3—y2 €1

gilt. Addieren wir diese Gleichungen und beriicksichtigen, dass das Ideal I unter Addition
abgeschlossen ist, so erhalten wir

(x1 —x2) + (y1 —y2) € I.
Wegen (21 — 22) + (y1 — y2) = (21 + y1) — (22 + y2) folgt daraus
(@1 4+y1) —(z2o+y2) €1
und nach Definition der Relation ~; heif3t das
r1+ Y~ T2ty V
. Wir zeigen: ~ ist mit der Multiplikation auf dem Ring R vertriglich. Es sei also wieder
Ty ~rwy und Yy ~vr Y2
gegeben. Diesmal ist zu zeigen, dass daraus
T1 Y1 ~1 T2 Y2

folgt. Aus den Voraussetzungen x; ~j; xo und y; ~j yo folgt nach Definition der Relation
~ zunéchst, dass

r1—2x2 €1 und y;—y €1

gilt. Da ein Ideal unter Multiplikation mit beliebigen Elementen des Rings abgeschlossen ist,
folgt daraus, dass auch

(1 —x2)-yo €l und - (y1—y2) €1

gilt. Addieren wir diese Gleichungen und beriicksichtigen, dass das Ideal I unter Addition
abgeschlossen ist, so erhalten wir

(r1 —@2) - y2 + 21 - (y1 —y2) € 1.
Nun gilt
($1—$2)'y2+$1'(y1—y2) = X1 Y2 — T2 Y2+ T1 Y1 — T1-Y2

T1-Yr — T2 Y2
Also haben wir

Ty — w2y €1
gezeigt. Nach Definition der Relation ~; ist das dquivalent zu

T1 Y1 ~1 T2 Y2.
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und das war zu zeigen. v/

Ist R = (R,0,1,+,-) ein kommutativer Ring mit Eins und ist I ein Ideal dieses Rings, so haben
wir gerade gezeigt, dass die von diesem Ideal erzeugte Relation ~; eine Kongruenz-Relation auf R
ist. Nach dem Satz iiber Faktor-Ringe (das war Satz 6.5 auf Seite 64) folgt nun, dass die Struktur

R/I = <R/N17 [O]Nm [1]N17+a >
ein Ring ist. In bestimmten Fillen ist diese Struktur sogar ein Kérper. Das werden wir jetzt nidher

untersuchen.

Definition 6.8 (maximales Ideal) Essei R = (R,0,1,+,-) ein kommutativer Ring mit Eins. Ein
Ideal I von R mit I # R ist ein maximales Ideal genau dann, wenn fiir jedes andere Ideal J von R

gilt:
ICJ—J=IVvVJ=R
Das Ideal ist also maximal, wenn es zwischen dem Ideal I und dem Eins-Ideal R keine weiteren Ideale
gibt.
Der néichste Satz zeigt uns, in welchen Fillen wir mit Hilfe eines Ideals einen Korper konstru-

ieren konnen.

Satz 6.9 (Faktor-Ringe maximaler Ideale sind Koérper)
Es R = (R,0,1,+,-) ein kommutativer Ring mit Eins und I sei ein maximales Ideal in R. Dann ist
der Faktor-Ring

R/I = <R/NI7 [O]NN [1]~17+7 >

ein Korper.

Beweis: Es ist zu zeigen, dass es fiir jede Aquivalenz-Klasse [a]., # [0]~, ein multiplikatives
Inverses, also eine Aquivalenz-Klasse [b]., existiert, so dass

“n

gilt. Nach unserer Definition des Multiplikations-Operators auf R/ ~j ist diese Gleichung

dquivalent zu
[a : b}"/I = [1]~1

und nach dem Satz iiber die Charakterisierung der Aquivalenz-Klassen (3.13 auf Seite 34) ist diese
Gleichung genau dann erfiillt, wenn

a-b ~T 1
gilt. Nach Definition der Aquivalenz-Relation ~; kénnen wir diese Bedingung als
a-b—1€el

schreiben. Genauso sehen wir, dass die Bedingung [a]~., # [0]~, zu a — 0 & I &quivalent ist. Wir
miissen also fiir alle a € R mit a € I ein b € R finden, so dass a-b— 1 € I gilt.

zu zeigen: Va€R:(a ¢l —3eR:a-b—1€1) (*)
Wir definieren eine Menge J als
Ji={a-z+y|lze RNy}
Wir zeigen, dass J ein Ideal des Rings R ist.
1. Wir zeigen, dass 0 € J ist.

Da I eine Ideal ist, gilt 0 € I. Setzen wir in der Definition von x := 0 und y := 0, was wegen
0 € I moglich ist, so erhalten wir
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a-0+0€J, also 0elJ.V

2. Wir zeigen, dass J abgeschlossen ist unter Addition.

Es geltea-z1+y; € Jund a-zo+y2 € J und es seien x1,x2 € R und y1,ys € I. Ofensichtlich
ist dann auch 1 +z2 € R und da I unter Addition abgeschlossen ist, folgt y1 +y2 € I. Dann
haben wir

(a-z1+y)+(a-2o4+y2)=a-(x1+x2)+ (1 +32) €J. V

3. Wir zeigen, dass J mit jeder Zahl z auch das zugehorige additive Inverse —z enthélt.

Es gelte a -z +y € J, wobei z € R und y € I gelte. Offensichtlich ist dann auch —z € R
und da mit y auch —y ein Element von I ist, haben wir

—(a-z+y)=a-(—x)+(-y)eJ. v

4. Wir zeigen, dass J unter Multiplikation mit beliebigen Elementen des Rings abgeschlossen
ist.
Es geltea-x+y € J mit x € Rund y € J. Weiter sei k € R. Dann gilt auch k -y € I, denn
I ist ja ein Ideal. Offensichtlich gilt k& -z € R. Also haben wir

k-(la-z+y)=a-(k-z2)+(k-y)eJ. v

Damit ist gezeigt, dass J ein Ideal des Rings R ist. Offenbar ist J eine Obermenge von I, denn
fiir alle y € I gilt

y=a-0+yeJ, alsol C.J.
Als néchstes bemerken wir, dass das Ideal J von dem Ideal I verschieden ist, denn es gilt
a=a-14+0€J, aber a¢l.

Nun ist die Voraussetzung, dass das Ideal I maximal ist. Da J # I aber I C J ist, kann jetzt nur
noch J = R gelten. Wegen 1 € R folgt also 1 € J. Damit gibt es ein x € R und ein y € I, so dass

l=a-z+vy
gilt. Aus y € I folgt —y € I und damit haben wir

a-r—1=—-yel.
Setzen wir b := z, so haben wir damit die Formel (x) nachgewiesen. O
Aufgabe 26: Es seien a,b € N mit 0 < a < b und die Zahlen a,b seien teilerfremd, es gelte also
get(a,b) = 1. Zeigen Sie durch Induktion iiber b € N, dass

kI€Z k-at+l-b=1
gilt.

Hinweis: Im Induktions-Schritt ist es nicht sinnvoll, von b auf b + 1 zu schlieffen. Statt dessen
sollten Sie im Induktions-Schritt versuchen, die Behauptung fiir b aus der Tatsache zu folgern,
dass die Behauptung fiir sowohl fiir b — a als auch fiir a gilt. o

Bemerkung: Beim Beweis einer Behauptung, die fiir natiirliche Zahlen gezeigt werden soll, hilft
es manchmal, die Behauptung zunéchst fiir kleine Zahlen zu iiberpriifen, denn das liefert oft eine
Idee fiir den allgemeinen Fall.
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Aufgabe 27: Wir betrachten den Ring der ganzen Zahlen Z. Es sei p € Z und wir definieren die
Menge pZ als

pZ:=A{k-p|keZ}.

Zeigen Sie, dass die Menge pZ genau dann ein maximales Ideal in dem Ring Z ist, wenn p eine
Primzahl ist.

Hinweis: Um zu zeigen, dass fiir eine Primzahl p die Menge pZ ein maximales Ideal ist, ist es
sinnvoll anzunehmen, dass es ein Ideal I gibt, so dass

pZ CI und [I#pZ

gilt. Sie miissen zeigen, dass in diesem Fall I = Z ist und dazu reicht es zu zeigen, dass 1 € I ist.
Um diesen Nachweis zu fithren, betrachten Sie die kleinste natiirliche Zahl r € I'\pZ und wenden
anschlieend auf r und p den in der vorhergehenden Aufgabe gezeigten Satz an. o

Aufgabe 28: Zeigen Sie, dass der Faktor-Ring Z, := Z/pZ genau dann ein Korper ist, wenn p
eine Primzahl ist.
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Kapitel 7

Zahlentheorie*™

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit den ganzen Zahlen. Am Ende des Kapitels werden
wir ausreichend Theorie entwickelt haben, um die Funktionsweise des RSA-Verschliisselungs-
Algorithmus verstehen zu kénnen. Wir beginnen unsere Uberlegungen damit, dass wir den Begriff
der Teilbarkeit von Zahlen analysieren und uns ein wenig mit modularer Arithmetik beschéftigen.

7.1 Teilbarkeit und modulare Arithmetik

Definition 7.1 (Teiler) Es seien a und b natiirlichen Zahlen. Dann ist a ein Teiler von b, wenn es
eine natiirliche Zahl ¢ gibt, so dass a - ¢ = b gilt. In diesem Fall schreiben wir a |b. Formal kénnen wir
die Teilbarkeitsrelation also wie folgt definieren:

alb & JeeNib=a-c

Bemerkung: Offenbar gilt 1|n fiir alle natiirlichen Zahlen n, denn fiir alle n € N gilt n = 1 - n.
Aus der Gleichung 0 = n-0 folgt analog, dass n| 0 fiir alle n € N gilt. Schliefilich zeigt die Gleichung
n =mn-1, dass n|n fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt.

Fiir eine positive natiirliche Zahl a bezeichnen wir die Menge aller Teiler von a mit teiler(a).
Es gilt also

teiler(a) ={¢eN|3keN:k-q=a}.

Die Menge aller gemeinsamen Teiler zweier positiver natiirlicher Zahlen a und b bezeichnen wir
mit gt (a,b). Es gilt

gt(a,b) = teiler(a) Nteiler(d).
Der grofite gemeinsame Teiler von a und b ist als das Maximum dieser Menge definiert, es gilt also
ggt(a,b) = max(gt(a,b)).

Satz 7.2 (Divison mit Rest) Sind a und b natiirliche Zahlen mit b # 0, so gibt es eindeutig
bestimmte natiirliche Zahlen ¢ und r, so dass
a=q-b+r mitr<bd

gilt. Wir nennen dann ¢ den Ganzzahl-Quotienten und r den Rest der ganzzahligen Divison von a durch
b. Als Operator fiir die Ganzzahl-Divison verwenden wir “+" und fiir die Bildung des Rests verwenden
wir den Operator “%". Damit gilt

g=a-=+b und r=a%b
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Beweis: Zunéichst zeigen wir die Existenz der Zahlen ¢ und r mit den oben behaupteten Eigen-
schaften. Dazu definieren wir eine Menge M von natiirlichen Zahlen wie folgt:

M:={peN|p-b<a}.

Diese Menge ist nicht leer, es gilt 0 € M, da 0-b < a ist. Auflerdem konnen wir sehen, dass
(a+1) ¢ M ist, denn

(a+1)-b=a-b+b>a-b>a, dennbd>1.

Damit ist auch klar, dass alle Zahlen, die gréfler als a sind, keine Elemente von M sein kénnen.
Insgesamt wissen wir jetzt, dass die Menge nicht leer ist und dass alle Elemente von M kleiner-
gleich a sind. Folglich muss die Menge M eine Maximum haben. Wir definieren

¢:=max(M) und r:=a—gq-0.
Wegen q € M wissen wir, dass
a>q-b

gilt, woraus wir r > 0 schlieffen kénnen und damit ist » € N.
Da wir ¢ als Maximum der Menge M definiert haben, wissen wir weiter, dass die Zahl ¢ + 1
kein Element der Menge M sein kann, denn sonst wire ¢ nicht das Maximum. Also muss

(g+1)-b>a
gelten. Wir formen diese Ungleichung wie folgt um:

(g+1)-b > a

& qg-b+b > a
& b > a—q-b
& b > r nach Definition von r.

Also haben wir jetzt die zweite Behauptung r < b gezeigt. Aus der Definition von r alsr =a—q-b
folgt sofort, dass

a=q-b+r
gilt. Damit haben ¢ und r die behaupteten Eigenschaften.

Als néchstes zeigen wir, dass ¢ und r eindeutig bestimmt sind. Dazu nehmen wir an, dass zu
den gegebenen Werten von a und b vier Zahlen ¢1, g2, 71 und 7o mit den Eigenschaften

a=q-b+7r, a=q-b+re, ri<b, und 7ro3<Vb

existieren. Wir miissen zeigen, dass dann ¢; = ¢2 und r; = ry folgt. Aus den beiden Gleichungen
folgt zunéchst

ql~b+T1=QQ'b+’f2.

und diese Gleichung kénnen wir umstellen zu
(1 —g2) b=r2—11 (7.1)

Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass ro > r; ist, denn andernfalls
konnen wir die Zahlen 71 und ¢; mit den Zahlen r5 und g» vertauschen. Dann zeigt Gleichung
(7.1), dass b ein Teiler von ro — 7y ist. Wegen b > ro > r; wissen wir, dass

0<ry—mr <b

gilt. Soll nun b ein Teiler von 79 — 1 sein, so muss o — ;1 = 0 also ro = r; gelten. Daraus folgt
dann

((]1—Q2)'b:0
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und wegen b # 0 muss auch q; = ¢o gelten. O
Aufgabe 29: Wie miissen wir den obigen Satz &ndern, damit er auch dann noch gilt, wenn a € Z
ist? Formulieren Sie die geénderte Version des Satzes und beweisen Sie Thre Version des Satzes!

Bemerkung: In den meisten Programmier-Sprachen ist die ganzzahlige Division so implementiert,
dass die Gleichung

(arq)-qtahg=a
fiir @ < 0 im Allgemeinen nicht gilt!

Mit dem letzten Satz kénnen wir die Menge der Teiler einer natiirlichen Zahl a auch wie folgt
definieren:

teiler(a) ={¢eN|a%qg=0}.
Wir erinnern an dieser Stelle an die Definition der Aquivalenz-Relationen ~,,, die wir fiir n > 0
im Abschnitt 3.15 durch die Formel

o= {(vy) €22 |3k €l k-n=x—y}
definiert hatten. Der néchste Satz zeigt, dass sich diese Relation auch etwas anders charakterisieren
1a8t.
Satz 7.3 Fira,b € Nund n € Nmitn > 0 gilt

ax,b < ahn=>b%n.

Beweis: Wir zerlegen den Beweis in zwei Teile:

1. “=”: Aus a =, b folgt nach Definition der Relation =,,, dass es ein h € Z gibt mit

a—b="h-n.

Definieren wir [ := b +n, so ist | € Z und es gilt
b=10l-n+b%n.

Setzen wir dies in die Gleichung fiir @ — b ein, so erhalten wir
a—(-n+b%n)=h-n,

was wir zu
a=(h+1)-1+b%mn,

umstellen konnen. Aus dieser Gleichung folgt wegen der im Satz von der Divison mit Rest
(Satz 7.2) gemachten Eindeutigkeits-Aussage, dass

ahn=>b%n

gilt. v/

2. “«<": Es sei nun

ahn=>b%n

vorausgesetzt. Nach Definition des Modulo-Operators gibt es ganze Zahlen k,[ € Z, so dass
ahn=a—k-n und bihn=>b-10-n

gilt, so dass wir insgesamt
a—k-n=b—-1-n

haben. Daraus folgt
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a—b= (k-1 -n,

so dass n ein Teiler von (a — b) ist und dass heifit a ~, b. v/ O

Satz 7.4 Die Relation =2, ist eine Kongruenz-Relation.

Beweis: Es gilt
TR, Y
& dkeZ:ix—y=k-n
& r—yeni
S Tz Y

Damit sehen wir, dass die Relation ~,, mit der von dem Ideal nZ erzeugten Kongruenz-Relation
~pz libereinstimmt und folglich eine Kongruenz-Relation ist. g

Wir erinnern an dieser Stelle daran, dass wir im letzten Kapitel fiir natiirliche Zahlen k die
Menge kZ aller Vielfachen von k als

kZ={k-z|z€Z}

definiert haben. Auflerdem hatten wir gezeigt, dass diese Mengen Ideale sind. Der néchste Satz
zeigt, dass alle Ideale in dem Ring Z der ganzen Zahlen diese Form haben.

Satz 7.5 (Z ist ein Haupt-Ideal-Ring)
Ist I C Z ein ldeal, so gibt es eine natiirliche Zahl k, so dass I = kZ gilt.

Beweis: Wir betrachten zwei Félle: Entweder ist I = {0} oder nicht.
1. Fall: T = {0}.
Wegen {0} = 0Z ist die Behauptung in diesem Fall offensichtlich wahr.

2. Fall: T # {0}.

Dann gibt es ein [ € I mit [ # 0. Da I ein Ideal ist, liegt mit [ auch —[ in dem Ideal I. Eine
dieser beiden Zahlen ist positiv. Daher ist die Menge

M:={zel|z>0}

nicht leer und hat folglich ein Minimum & = min(M), fiir welches offenbar
kel und k>0

gilt. Wir behaupten, dass
I=kKZ

gilt. Sei also y € I. Wir teilen y durch k£ und nach dem Satz iiber ganzzahlige Division mit
Rest finden wir dann Zahlen ¢ € Z und r € N mit

y=q-k+r und 0<r<k.
Aus der ersten Gleichung folgt
r=y+(—q) k.

Da nun sowohl y € I als auch k € I gilt und Ideale sowohl unter Multiplikation mit beliebi-
gen Ring-Elementen als auch unter Addition abgeschlossen sind, folgt

rel.

Nun ist einerseits k& = min({x el|xz> 0})7 andererseits ist r < k. Das geht beides zusam-
men nur, wenn
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r=20

ist. Damit haben wir dann aber
y=q-k

gezeigt, woraus sofort
y € kZ

folgt. Da y bei diesen Betrachtungen ein beliebiges Element der Menge I war, zeigt diese
Uberlegungen insgesamt, dass I C kZ gilt. Aus der Tatsache, dass k € I ist, folgt anderer-
seits, dass kZ C I gilt, so dass wir insgesamt

I1=k7Z
gezeigt haben. O

Bemerkung: Wir erinnern an dieser Stelle daran, dass wir fiir einen Ring R = (R, 0,1, +,-) und
ein Ring-Element k£ € R die Ideale der Form

gen(k) ={k-z |z € R}
als Haupt-Ideale bezeichnet haben. Der letzte Satz zeigt also, dass alle Ideale des Rings der ganzen
Zahlen Haupt-Ideale sind. Einen Ring mit der Eigenschaft, dass alle Ideale bereits Haupt-Ideale
sind, bezeichnen wir als Haupt-Ideal-Ring. Der letzte Satz zeigt daher, dass der Ring der ganzen
Zahlen ein Haupt-Ideal-Ring ist.
Lemma 7.6 Fiir u,v € N gilt
uZ CvZ < v|u.
Beweis: Wir zerlegen den Beweis der Aquivalenz der beiden Aussagen in den Beweis der beiden
Implikationen.
1. “=7: Wegen u =u -1 gilt
u € uZ
und aus der Voraussetzung uZ C vZ folgt dann
u € vZ.
Nach Definition der Menge vZ gibt es nun ein k € 7Z, so dass
u=uv-k
gilt. Nach der Definition der Teilbarkeit haben wir also
v | u.
2. “<”: Es sei jetzt v|u vorausgesetzt. Dann gibt es ein k£ € N mit
u=uv-k.
Sei weiter a € uZ beliebig. Nach Definition der Menge uZ gibt es also ein z € Z mit
a=1u-z.
Ersetzen wir in dieser Gleichung u durch v - k, so erhalten wir
a=v-(k-x)
und daraus folgt sofort
a € V7,

so dass wir insgesamt uZ C vZ gezeigt haben.

81



Satz 7.7 Es sei p eine Primzahl. Dann ist das Ideal pZ ein maximales Ideal.

Beweis: Es sei J C Z ein Ideal, fiir das
pZ C J

gilt. Wir miissen zeigen, dass dann J = pZ oder J = Z gilt. Da Z ein Haupt-Ideal-Ring ist, gibt
es ein ¢ € Z mit

J = qZ.
Damit haben wir
pZ C qZ
und nach dem letzten Lemma folgt daraus

q|p.

Da p eine Primzahl ist, gibt es nur zwei Zahlen, die Teiler von p sind: Die Zahl 1 und die Zahl p.
Wir haben also

gq=1 oder g¢g=p,
woraus
J=1Z=7 oder J=7pZ
folgt und damit ist das Ideal pZ ein maximales Ideal. O

Korollar 7.8 Falls p eine Primzahl ist, dann ist Z,, := Z/pZ ein Kérper.

Beweis: Im letzten Kapitel haben wir gezeigt, dass fiir einen Ring R und ein maximales Ideal
I C R der Faktor-Ring R/I ein Korper ist. Wir haben gerade gesehen, dass fiir eine Primzahl p
das Ideal pZ maximal ist. Diese beiden Tatsachen ergeben zusammen die Behauptung. O

Bemerkung: Bisher hatten alle Korper, die wir kennengelernt haben, unendlich viele Elemente.

Der letzte Satz zeigt uns, dass es auch endliche Korper gibt.

Satz 7.9 (Lemma von Bézout) Es seien a,b € N. Dann existieren x,y € Z, so dass
ggt(a,b)=xz-a+y-b

gilt. Der groBte gemeinsame Teiler zweier natiirlicher Zahlen a und b 13Bt sich also immer als ganzzahlige

Linear-Kombination von a und b schreiben.

Beweis: Wir definieren die Menge I wie folgt:
I'={z-a+y-b|lz,yecZ}.

Wir zeigen, dass I ein Ideal ist:

1.0=0-a+0-bel

2. I ist abgeschlossen unter Bildung des additiven Inversen: Sei w = x-a+y-b € I. Dann folgt
sofort

—u=(—z)-a+(-y)-bel.

3. I ist abgeschlossen unter Addition: Seien u =z -a+y;-bElund v =a9-a+ys-b e I.
dann folgt

u+v=(x1+x2) a+(y1 +y2)-bel
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4. T ist abgeschlossen unter Multiplikation mit beliebigen ganzen Zahlen. Seiu =z-a+y-be [
und z € Z. Dann gilt

z-u=(z-xz)-a+(z-y)-bel.
Da der Ring der ganzen Zahlen ein Haupt-Ideal-Ring ist, gibt es also eine Zahl d € N, so dass
1=4d7
gilt. Setzen wir in der Definition von I wahlweise y = 0 oder z = 0 ein, so sehen wir, dass
aZ CI und bZCI
gilt, woraus nun
aZ CdZ und bZ CdZ,
folgt. Nach dem Lemma, das wir gerade bewiesen haben, folgt daraus
dla und d|b.

Damit ist d ein gemeinsamer Teiler von a und b. Wir zeigen, dass d sogar der grofite gemeinsame
Teiler von a und b ist. Dazu betrachten wir einen beliebigen anderen gemeinsamen Teiler e von a
und b:

ela und elb.

Nach dem letzten Lemma folgt daraus
aZ CeZ und bZ C eZ.

Da wir das Ideal I als {x caty-blx,ye Z} definiert hatten, konnen wir nun sehen, dass
I CeZ

gilt, denn fiir x,y € Z haben wir einerseits x - a € aZ C eZ und andererseits y - b € bZ C eZ, so
dass aufgrund der Abgeschlossenheit des Ideals eZ unter Addition insgesamt

a-c+b-yceZ
gilt. Setzen wir in der Beziehung I C eZ fiir I den Ausdruck dZ ein, haben wir also
dZ C eZ
gezeigt, was nach dem letzten Lemma zu
eld
dquivalent ist. Damit haben wir insgesamt gezeigt, dass
d = ggt(a,b)
gilt. Wegen I = dZ und d € dZ folgt also
ggt(a,b) e {z-a+y-b|z,yecZ}.
Damit gibt es dann x,y € Z, so dass
ggt(a,by=x-a+y-b
gilt. U
Bemerkung: Der Beweis des letzten Satzes war nicht konstruktiv. Wir werden im n#chsten Ab-

schnitt ein Verfahren angeben, mit dessen Hilfe wir die Zahlen x und y, fiir - a +y - b = ggt(a, b)
gilt, auch tatséchlich berechnen kénnen.
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7.2 Der Euklidische Algorithmus

Wir présentieren nun einen Algorithmus zur Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier
natiirlicher Zahlen x und y. Abbildung 7.1 auf Seite 84 zeigt eine SetIX-Funktion, die fiir gegebene
positive natiirliche Zahlen = und y den grofiten gemeinsamen Teiler ggt(z,y) berechnet. Diese
Funktion implementiert den Euklid’schen Algorithmus zur Berechnung des grofiten gemeinsamen
Teilers.

1 // Precondition: x > 0 and y > O.
2 ggtS := procedure(x, y) {

3 if (x < y) {

4 return ggt(x, y - x);

5 }

6 if (y <x) {

7 return ggt(x -y, y);

8 }

9 // We must have x = y at this point.
10 return Xx;

11 };

Abbildung 7.1: Der Euklidische Algorithmus zur Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers.

Um die Korrektheit des Euklidischen Algorithmus zu beweisen, benttigen wir das folgende
Lemma.

Lemma 7.10 Sind z,y € Z, so gilt fiir alle n € Ny
xhn=0Ay%n=0 ¢ (z+y)%hn=0Ay%n=0.

Beweis: Die Formel
PAqQ < TNQ
ist aussagenlogisch dquivalent zu der Formel
g (per)
Daher reicht es, wenn wir
yhn=0— (z%hn=0 « (z+y)%hn=0)

nachweisen. Unter Benutzung der Relation =,, und bei weiterer Beriicksichtigung der Tatsache,
dass

a~pb & albn=>b%n
gilt, konnen wir diese Formel auch als
Y~n 0= (27, 0 ¢ (z+y) =, 0)

schreiben. Diese Formel folgt aber aus der schon frither bewiesenen Tatsache, dass ~,, eine Kongruenz-
Relation ist. Fiir die Richtung “—” ist das unmittelbar klar und fiir die Richtung “+” ist nur zu
bemerken, dass aus

(r4+y) =, 0 und y=,O0,

aus der Vertriglichkeit der Relation =2, mit der Addition selbstverstéindlich auch die Vertriglich-
keit mit der Subtraktion folgt, so dass

r=(x+y)—y~,0—-0=0, alsoz=,0
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folgt. U

Korollar 7.11 Sind z und y positive natiirliche Zahlen, so gilt

ggt(z +y,y) = ggt(z,y).

Beweis: Das vorige Lemma zeigt, dass die Menge der gemeinsamen Teiler der beiden Paare (x,y)
und (z + y,y) identisch sind, dass also

gt(r,y) = gt(z +y,y)

gilt. Wegen

get(z,y) = max(gt(z,y)) = max(gt(z +y,y)) = ggt(z + y,y)
folgt die Behauptung. O
Satz 7.12 (Korrektheit des Euklidischen Algorithmus) Der Aufruf ggtS(z,y) des in Abbil-

dung 7.1 gezeigten Algorithmus berechnet fiir zwei positive natiirliche Zahlen x und y den groBten
gemeinsamen Teiler von x und y:

Vz,y € N: ggtS(z,y) = ggt(z,y).

Beweis: Wir fiihren den Beweis der Behauptung durch Wertverlaufs-Induktion.

1. Induktions-Anfang:

Die Berechnung bricht genau dann ab, wenn x = y ist. In diesem Fall wird als Ergebnis x
zuriickgegeben, wir haben also

gets(z,y) ==
Andererseits gilt dann
ggt(z,y) = ggt(z, ) = =,

denn z ist offenbar der gréfite gemeinsame Teiler von x und z.
2. Induktions-Schritt: Hier gibt es zwei Félle zu betrachten, z < y und y < z.

(a) = < y: In diesem Fall sagt die Induktions-Voraussetzung, dass das Ergebnis des rekur-
siven Aufrufs der Funktion ggtS() korrekt ist, wir diirfen also voraussetzen, dass

ggtsS(r,y — z) = ggt(z,y — x)
gilt. Zu zeigen ist
gets(z,y) = ggt(w,y).

Der Nachweis verlauft wie folgt:

getS(z,y) = ggtsS(zr,y —x) (nach Definition von ggtS(z,y))
v
= ggi(z,y — )
= ggt(y —x,z) (denn ggt(a,b) = ggt(b, a))
= ggt((y—x)+x,z) (nach Korollar 7.11)

ggt(y, x)
ggt(z, y)
und das war zu zeigen.

(b) y < x: Dieser Fall ist analog zu dem vorhergehenden Fall und wird daher nicht weiter
ausgefiihrt.
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Um nachzuweisen, dass das in Abbildung 7.1 gezeigte Programm tatséchlich funktioniert, miissen
wir noch zeigen, dass es in jedem Fall terminiert. Dies folgt aber sofort daraus, dass die Summe
der Argumente x + y bei jedem rekursiven Aufruf kleiner wird:

1. Falls x < y ist, haben wir fiir die Summe der Argument des rekursiven Aufrufs
x4+ (y—x)=y<z+y fallsz >0 ist.

2. Falls y < z ist, haben wir fiir die Summe der Argument des rekursiven Aufrufs
(z—y)+y=xz<z+y fallsy>0ist.

Falls nun « und y beim ersten Aufruf von 0 verschieden sind, so werden die Summen bei jedem
Aufruf kleiner, denn es ist auch sichergestellt, dass bei keinem rekursiven Aufruf eines der Argu-
mente von ggt() den Wert 0 annimmt: Falls x < y ist, ist y — 2 > 0 und wenn y < z ist, dann ist
x —y > 0 und im Fall z = y bricht die Rekursion ab. O

1 ggtS2 := procedure(x, y) {

2 if (y == 0) {

3 return Xx;

4 }

5 return ggt(y, x % y);
6 };

Abbildung 7.2: Der verbesserte Euklidische Algorithmus.

Der in Abbildung 7.1 gezeigte Algorithmus ist nicht sehr effizient. Abbildung 7.2 zeigt eine
verbesserte Version. Um die Korrektheit der verbesserten Version beweisen zu kénnen, bendtigen
wir einen weiteren Hilfssatz.

Lemma 7.13 Fir z,y € Z, n € Ny und k € N gilt

xhn=0Ay%n=0 <« (z—k-y)%hn=0Ay%n=0.
Beweis: Beriicksichtigen wir, dass beispielsweise die Gleichung = % n = 0 dquivalent zu x ~,, 0
ist, so kénnen wir die obige Behauptung auch in der Form

Yy~ 0= (27, 06 (z—k-y) =, 0)

schreiben. Diese Behauptung folgt aber aus der Tatsache, dass die Relation =, eine Kongruenz-
Relation ist. O

Korollar 7.14 Fiir x,y € Z und y # 0 gilt

ggt(x,y) = ggt(y, x hy).

Beweis: Nach dem Satz iiber die Divison mit Rest gibt es eine Zahl k € Z, so dass
x=k-y+axhy

gilt. Diese Gleichung formen wir zu
xhy=x—k-y

um. Dann haben wir fiir beliebige n € N die folgende Kette von Aquivalenzen:
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(x%y) hn=0Ay%n=0
S (x—k-y)hn=0Ay%n=0
S zhn=0ANy%hn=0 nach der letzten Aufgabe

Damit sehen wir aber, dass die Zahlen x % n und y die selben gemeinsamen Teiler haben wie die
Zahlen x und y

gt(x % n,y) = gt(z,y).
Daraus folgt sofort
ggt(z % n,y) = ggt(z,y)
und wegen ggt(a, b) = ggt(b, a) ist das die Behauptung. O

Satz 7.15 (Korrektheit des verbesserten Euklidischen Algorithmus)
Fiir die in Abbildung 7.2 gezeigte Funktion ggtS2() gilt

ggtS2(z,y) = ggt(w,y) fir v,y € N.

Beweis: Wir fithren den Beweis wieder durch eine Wertverlaufs-Induktion.
1. Induktions-Anfang: y = 0. In diesem Fall gilt
getS2(x,0) = z = ggt(x, 0).
2. Induktions-Schritt: Falls y # 0 ist, haben wir

ggtsS2(r,y) = ggtS2(y,z %y)

v .
= ggt(y,z %y)

= ggt(z,y),
wobel wir im letzten Schritt das Korollar 7.14 benutzt haben.

Es ist noch zu zeigen, dass ein Aufruf der Prozedur ggtS2(x,y) fiir beliebige x,y € N terminiert.
Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit anehmen, dass x > y ist, denn falls x < y ist,
dann gilt = % y = z und damit werden dann bei dem ersten rekursiven Aufruf ggt(y,z % y) die
Argumente x und y vertauscht.

Sei also jetzt y < z. Wir zeigen, dass diese Ungleichung dann auch bei jedem rekursiven Aufruf
bestehen bleibt, denn es gilt

xhy <vy.

Weiter sehen wir, dass unter der Voraussetzung y < x die Summe der Argumente bei jedem
rekursiven Aufruf kleiner wird, denn wenn y < x ist, haben wir

y+rxhy<yt+x, dazhy<y<xist.

Da die Summe zweier natiirlicher Zahlen nur endlich oft verkleinert werden kann, terminiert der
Algorithmus. O

Der Euklidische Algorithmus kann so erweitert werden, dass fiir gegebene Zahlen z,y € N zwei
Zahlen «, 8 € Z berechnet werden, so dass

a-z+ By =ggt(z,y)
gilt. Abbildung 7.3 zeigt eine entsprechende Erweiterung.

Satz 7.16 (Korrektheit des erweiterten Euklidischen Algorithmus)
Die in Abbildung 7.3 gezeigte Funktion eggt() erfiillt folgende Spezifikation:

Vr,y € N: (eggt(z,y) = [, 8] = a-z+ 8-y = ggt(z,y)).
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1 eggt := procedure(x, y) {

2 if (y==0){

3 return [ 1, 0 1;

4 }

s q:=x/7y;

6 r:=x%7Yy;

7 [ s, t 1 :=eggtly, r);
8 return [ t, s -~ q *x t ];
9 };

Abbildung 7.3: Der erweiterte Euklidische Algorithmus.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Wertverlaufs-Induktion.
1. Induktions-Anfang: y = 0.
Es gilt eggt(z,0) = [1,0]. Also haben wir @ = 1 und 3 = 0. Offensichtlich gilt
a-z+pB-y=1-24+0-y=x=ggt(z,0).
und damit ist die Behauptung in diesem Fall gezeigt.
2. Induktions-Schritt: y # 0.

Nach Induktions-Voraussetzung wissen wir, dass fiir den rekursiven Aufruf eggt(y,r) die
Gleichung

s-y+t-r=ggt(y,r) (7.2)
richtig ist. Nach dem Programm gilt » = % y und nach der Definition des Modulo-Operators
istxhy=x— (z+y)-y. Setzen wir dies in Gleichung (7.2) ein, so erhalten wir

sytit-(z—(z+y) y) =ggtly,z%y). (7.3)

Stellen wir die linke Seite dieser Gleichung um und beriicksichtigen weiter, dass nach Korollar
7.14 ggt(y,x % y) = ggt(x,y) gilt, so vereinfacht sich Gleichung (7.3) zu

t-x+(s—(z+y)-t) y=gegt(z,y).

In der Funktion eggt() ist ¢ als x/y definiert, wobei dort der Operator “/” aber fiir die
ganzzahlige Division mit Rest steht, so dass tatséchlich ¢ = x + y gilt. Damit haben wir

t-xt(s—q-t)-y=ggt(z,y)
und das ist wegen o =t und 8 = s — ¢ - t die Behauptung.

Der Nachweis der Terminierung ist der Selbe wie bei der Funktion ggtS2() und wird daher nicht
noch einmal angegeben. d

7.3 Der Fundamentalsatz der Arithmetik

Satz 7.17 (Lemma von Euler)
Es seien a und b natiirliche Zahlen und p sei eine Primzahl. Dann gilt

pla-b = plaVvp|b.

In Worten: Wenn p das Produkt zweier Zahlen teilt, dann muss p eine der beiden Zahlen des Produkts
teilen.
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Beweis: Wenn p das Produkt a - b teilt, dann gibt es eine natiirliche Zahl ¢, so dass
c-p=a-b (7.4)

ist. Wir nehmen an, dass p kein Teiler von a ist. Dann miissen wir zeigen, dass p eine Teiler von
b ist. Wenn p kein Teiler von a ist, dann folgt aus der Tatsache, dass p eine Primzahl ist, dass

ggt(p,a) =1

gilt. Nach dem Lemma von Bezdéut (Satz 7.9) gibt es also ganze Zahlen z und y, so dass
l=2-p+y-a

gilt. Wir multiplizieren diese Gleichung mit b und erhalten
b=z-p-b+y-a-b

An dieser Stelle nutzen wir aus, dass nach Gleichung (7.4) a - b = ¢ p gilt und formen die obige
Gleichung fiir b wie folgt um:

Klammern wir hier p aus, so haben wir
b=(xz-b+y-c)p.

und daraus sehen wir, dass p ein Teiler von b ist, was zu zeigen war. O

Eine Primfaktor-Zerlegung einer natiirlichen Zahl n ist ein Produkt der Form
p1-p2- ... Pk,
wobei alle Faktoren pq, - - -, pr Primzahlen sind. Beispielsweise ist
2-3-3-5

eine Primfaktor-Zerlegung der Zahl 90. Ublicherweise fassen wir dabei noch gleiche Faktoren zu-
sammen, in dem oberen Beispiel wiirden wir also

90=2-32.5

schreiben. Sind pq, - - -, p verschiedene Primzahlen, die der Grofle nach angeordnet sind, gilt also
p1 <p2 < <P <Pig1 < < P,

und sind eq, ---, ep positive natiirliche Zahl, so nennen wir einen Ausdruck der Form

€i __

k
[l o =pi" - ... -0t
=1

eine kanonische Primfaktor-Zerlegung. Die Tasache, dass es fiir jede natiirliche Zahl, die grofler
als 1 ist, eine kanonische Primfaktor-Zerlegung gibt, die dariiber hinaus noch eindeutig ist, ist ein
wesentliches Ergebnis der elementaren Zahlentheorie.

Theorem 7.18 (Fundamentalsatz der Arithmetik)
Es sei n eine natiirliche Zahlen groBer als 1. Dann 148t sich n auf genau eine Weise in der Form
n=pi - ... -pg" mit Primzahlen p; <py <--- < pp

und positiven ganzzahligen Exponenten ey, --- , e, schreiben.

Beweis: Wir zeigen zuniichst die Existenz einer Primfaktor-Zerlegung fiir jede natiirliche Zahl n
grofler als 1. Wir fithren diesen Nachweis durch Induktion nach n.
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LA. n=2:
Da 2 eine Primzahl ist, kénnen wir
n =21
schreiben und haben damit eine kanonische Primfaktor-Zerlegung gefunden.

IS. 2,--- ,n—1—n:

Wir fithren eine Fallunterscheidung durch.

(a) Fall: n ist eine Primzahl.

Dann ist n = n! bereits eine kanonische Primfaktor-Zerlegung von n.

(b) Fall: n ist keine Primzahl.
Dann gibt es natiirliche Zahlen a und b mit

n=a-b unda>1undb>1,

denn wenn es keine solche Zerlegung gébe, wére n eine Primzahl. Damit ist klar, dass so-
wohl a < n als auch b < n gilt. Nach Induktions-Voraussetzung gibt es also Primfaktor-
Zerlegungen fiir a und b:

a=pi*- ... -pf und b:qlf1~ -qlfl.

Multiplizieren wir diese Primfaktor-Zerlegungen, sortieren die Faktoren geeignet und
fassen wir dann noch Faktoren mit der gleichen Basis zusammen, so erhalten wir offen-
bar eine Primfaktor-Zerlegung von a - b und damit von n.

Um den Beweis abzuschlieen zeigen wir, dass die Primfaktor-Zerlegung eindeutig sein muss.
Diesen Nachweis fithren wir indirekt und nehmen an, dass n die kleinste natiirliche Zahl ist, die
zwei verschiedene Primfaktor-Zerlegung hat, beispielsweise die beiden Zerlegungen

n=pi'- ... pi* und n:q{l-...~qif’. (7.5)
Zunichst stellen wir fest, dass dann die Mengen

{pla"' 7pk} und {CIh"' 7ql}

disjunkt sein miissen, denn wenn beispielsweise p; = ¢; wére, konnten wir die Primfaktor-Zerlegung
durch p; teilen und hétten dann

, f1
- Py —”/pi:”/qj':qfl- cg .qlfl_

Damit hétte auch die Zahl n/p;, die offenbar kleiner als n ist, zwei verschiedene Primfaktor-
Zerlegungen, was im Widerspruch zu der Annahme steht, dass n die kleinste Zahl mit zwei ver-
schiedenen Primfaktor-Zerlegungen ist. Wir sehen also, dass die Primfaktoren pq, - - -, px und

q1, -+, q; voneinander verschieden sein miissen. Nun benutzen wir das Lemma von Euklid: Aus

{1~ -qlfl

Ei—l €

[ R

Pt .. P =¢q
folgt zunéchst, dass p; ein Teiler von dem Produkt ¢7' - ... -qlf ' ist. Nach dem Lemma von Euklid
folgt nun, dass p; entweder g;' oder qu - ~qlf’ teilt. Da p; von ¢ verschieden ist, kann p;
kein Teiler von ¢;* sein. Durch Iteration dieses Arguments sehen wir, dass p; auch kein Teiler von
q{g, ceey qlf 7! ist. SchlieBlich bleibt als einzige Moglichkeit, dass p; ein Teiler von ¢j' ist, was aber
wegen p; # ¢ ebenfalls unmoglich ist. Damit haben wir einen Widerspruch zu der Annahme, dass

n zwei verschiedene Primfaktor-Zerlegungen besitzt und der Beweis ist abgeschlossen. O
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7.4 Die Eulersche p-Funktion

Es sei n € N mit n > 0 gegeben. Die multiplikative Gruppe Z;, ist durch
Ly ={x€Zy |y €Ly z-yr,1}

definiert. Die Menge Z enthilt also genau die Zahlen aus Z,, die beziiglich der Multiplikation
ein Inverses modulo n haben. Beispielsweise gilt

Z: ={1,2,3,4},
denn alle Zahlen der Menge {1,2,3,4} haben ein Inverses beziiglich der Multiplikation modulo 5.
1. Wir haben 1-1 =5 1, also ist 1 das multiplikative Inverse modulo 5 von 1.
2. Wir haben 2 -3 = 6 =5 1, also ist 3 das multiplikative Inverse modulo 5 von 2.
3. Wir haben 3 -2 = 6 =5 1, also ist 2 das multiplikative Inverse modulo 5 von 3.
4. Wir haben 4 -4 = 16 ~j5 1, also ist 4 das multiplikative Inverse modulo 5 von 4.

Auf der anderen Seite haben wir
ZZ = {15 3}v

denn 3-3 =9 =4 1, so dass die Zahl 3 das multiplikative Inverse modulo 4 von 3 ist, aber die Zahl
2 hat kein multiplikative Inverses modulo 4, denn wir haben 2 -2 = 4 ~4 0. Generell kann eine
Zahl x, fiir die es ein y %, 0 mit

z-y~n0

gibt, kein multiplikatives Inverses haben, denn falls z ein solches Inverses wére, so konnten wir die
obige Gleichung einfach von links mit z multiplizieren und hétten dann

Z2-x-yY R, 20,

woraus wegen z - x =2, 1 sofort y =, 0 folgen wiirde, was im Widerspruch zu der Voraussetzung
y %, 0 steht.

Bemerkung: Wir haben oben von der multiplikativen Gruppe Z;, gesprochen. Wenn wir von einer
Gruppe sprechen, dann meinen wir damit genau genommen nicht nur die Menge Z, sondern die
Struktur

< :u 17 'n>a
wobei die Funktion -, : Z) x Z; — Z, durch
Tny:=(@-y)hn

definiert ist. Dass die Menge Z;, mit der so definierten Multiplikation tatséchlich zu einer Gruppe
wird, folgt letzlich aus der Vertraglichkeit der Relation ~,, mit der gewthnlichen Multiplikation.
Die Details iiberlasse ich Thnen in der folgenden Aufgabe.

Aufgabe 30: Zeigen Sie, dass die oben definierte Struktur (Z*,1,-,) eine Gruppe ist.

Definition 7.19 (Eulersche ¢-Funktion) Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 definieren wir
o(n) := card(Z,).

Um spitere Definitionen zu vereinfachen, setzen wir auBerdem (1) := 1. 0

Satz 7.20 (Existenz von multiplikativen Inversen modulo n)
Es sei n € N mit n > 1. Eine Zahl a € Z,, hat genau dann ein multiplikatives Inverses modulo n, wenn

ggt(a,n) =1 gilt.
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Beweis: Wir zerlegen den Beweis in zwei Teile.

1.

“=": Wir nehmen an, dass a ein multiplikatives Inverses hat und zeigen, dass daraus
ggt(a,n) =1 folgt.

Bezeichnen wir das multiplikative Inverse modulo n von a mit b, so gilt
b-ar,1

Nach Definition der Relation =, gibt es dann eine natiirliche Zahl k, so dass
b-a=1+k-n

gilt. Daraus folgt sofort
b-a—k-n=1 (7.6)

Sei nun d ein gemeinsamer Teiler von a und n. Dann ist d offenbar auch ein gemeinsamer
Teiler von b - a und k - n und weil allgemein gilt, dass ein gemeinsamer Teiler zweier Zahlen
z und y auch ein Teiler der Differenz x — y ist, konnen wir folgern, dass d auch ein Teiler
vonb-a—Fk-n ist:

d|b-a—k-n.

Aus Gleichung (7.6) folgt nun, dass d auch ein Teiler von 1 ist. Damit haben wir gezeigt,
dass a und n nur den gemeinsamen Teiler 1 haben:

ggt(a,n) = 1.

. “<": Jetzt nehmen wir an, dass ggt(a,n) = 1 ist und zeigen, dass a dann ein multiplikatives

Inverses modulo n besitzt.

Sei also ggt(a,n) = 1. Nach dem Lemma von Bezéut (Satz 7.9) gibt es also ganze Zahlen x
und y, so dass

r-a+y-n=1.
gilt. Stellen wir diese Gleichung um, so erhalten wir
rz-a=1—y-n~,1, alsox-a=,]l.

Damit ist x das multiplikative Inverse von a modulo n. O

Korollar 7.21 Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt

o(n) = card({z € Zy, | ggt(z,n) = 1}).

Als Konsequenz des letzten Satzes kénnen wir nun die Eulersche p-Funktion fiir Potenzen von
Primzahlen berechnen.

Satz 7.22 (Berechnung der ¢-Funktion fiir Primzahl-Potenzen) Es seip eine Primzahl und
n eine positive natiirliche Zahl. Dann gilt

o) =p" - (p—1).

Beweis: Nach Satz 7.20 miissen wir zéhlen, welche Zahlen in der Menge

an :{0717"' 7pn_1}

zu der Zahl p™ teilerfremd sind, denn es gilt

<p(p”) = card({x € Zpn | ggt(x,p") = 1})

Wir definieren daher die Menge A als

A:={z €Z, | ggt(z,p") = 1}.
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Weiter ist es niitzlich, das Komplement dieser Menge beziiglich Z,~» zu betrachten. Daher definieren
wir
B = Zy\A
= Zpn\{x € Zpn | ggt(z,p") = 1}
= {z €Zp | ggt(z,p™) > 1}.

Die Menge B enthilt also die Zahlen aus Z,», die mit p™ einen gemeinsamen Teiler haben. Da p
eine Primzahl ist, enthélt die Menge B folglich genau die Vielfachen der Primzahl p, die kleiner
als p™ sind. Daher kénnen wir B wie folgt schreiben:

B:={y-plyec{0,1,---,p"~ ' —1}}.
Offenbar gilt
card(B) = card({0,1,--- ,p"~ ' —1}) = p"~ L.
Andererseits folgt aus der Gleichung A = Z,»\ B sofort
¢(p") = card(A) = card(Zyn) — card(B) = p" —p"~ ' =p"~ 1. (p—1).

Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Um das Produkt ¢(p - q) fiir zwei verschiedene Primzahlen p und ¢ berechnen zu konnen,
benétigen wir den folgenden Satz.

Satz 7.23 (Chinesischer Restesatz, 1. Teil)
Es seien m,n € N natiirliche Zahlen groBer als 1 und es gelte ggt(m,n) = 1. Weiter gelte a € Z,, und
b € Z,,. Dann gibt es genau eine Zahl x € Z,,.,,, so dass

r~n,a und xT=,b
gilt.
Beweis: Wir zerlegen den Beweis in zwei Teile. Zunéchst zeigen wir, dass tatséchlich ein x € Zy,.,,

existiert, das die beiden Gleichungen = ~,, a und x =2, b erfiillt sind. Anschlielend zeigen wir,
dass dieses x eindeutig bestimmt ist.

1. Aus der Voraussetzung, dass ggt(m,n) = 1 folgt nach dem Satz iiber das multiplikative
Inverse modulo n (Satz 7.20), dass die Zahl m ein multiplikatives Inverses modulo n und
die Zahl n ein multiplikatives Inverses modulo m hat. Bezeichnen wir diese Inversen mit
bzw. v, so gilt also

m-ux,1l und n-v=, ]l

Wir definieren nun
z:=(a-n-v+b-m-u)%h(m-n).

Nach dem Satz iiber die Division mit Rest hat z dann die Form
r=a-n-v+b-m-u—k-(m-n)

mit einem geeigneten k. Nach Definition von x ist klar, dass x € Z,,.,, ist. Einerseits folgt
aus der Vertréglichkeit der Relation ~,, mit Addition und Multiplikation und der Tatsache,
dass

m%m=0, alsom=,,0
ist, dass auch
b-m-u—k-(m-n)=,0
gilt. Andererseits folgt aus n - v ~,, 1, dass

a-n-vy, a
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gilt, so dass wir insgesamt
r=a-n-v+b-m-u—=k-(m-n)=,a

haben. Analog sehen wir, dass
a-n-v—Fk-(m-n)=,0

gilt. Weiter folgt aus m - u =, 1, dass
b-m-um,b

gilt, so dass wir aulerdem
r=b-m-uta-n-v—k-(m-n)x,b

haben.

2. Es bleibt die Eindeutigkeit von x zu zeigen. Wir nehmen dazu an, dass fiir 1,29 € Zp,.n
sowohl

T Ay, a und 1 &, b,  alsauch x5 &, a und x5 =, b
gelte. O.B.d.A. gelte weiter 1 < xo. Wir wollen zeigen, dass dann 1 = x5 gelten muss. Aus
T1 R @ und xo &y, a folgt x1 &, 2. Also gibt es eine Zahl k € N; so dass
xo=x1+k-m (7.7)
gilt. Aus z1 =, b und x4 ~, b folgt x1 =, x5. Also gibt es eine Zahl [ € N, so dass
To=x1+1-n (7.8)

gilt. Aus den Gleichungen (7.7) und (7.8) folgt dann
k-m=x0—21=10-n.

Da m und n teilerfremd sind, folgt daraus, dass m ein Teiler von [ ist. Es gibt also eine
natiirliche Zahl 4, so dass [ =4 - m ist. Damit haben wir dann insgesamt

XTo— TP =1-M-N.

Da andererseits sowohl x5 als auch x; Elemente von Z,,.,, sind, muss
Tog—Tp <mMm-n

sein. Da ¢ eine natiirlich Zahl ist, geht das nur, wenn ¢ = 0 ist. Wir haben also
xo—21=0-m-n=0

und folglich gilt x5 = 4. O

Korollar 7.24 (Chinesischer Restesatz, 2. Teil)
Sind m,n € N mit ggt(m,n) = 1 und definieren wir die Funktion

T Lopen, = Loy X L, durch  7(z) := (x % m,x % n),

so ist Funktion 7 bijektiv.

Beweis: Wir zeigen Injektivitdt und Surjektivitdt der Funktion getrennt.

1. Injektivitdt: Es seien x1, 3 € Zy,., und es gelte w(x1) = m(x2). Nach Definition der Funktion
7 gilt dann

z1hm=z2%m und z1%hn=ax2%n.

Wir definieren a := 21 % m und b := x1 % n und haben dann sowohl
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T1Rpa und xR, b
als auch
To Xy a  und 2o =, b

Nach dem Chinesischen Restesatz gibt es aber nur genau ein © € Z,,.,, welches die beiden
Gleichungen

Tr~,a und xz=,b.
gleichzeitig erfiillt. Folglich muss x; = x5 sein.
2. Surjektivitéit: Nun sei (a,b) € Z,, X Z, gegeben. Wir miissen zeigen, dass es ein © € Z,.p,
gibt, so dass 7(z) = (a,b) gilt. Nach dem Chinesischen Restesatz existiert ein @ € Zp,.p,, so
dass

r~,a und x~,b

gilt. Wegen a € Z,, und b € Z,, gilt a %4 m = a und b % n = b und daher konnen wir die
beiden Gleichungen auch in der Form

rzhm=a und z%hn=2>b
schreiben. Damit gilt
m(z) = (xz %hm,x%hn) = (a,b)

und der Beweis ist abgeschlossen. 0

Aufgabe 31: Versuchen Sie den Chinesischen Restesatz so zu verallgemeinern, dass er fiir eine
beliebige Liste [my,ma,- - ,mg] von paarweise teilerfremden Zahlen gilt und beweisen Sie den
verallgemeinerten Satz.

Aufgabe 32: Implementieren Sie ein Programm, das mit Hilfe des Chinesischen Restesatzes Sys-
teme von Kongruenzen der Form

rhmi=ai, xhme =as, -, T %hm = ag
16sen kann und 16sen Sie mit diesem Programm das folgende Rétsel.

A girl was carrying a basket of eggs, and a man riding a horse hit the basket and broke
all the eggs. Wishing to pay for the damage, he asked the girl how many eggs there were.
The girl said she did not know, but she remembered that when she counted them by
twos, there was one left over; when she counted them by threes, there were two left over;
when she counted them by fours, there were three left over; when she counted them by
fives, there were four left; and when she counted them by sixes, there were five left over.
Finally, when she counted them by sevens, there were none left over. ‘Well,” said the
man, ‘I can tell you how many you had.” What was his answer?

Satz 7.25 Es seien m und n positive natiirliche Zahlen. Dann gilt fir alle positiven natiirlichen Zahlen
x die Aquivalenz

ggtix,m-n)=1 <& ggtlx,m)=1 A ggt(z,n) = 1.

Beweis: Dies folgt aus dem Fundamentalsatz der Arithmetik und dem Lemma von Euler: Ist p

ein Primfaktor von x, so teilt p das Produkt m - n genau dann, wenn es einen der Faktoren teilt.
O

Satz 7.26 (Produkt-Regel zur Berechnung der ¢-Funktion)
Es seien m und n natiirliche Zahlen groBer als 1 und es gelte ggt(m,n) = 1. Dann gilt

p(m-n)=p(m)-p(n).
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Beweis: Nach Definition der Eulerschen p-Funktion miissen wir zeigen, dass unter den gegebenen
Voraussetzungen

card(Zz,.,.) = card(Z},) - card(Z})

gilt. Nach dem 2. Teil des Chinesischen Restesatzes (Korollar 7.24) ist die Funktion
T Lpon, = Loy X L, mit w(x) := (xz % m,z % n)

eine Bijektion vom Z,,., in das kartesische Produkt Z,, x Z, . Offenbar gilt
7, <Ly, L} <Zy, und ZF, ., CZpyn.

Auflerdem haben wir die folgende Kette von Schlussfolgerungen:

S Z:run
get(z,m-n)=1 nach Definition von Z,
ggt(x,m) =1 A ggt(z,n) =1 Satz 7.25

get(x %hm,m)=1Aggt(x %hn,n)=1

U

rhmeZy, und z%hn€Z;
= (xhm,xhn) €L XL
Dies zeigt, dass die Funktion 7 die Menge Z, ,, in das kartesische Produkt Z;, x Z; abbildet. Haben

wir umgekehrt ein Paar (a,b) € Z, x Z; gegeben, so zeigt zunichst der Chinesische Restesatz,
dass es ein x € Z,,., gibt, fiir das

xhm=a und x%n=0>ist.
Weiter haben wir dann die folgende Kette von Schlussfolgerungen:

a €, NbeZ;

= ggt(a,m) = 1A ggt(b,n) =1

= ggt(z hm,m)=1Aggt(x %n,n)=1
= ggt(z,m) =1Aggt(z,n) =1

= ggt(z,m-n) =

= z€Z,

Dies zeigt, dass die Einschrinkung der Funktion 7 auf die Menge Z, ,, eine surjektive Abbildung
auf das kartesische Produkt Z; x Z7 ist. Da wir weiterhin wissen, dass die Funktion 7 injektiv
ist, miissen die Mengen Z}, , und Z}, x Z! die gleiche Anzahl von Elementen haben:

card(Z?,.,,) = card(Z}, x 7)) = card(Z},) - card(Z)
Also gilt p(m - n) = o(m) - p(n). O
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7.5 Die Siatze von Fermat und Euler

Der folgende Satz von Pierre de Fermat (1607 - 1665) bildet die Grundlage verschiedener krypto-
grafischer Verfahren.

Satz 7.27 (Kleiner Satz von Fermat)
Es sei p eine Primzahl. Dann gilt fiir jede Zahl k € Z;

kPt a1

Beweis: Wir erinnern zunéchst an die Definition der multiplikativen Gruppe Z; als
Ly :={x €Ly |y €Ly v -y=y 1}

Wir wissen nach Satz 7.22, dass
card(Zy) = p(p) =p—1

gilt. Da die 0 sicher kein Inverses beziiglich der Multiplikation modulo p haben, miissen alle Zahlen
aus der Menge {1, - ,p — 1} ein multiplikatives Inverses haben und es gilt

Z5={1,-- ,p—1}.

Diese Behauptung hiitten wir alternativ auch aus dem Satz 7.20 folgern konnen, denn fiir alle

re{l,---,p—1} gilt ggt(z,p) = 1.
Als néchstes definieren wir eine Funktion

f:Zy, —Zy, durch f(l)=(k-1)%p.
Zunichst miissen wir zeigen, dass fiir alle [ € Z; tatsichlich
0 ez

gilt. Dazu ist zu zeigen, dass (k-1) % p # 0 gilt, denn sonst hiitte k - I kein multiplikatives Inverses.
Falls k - I ~, 0 wire, dann wére p ein Teiler von k - [. Da p eine Primzahl ist, miisste p dann
entweder k oder [ teilen, was wegen k,l < p nicht moglich ist.

Als néichstes zeigen wir, dass die Funktion f injektiv ist. Seien also l1,l2 € Z;, gegeben, so dass

fll) = f(l2)

gilt. Nach Definition der Funktion f bedeutet dies
(k-l)hp=(k-12) %p,

was wir auch kiirzer als
k-li=p k-l

schreiben kénnen. Da k € Zy ist, gibt es ein multiplikatives Inverses h zu k, fiir das h-k =, 1 gilt.
Multiplizieren wir daher die obige Gleichung mit h, so erhalten wir

h-k-ly~ph- k-l
woraus sofort
Iy =p o

folgt. Da sowohl [; als auch [, Elemente der Menge Z;‘, sind, bedeutet dies [; = I und damit ist
die Injektivitat der Funktion f gezeigt.

Nun folgt eine Zwischeniiberlegung, die wir gleich bendtigen. Ist allgemein f : A — B eine
injektive Funktion, fiir die n := card(A) = card(B) ist, so muss f auch surjektiv sein, was wir
anschaulich wie folgt einsehen kénnen: Wenn wir n verschiedene Murmeln (die Elemente von A)
auf n Schubladen (die Elemente von B) verteilen miissen und wir (wegen der Injektivitidt von f)
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niemals zwei Murmeln in die selbe Schublade legen diirfen, dann miissen wir tatséchlich in jede
Schublade eine Murmel legen und letzteres heifit, dass f surjektiv sein muss.

Wir wenden nun die Zwischeniiberlegung an: Da f eine Funktion von Zj; nach Zj ist und
trivialerweise card(Zy) = card(Zy,) gilt, konnen wir aus der Injektivitit von f auf die Surjektivitit
von f schlielen.

Der Schliissel des Beweises liegt in der Betrachtung des folgenden Produkts:

p—1
Pi= L) = F0)- ) o o= 1),
Aufgrund der Tatsache, dass die Funktion f : Z; — Z; surjektiv ist, wissen wir, dass
f(zy) = 7;

gilt. Schreiben wir die Mengen auf beiden Seiten dieser Gleichung hin, so erhalten wir die Glei-
chung

{f(l)vf(Z)v 7f(p_1)} = {1a27"' ap_]-}~
Damit kénnen wir das oben definierte Produkt P auch anders schreiben, es gilt
fW-f@2) o fle-1)=1-2- ... -(p—1),

denn auf beiden Seiten haben wir alle Elemente der Menge Z;, aufmultipliziert, lediglich die Rei-
henfolge ist eine andere. Setzen wir hier die Definition der Funktion f ein, so folgt zunéchst

(k1) %p) - ((k-2)%p)- .. - ((k-(pP=1)%p)=1-2- ... - (p—1).
Da offenbar (k- i) % p =, k -4 gilt, folgt daraus
(k-1)-(k-2)- ... -(k-(p—l)) ~pl-2- 0 - (p—1).
Ordnen wir die Terme auf der linken Seite dieser Gleichung um, so folgt
kP12 o0 c(p=1) & 1-2- Lo - (p—1).
Da die Zahlen 1, 2, - - -, p; modulo p ein multiplikatives Inverses haben, kénnen diese Zahlen auf
beiden Seiten der Gleichung herausgekiirzt werden und wir erhalten
kPt a2, 1.
Das war gerade die Behauptung. O

Korollar 7.28 Es sei p eine Primzahl. Fiir alle k € Z,, gilt dann kP =, k.

Beweis: Falls k € Z, ist, folgt die Behauptung, indem wir die Gleichung kP~1 a, 1 mit k
multiplizieren. Anderfalls gilt ¥ = 0 und offenbar gilt 0P = 0. g

Der kleine Satz von Fermat a?~! =, 1 ldBt sich auf den Fall, dass p keine Primzahl ist,
verallgemeinern. Es ist dann lediglich zu fordern, dass die Zahlen a und n teilerfremd sind und

an Stelle des Exponenten p — 1 tritt nun die ¢-Funktion. Diese Verallgemeinerung wurde von
Leonhard Euler (1707 — 1783) gefunden.

Satz 7.29 (Satz von Euler)
Es sein € N und a € Z;,. Dann gilt

a?™ ~, 1.

Beweis: Wir gehen aus von der Definition von

ZZ5:{$€Zn|3yEZn:x-yzp1}
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als der Menge aller der Zahlen, die ein multiplikatives Inverses beziiglich der Multiplikation modulo
n haben. Wir erinnern auflerdem daran, dass

Zy, = {x € Ln | ggt(x,n) =1}
gilt. Nach Definition der ¢-Funktion gilt
card(Z?) = o(n).
gilt. Analog zum Beweis des Satzes von Fermat definieren wir eine Funktion
f:Z2x =7 durch f(I)=(a-1)%n.
Zunéchst miissen wir zeigen, dass fiir alle [ € Z, tatséchlich
) e z;

gilt. Dazu ist zu zeigen, dass (a -1) % n € Z7 ist. Dies folgt aber sofort aus Satz 7.25, denn wegen
l € Z und a € Z wissen wir, dass ggt(l,n) = 1 und ggt(a,n) = 1 ist und nach Satz 7.25 folgt
dann auch ggt(a - 1,n) = 1, woraus ggt((a - 1) % n,n) =1 folgt und letzteres ist zu (a-1) % n € Z},
dquivalent.

Als néchstes zeigen wir, dass die Funktion f injektiv ist. Seien also Iy, 12 € Z} gegeben, so dass

f(l) = f(l2)

gilt. Nach Definition der Funktion f bedeutet dies
(a-li)hn=1(a-l2) %hn,

was wir auch kiirzer als
a-ly =, a-ls,

schreiben kénnen. Da a € Z, ist, gibt es ein multiplikatives Inverses b zu a, fiir das b - a ~,, 1 gilt.
Multiplizieren wir daher die obige Gleichung mit b, so erhalten wir

b-a-ly~,b-a-ls,
woraus wegen b - a ~,, 1 sofort

l1~p 1o
folgt. Da sowohl [; als auch Iy Elemente der Menge Z; sind, folgt [y = Iy und damit ist die
Injektivitdt der Funktion f gezeigt.

Genau wie im Beweis des kleinen Satzes von Fermat folgern wir nun aus der Injektivitéat der
Funktion f, dass f auch surjektiv sein muss und betrachten das folgende Produkt:

Pi= 11 ().

i€Ly,
Aufgrund der Tatsache, dass die Funktion f : Z} — Z7 surjektiv ist, wissen wir, dass
f(Zy) =7,

gilt. Daher kénnen wir P auch einfacher berechnen, es gilt

P= 1] i

i€y,
die beiden Darstellungen von P unterscheiden sich nur in der Reihenfolge der Faktoren. Damit
haben wir

I f()= 1T i

i€y, i€Z7

Auf der linken Seite setzen wir nun die Definition von f ein und haben dann
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Il (a-9)%n= 1] 1,

i€Zy, i€zy,

woraus

acard(Z:) . H i, H i
i€Z, €L
folgt. Kiirzen wir nun das Produkt [] ¢ auf beiden Seiten dieser Gleichung weg und beriicksich-
i€Z
tigen, dass card(Z}) = ¢(n) ist, so haben wir die Gleichung

a?(™ 1

bewiesen. O
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7.6 Der RSA-Algorithmus

In diesem Abschnitt sehen wir, wozu die p-Funktion niitzlich ist: Wir prisentieren den Algorithmus
von Rivest, Shamir und Adleman [RSA78] (kurz: RSA-Algorithmus), der zur Erstellung digitaler
Signaturen verwendet werden kann.

Der RSA-Algorithmus beginnt damit, dass wir zwei grofle Primzahlen p und ¢ mit p # ¢ er-
zeugen. Grof$ heifit in diesem Zusammenhang, dass zur Darstellung der beiden Zahlen p und ¢
jeweils mehrere hundert Stellen benttigt werden. AnschlieSend bilden wir das Produkt

n:=p-q.

Das Produkt n machen wir 6ffentlich bekannt, aber die beiden Primzahlen p und ¢ bleiben geheim.
Weiter berechnen wir

pn)=¢p-q)=@-1) (¢-1)
und suchen eine natiirliche Zahl e < (p — 1) - (¢ — 1), so dass
ggtle,(p—1)-(¢— 1)) =1

gilt. Die Zahl e wird wieder 6ffentlich bekannt gemacht. Aufgrund der Tatsache, dass die beiden
Zahlen e und (p — 1) - (¢ — 1) teilerfremd sind, gilt e € Z?pfl)_(qfl) und damit hat die Zahl e ein

multiplikatives Inverses d modulo (p — 1) - (¢ — 1), es gilt also
d-eXp-1).q-1 L

Wir erinnern an dieser Stelle daran, dass die Zahl d mit Hilfe des erweiterten Euklid’schen Algo-
rithmus berechnet werden kann, denn da ggt(e7 (p—1)(¢— 1)) = 1 ist, liefert der Euklid’sche
Algorithmus Zahlen « und 3, fiir die

aetf-(p—1)-(¢-1)=1

gilt. Definieren wir d :== a % ((p — 1) - (¢ — 1)), so sehen wir, dass in der Tat
d-e@p-1)(g-1) L

gilt. Die Zahl d bleibt geheim. Wegen der letzten Gleichung gibt es ein k € N, so dass
d-e=1+k-(p—1)-(g—1)

gilt. Wir definieren eine Verschlisselungs-Funktion
f:Z2,—7Z, durch f(x):=2°%n.

Weiter definieren wir eine Funktion
g: %y — Ty durch g(z):= 2% %n.

Wir behaupten, dass fiir alle z, die kleiner als m := min(p, ¢) sind,

9(f(x)) ==
gilt. Dies rechnen wir wie folgt nach:
9(f(@)) = g(=*%n)
= (2°% n)d hn
= 2¢U%n

= gltk=1-(a=1) y p
— T - xk'(pfl)'(qfl) % n
Um den Beweis abzuschlieflen, zeigen wir, dass

xk'(pfl)'(qfl) % n=1
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ist. Da & < min(p, q) gilt und n = p- ¢ ist, haben wir ggt(x,n) = 1. Daher gilt nach dem Satz von
Euler

29 ) 1.

Da n = p-q ist und da p und ¢ als verschiedene Primzahlen sicher teilerfremd sind, wissen wir,
dass

pn)=9@-q) =¢p) vl@=mpP-1) (@-1)

gilt. Damit folgt aus dem Satz von Euler, dass
gD @1 o (7.9)

gilt, woraus sofort

gk @=1(a=1) 1
folgt. Diese Gleichung kénnen wir auch als
k=)= vy n =1

schreiben. Multiplizieren wir diese Gleichung mit = und beriicksichtigen, dass = % n = z, denn
x < n, so erhalten wir

9(f(2)) =z -2k @D =Dy n = ¢
und damit kann g(x) tatséichlich als Entschlisselungs-Funktion benutzt werden um aus dem ko-
dierten Wert f(z) den urspriinglichen Wert z zuriickzurechnen.

Der RSA-Algorithmus funktioniert nun wie folgt:

1. Zun#chst wird die zu verschliisselnde Nachricht in einzelne Blocke aufgeteilt, die jeweils durch
Zahlen z kodiert werden konnen, die kleiner als p und ¢ sind.

2. Jede solche Zahl x wird nun zu dem Wert x¢ % n verschliisselt:

T € hn.

3. Der Empfianger der Nachricht kann aus dem verschliisselten Wert y = x° % n die urspriing-
liche Botschaft x wieder entschliisseln, indem er die Transformation

y—=yt%n
durchfiihrt, denn wir hatten ja oben gezeigt, dass
(¢ %hn)?%n=2x

ist. Dazu muss er allerdings den Wert von d kennen. Dieser Wert von d ist der geheime
Schliissel.

In der Praxis ist es so, dass die Werte von n und e veroffentlicht werden, der Wert von d bleibt
geheim. Um den Wert von d zu berechnen, muss das Produkt (p—1)-(¢—1) berechnet werden, was
iibrigens gerade ¢(n) ist. Nun ist bisher kein Algorithmus bekannt, mit dem ein Zahl n effizient in
Primfaktoren zerlegt werden kann. Daher kann die Zahl d nur mit sehr hohen Aufwand bestimmt
werden. Folglich kann, da n und e 6ffentlich bekannt sind, jeder eine Nachricht verschliisseln, aber
nur derjenige, der auch d kennt, kann die Nachricht wieder entschliisseln.

Der RSA-Algorithmus kann auch zum digitalen Signieren eingesetzt werden. Dazu bleibt e
geheim und d wird offentlich gemacht. Eine Nachricht « wird dann als f(z) verschliisselt. Diese
Nachricht kann jeder durch Anwendung der Funktion « — g(x) wieder entschliisseln, um aber eine
gegebene Nachricht = als f(x) zu verschliisseln, bedarf es der Kenntnis von e.
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Kapitel 8

Komplexe Zahlen

8.1 Einfiihrung und Definition

Die Gleichung 22> = —1 hat in den reelen Zahlen keine Losung. Wir wollen uns iiberlegen, ob es
eventuell moglich ist, die Menge der reellen Zahlen so zu erweitern, dass die Gleichung 22 = —1
doch eine Losung hat. Bezeichnen wir diese Losung mit 7, so muss fiir dieses i also

i-1=-—1

gelten. Wir definieren dann die Menge C der komplezen Zahlen als Menge von Paaren
C:={(z,y) |z e RAy € R}.

Unser Ziel ist es, auf der Menge C Operationen + und - so einzufithren, dass die Struktur
(C,(0,0),(1,0),+,-)

damit ein Korper wird und das gleichzeitig fiir ¢ die Gleichung 7 - ¢ = —1 erfiillt ist. Zur Vereinfa-
chung der Schreibweise werden wir dass Paar

(x,y) oftauchals xz+4+1i-y

schreiben. Das diese Schreibweise tatséchlich sinnvoll ist, sehen wir spéter. Weiter definieren wir
auf den komplexen Zahlen eine Addition, indem wir

(T1,91) + (T2,92) = (1 + T2, Y1 + Y2)

definieren. Es ist leicht nachzurechnen, dass fiir die so definierte Addition von Paaren sowohl das
Assoziativ-Gesetz als auch das Kommutativ-Gesetz gilt und das weiterhin das Paar (0, 0) ein neu-
trales Element dieser Addition ist. Auerdem ist klar, dass mit dieser Definition das Paar (—z, —y)
beziiglich der Addition ein inverses Element ist. Wir definieren daher

_<$7y> = <—.I‘, _y>
und haben dann offenbar
Damit ist die Struktur

(C,{0,0),+)

schon mal eine kommutative Gruppe. Ubertragen wir die Definition der Addition in die suggestive
Schreibweise, so erhalten wir

(x14+i-y1)+ (2 +1-92) = (x1+22) + 0 (y1 + y2).

Beachten Sie, dass die Argumente des Operators + auf der linken Seite dieser Gleichung komplexe
Zahlen sind, auf der rechten Seite dieser Gleichung werden aber nur reelle Zahlen addiert.
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Als néchstes wollen wir fiir komplexe Zahlen eine Multiplikation einfithren. Das Ziel ist, diese
Definition so zu wéhlen, dass wir mit den komplexen Zahlen suggestiv rechnen kénnen und das
dabei i -i = —1 gilt. Wir rechnen ganz unbefangen das Produkt (z1 +¢-y1) - (22 + i - y2) aus und
erhalten unter Verwendung des Distributiv-Gesetzes

(1+i-y1) (22 +i-y2)
= T1-Te+T1-0-Yo+i-Y1-To+i-yr-i-y2
= wy-x2ti-ioy-y2+i-(v1-y2 +y1 - T2)
= Ty -Ta—y1-Yo+i- (1 y2+y1-x2), denn es soll 7 -7 = —1 gelten.
Wir definieren daher fiir Paare (x1,y1), (22, y2) € C die Multiplikation durch die Festlegung
(T1,91) - (T2, y2) 7= (21 - T2 — Y1 - Y2, T1- Y2 + Y1 - T2).

Es ist nun leicht zu sehen, dass fiir die so definierte Multiplikation das Kommutativ-Gesetz gilt.
Auch die Giiltigkeit des Assoziativ-Gesetzes 148t sich nachrechnen: Die Rechnung ist zwar etwas
langer, sie verlduft aber vollig geradlinig. Auflerdem konnen wir sehen, dass (1,0) ein neutrales
Element beziiglich der Multiplikation ist, denn wir haben

(L,0) - (z,y) = (1-2—-0-y, 1-y+0-x)
= <$,y>.

Um das multiplikative Inverse zu der komplexen Zahl (z,y) im Falle (z,y) # (0,0) zu berechnen,
versuchen wir eine komplexe Zahl (a,b) so zu bestimmen, dass

(a,b) - (2,y) = (1,0)

gilt. Dazu fiithren wir das obige Produkt aus und erhalten
(a-xz—=b-y, a-y+b-z)=(1,0).

Das fiihrt auf

a-z—b-y=1 und a-y+b-xz=0. (8.1)

Dies sind zwei lineare Gleichungen fiir die beiden Unbekannten ¢ und b. Zun#chst bestimmen wir
b und multiplizieren dazu die erste dieser beiden Gleichungen mit —y und die zweite Gleichung
mit z. Das liefert

—a-z-y+b-y?=—-y und a-z-y+b-22=0.
Addieren wir diese Gleichungen, so erhalten wir
b-2?24+b-y>=—y, also b-(22+9y%) =—y,
woraus
b= 22 _3 y2
folgt. Um a zu bestimmen, multiplizieren wir die erste der beiden Gleichungen in (8.1) mit = und
die zweite mit y. Das liefert

a-22—b-z-y=2 und a-y>?+b-z-y=0.
Durch Addition dieser Gleichungen erhalten wir
a-r’+a-y> =z, also a-(2?2+y?) =z,

woraus sofort
T
2102

folgt. Damit sehen wir, dass

a =
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22+ 2442

das multiplikative Inverse von (z,y) ist. In suggestiver Schreibweise liest sich das als

(z+iy~'= W-(m—i~y).
Sie kénnen auch unmittelbar nachrechnen, dass fiir (z,y) # (0,0) die Gleichung
1 . . .
W-(J;—z-y)-(x+z-y)=1—|—z-0:1

erfiillt ist. Damit haben wir nun insgesamt gezeigt, dass die Struktur
<Ca <07 O>a <15 0>7 =+, >

ein Korper ist. Die Zahl ¢ wird in diesem Kérper durch das Paar (0,1) dargestellt und Sie kénnen
leicht sehen, dass

i-i=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = -1

gilt. Damit hat in dem so definierten Kérper C die Gleichung 2% = —1 die Losung i = (0,1). Wir
schreiben daher auch i = /—1.

Ist 2 = (z,y) = x + i - y eine komplexe Zahl, so ist bezeichnen wir z als den Realteil und y als
den Imaginérteil von z.

Aufgabe 33:
(a) Zeigen Sie, dass fiir die Multiplikation in C das Assoziativ-Gesetz gilt.

(b) Zeigen Sie, dass in C das Distributiv-Gesetz gilt. o

8.2 Quadratwurzeln komplexer Zahlen

Wir iiberlegen uns nun, wie wir aus komplexen Zahlen die Wurzel ziehen kénnen. Ist eine komplexe
Zahl x + 7 - y gegeben, so suchen wir also eine komplexe Zahl a + ¢ - b, so dass

z+i-y=(a+i-b)?

gilt. Fithren wir das Quadrat auf der rechten Seite dieser Gleichung aus, so erhalten wir
z+i-y=a®>—-0>4+i-2-a-b.

Durch Vergleich von Real- und Imaginérteil erhalten wir daraus die beiden Gleichungen
r=a’-b" und y=2-a-b (8.2)

Wir betrachten zunéchst den Fall a # 0 und l6sen die zweite Gleichung nach b auf. Wir erhalten

Y
2-a

b= (8.3)
Setzen wir diesen Ausdruck in der ersten Gleichung von (8.2) ein, so erhalten wir die Gleichung

2
r=a’®— 4Z-Ja2 .
Wir multiplizieren diese Gleichung mit a?. Das liefert
2
T7

was wir als quadratische Gleichung fiir die Unbekannte a? auffassen kénnen. Diese Gleichung

a:-a2:a4—

2 2
stellen wir um und addieren auflerdem die quadratische Ergénzung (%) = xT auf beiden
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Seiten:

2 2 2
Y T4 2 €z
e +—4 =a ma+(2).

Diese Gleichung kénnen wir auch anders als

2 2 2
T g)

T T G
schreiben. Ziehen wir jetzt die Quadrat-Wurzel, so erhalten wir
%- y2+x2:a2—%.

An dieser Stelle ist klar, dass bei der Wurzel nur das positive Vorzeichen in Frage kommt, denn

a® muss positiv sein und der Ausdruck

T 1
T vy

ist sicher negativ. Fiir a erhalten wir dann

o3 (o).

Setzen wir diesen Wert in Gleichung (8.3) ein, so ergibt sich fiir b der Wert
Y

\/2- (2 + Va7 4?)

Insgesamt erhalten wir damit fiir die Quadrat-Wurzel der komplexen Zahl x + i - y das Ergebnis

. 1 .
\/W:\/z-(x—k m2+y2) +z~\/ L ,

2~($c+ x2+y2)

was allerdings im Falle y = 0 nur richtig ist, solange z > 0 ist. Falls y = 0 und =z < 0 gilt, dann
gilt offenbar

Veti-oy =i/ —x.

Beispiele: Wir testen die obige Formel an zwei Beispielen:

1. Vi = V0+i-1

_ \/2.(0+ 0+1)+i- 1

\/2-(0+\/m)

—_
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4
\/2.(3+¢m)

9. V3rid = \/;-(3+m)+i-

1 4
= - (3+5) +1
7 ) 2-(3+5)
1 4
= — . (8 .
5 ();rz R
= 4 +q —
Vi +i i
= 24i-4
= 2+4i-1

Bemerkung: Bei dem Rechnen mit Wurzeln aus komplexen Zahlen ist Vorsicht geboten, denn
die Gleichung

A/R1R2 = \/R1 " \/R2 ist falsch!

Um dies einzusehen, betrachten wir die folgende Gleichungskette
1=Vi=\(1) () =v=I-vV/I=ii=-L

Hiitten wir an der mit — markierten Stelle dieser Gleichungskette tatsédchlich eine Gleichheit, so
hétten wir bewiesen, dass 1 = —1 ist, und das ist natiirlich Unsinn.

8.3 Geometrische Interpretation

Ahnlich wie sich reele Zahlen auf der Zahlengeraden darstellen lassen, kénnen wir auch komplexe
Zahlen geometrisch interpretieren. Da komplexe Zahlen aus zwei Komponenten bestehen, benoti-
gen wir nun zwei Dimensionen. Die komplexe Zahl a + ¢ - b wird daher als der Punkt in der Ebene
interpretiert, dessen x Koordinate den Wert a und dessen y Komponente den Wert b hat. Wir
haben damit die Korrespondenz

a+i-b=(a,b).

Stellen wir komplexe Zahlen in dieser Weise geometrisch dar, so nennen wir die resultierende
Zahlen-Ebene die Gaufl’sche Zahlen-Ebene. Abbildung 8.1 zeigt diese Ebene. Dort ist die komple-
xe Zahl a + i - b eingezeichnet. Der Abstand, den der Punkt mit den Koordinaten z = a und y = b
von dem Ursprungspunkt mit den Koordinaten z = 0 und y = 0 hat, betréigt nach dem Satz des
Pythagoras va? + b%. Daher ist der Betrag einer komplexen Zahl wie folgt definiert:

la+i-b| :=+va2+0b2.

Bezeichnen wir den Betrag der komplexen Zahl a + i - b mit 7, setzen wir also r := |a + i - b|, so
besteht zwischen dem in der Abbildung eingezeichneten Winkel ¢ und den Komponenten a und b
die Beziehung

a=r-cos(p) und b=r-sin(p).
Durch Division der zweiten Gleichung durch die erste Gleichung erhalten wir die Beziehung
b
tan(yp) = o

Solange wir uns im ersten Quadranten der Ebene befinden, kénnen wir daraus den Winkel ¢ mit
Hilfe der Gleichung

@ = arctan (%)

ausrechnen. Das Paar (r, ¢) bezeichnen wir als die Polarform der komplexen Zahl a+i-b, wihrend

107



F 3
3 m
z=g+hizrel®
2
b4 148 r
I:{) I
22 10 2 3 Be
- 7
7
C -3

Abbildung 8.1: Die Gauf’sche Zahlen-Ebene.

wir das Paar (a,b) die kartesische Darstellung nennen. Es ist instruktiv zu sehen, was passiert,
wenn wir zwei komplexe Zahlen in Polarform

r1-cos(pr) +i-rp-sin(pr)  und 7o - cos(pa) + i - 7o - sin(pa)
multiplizieren. Wir haben namlich
(r1-cos(pr) +i- 71 -sin(epr)) - (ra - cos(p2) +i - 7o - sin(ps))
= 7r;-T9- (cos(gpl) - cos(pa) — sin(py) - sin(ps) +14 - (cos(gol) -sin(p2) + sin(pq) - cos(<p2))>
= ri-T9- (cos(cpl + p2) +i-sin(p; + <p2)).
Im letzten Schritt dieser Umformung haben wir dabei die beiden Additions-Theoreme
sin(a + ) = sin(a) - cos(B) + cos(a) - sin(f) und
cos(a + ) = cos(a) - cos(B) — sin(a) - sin(p)

benutzt. Wegen seiner Wichtigkeit halten wir das Ergebnis der obigen Rechnung in der folgenden
Formel fest:

(cos(ip1) +i-sin(ip1)) - (cos(p2) + i - sin(pa)) = (cos(p1 + @2) + i - sin(pr + p2)).  (8.4)

Wir sehen, dass es einfach ist, komplexe Zahlen in der Polarform zu multiplizieren: Die Winkel der
Zahlen werden addiert. Der Ubersichtlichkeit halber habe ich die Betrdge 1 und ro in der oberen
Formel weggelassen.

8.3.1 Potenzen und allgemeine Wurzeln

Ist eine komplexe Zahl in Polarform gegeben, so ist es leicht, die Zahl zu potenzieren, denn nach
Gleichung 8.4 gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n € N

(cos(p) +i- Sin(go))n = cos(n - @) + i -sin(n - ). (8.5)

Diese Formel wird auch als Satz von de Moivre bezeichnet. Sie kann auch zum Ziehen beliebiger
Wurzeln aus einer komplexen Zahl verwendet werden. Um mit Hilfe dieses Satzes Wurzeln ziehen
zu kénnen, bemerken wir zunichst, dass die Funktionen sin(z) und cos(z) periodisch mit der
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Periode 2 - 7 sind, es gilt also
sin(x +2-7) =sin(z) und cos(z 4+ 2-7) = cos(z).
Diese Gleichungen lassen sich fiir beliebige k € N zu
sin(p+2-k-m) =sin(p) und cos(p+2-k-m) = cos(p)
verallgemeinern. Wir iiberlegen nun, fiir welche komplexe Zahlen der Form
z =cos(p) +1i-sin(p) die Gleichung 2" =1
erfiillt ist. Solche Zahlen bezeichnen wir als n-te Einheitswurzeln. Da
l=cos(2-k-m)+i-sin(2-k-n)
gilt, muss nach Gleichung 8.5 fiir die Zahl z = cos(p) + ¢ - sin(y) die Bezichung

cos(2-k-m)+i-sin(2-k-m) =cos(n-)+i-sin(n-p) (8.6)

erfiillt sein, wenn 2" = 1 sein soll. Die Gleichung 8.6 ist offensichtlich dann erfiillt, wenn

2-k-m
n

gilt, wobei wir k auf die Elemente der Menge {0,1,--- ,n — 1} beschréinken kénnen, denn gréflere
Werte von k liefern Winkel, die groler als 2 - 7 sind. Wir definieren daher

Cn = COS(Q‘T’T) +1- sin(Q'“)

n
als die primitive n-te Einheitswurzel und sehen, dass die Zahlen

¢k = cos(Q'k"T) —|—z'~sin(2'k'“) fir k € {0,1,--- ,n—1}

n n
dann alle n-ten Einheitswurzeln sind.

Beispiel: Fiir die primitive dritte Einheitswurzel (3 gilt

)=y i g

(3 =cos(&") +i-sin(EF -5 ti—5
Fiir ¢? finden wir nach kurzer Rechnung
o | RVEY
(3 =cos(4F) +i-sin(4F) = —5 i 5.

Sie konnen leicht nachrechnen, dass sowohl (5 = 1 als auch (¢3)3 = 1 gilt.

Mit Hilfe der n-ten Einheitswurzeln kénnen wir jetzt allgemein fiir eine komplexe Zahl z und
eine natiirliche Zahl n die Losungen der Gleichung r™ = 2z angeben. Dazu ist zunéchst z in
trigonometrischen Koordinaten anzugeben. Falls

z=r"(cos(p) +i-sin(p))
gilt, so ist offenbar fiir alle k € {0,1,--- ,n — 1} die Zahl

T :Q’j- Ur - (cos(:j) —&—i-sin(i))

eine Losung der Gleichung r" = z.

Beispiel: Wir berechnen alle Losungen der Gleichung 72 = 1 + i. Dazu miissen wir zusichst die
Zahl 1 + 7 in trigonometrischen Koordinaten darstellen. Setzen wir

p= arctan(i) = arctan(l) = -
1 4
so gilt wegen /12 + 12 = /2 offenbar

1+i=+2- (cos(%) +i-sin(§)).
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Damit erhalten wir dann als eine dritte Wurzel der Zahl 1 + 7 den Ausdruck
ri= 72 - (cos(l%) +i- sin(%)).

Beriicksichtigen wir noch, dass die Werte der trigonometrischen Funktionen fiir das Argument 75
bekannt sind, es gilt ndmlich

cos(#) =4+ (VB+v2) und sin(f) =3+ (V6 - V),
so erhalten wir fiir  den Ausdruck
r=402- (VB2 +i (V6-V2)),
Ziehen wir hier v/2 aus der Klammer und beriicksichtigen, dass
$2.4/2=25.23 =25 =25 = ¥4
gilt, so kénnen wir r als
r=1 VI (Va1 (V3o 1))

schreiben. Die anderen beiden dritten Wurzeln erhalten wir daraus durch Multiplikation mit (3
bzw. (3.

Bemerkung: Bei der obigen Rechnung hatten wir Gliick: Erstens konnten wir fiir den Winkel
¢ einen expliziten Ausdruck, ndmlich 7, angeben und zweitens konnten wir auch die Anwen-
dung der trigonometrischen Funktionen auf £ = {5 geschlossene Terme angeben. Normalerweise
funktioniert das nicht und dann bleibt nur die numerische Rechnung.

8.4 Anwendung der komplexen Zahlen

Wir konnen jetzt zwar mit komplexen Zahlen rechnen, wir haben aber bisher noch nicht gesehen,
warum der Gebrauch von komplexen Zahlen {iberhaupt notwendig ist. Es gibt in der Mathe-
matik eine Vielzahl von Anwendung der komplexen Zahlen. Stellvertretend méchte ich an die-
ser Stelle die Fourier-Transformation einer Funktion nennen, die in der Signalverarbeitung eine
grofle Rolle spielt. Darauf ndher einzugehen ist aus Zeitgriinden im Rahmen einer einfiihren-
den Mathematik-Vorlesung leider unmdoglich. Auch fiir die Anwendung komplexer Zahlen bei der
Losung von Differenzial-Gleichungen ist es jetzt noch zu frith. Ich mochte statt dessen den his-
torischen Weg gehen und zeigen, wie die komplexen Zahlen tatséchlich entdeckt worden sind.
Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist dabei die Gleichung

3 —15-2—4=0.

Wir wollen alle méglichen Losungen dieser Gleichung bestimmen. Um uns einen Uberblick zu ver-
schaffen, skizzieren wir zunéichst die Funktion x +— 2% — 15 -2 — 4. Wir erhalten den in Abbildung
8.2 auf Seite 111 gezeigten Graphen.

Es sieht so aus, als ob unsere Gleichung drei verschiedene Losungen hat. Um diese Losungen
zu bestimmen, verallgemeinern wir unser Problem und versuchen, die kubische Gleichung

B —pr—q=0 (8.7)
zu 16sen. Wir machen dazu den Ansatz x = u + v. Nun gilt
(ut+v)? = (utv)? (utv)
= (W+2-u-v+0v?)- (utw)
= wWHut-v+2-u? v +2-u-v?+u-v? 408
= wW+3-u?-v+3-u-v?+0?

= 3-u-v-(utv)+ud+03
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Abbildung 8.2: Die Funktion x — 2% — 15 -2 — 4.

Daher kénnen wir die kubische Gleichung mit dem Ansatz x = u 4+ v in die Gleichung
3u-v-(utv)+udl+vd—p-(u+v)—qg=0

iiberfithren, was wir noch zu
Bu-v—p)-(utv)+ud+v>—qg=0

umschreiben. Falls es uns gelingt, die Zahlen v und v so zu bestimmen, dass
p=3-u-v und q=u?+0>

gilt, dann ist © = u + v eine Losung der kubischen Gleichung 8.7. Wir definieren
a:=u? und fB:=1v5.

Damit lassen sich die Gleichungen fiir v und v umschreiben in
pP=27-a-8 und q¢g=a+7

Ist v # 0, so folgt aus der ersten Gleichung
3
__ b
p= 27 o’
Setzen wir diesen Wert in die zweite Gleichung ein, so erhalten wir
3
_ p
1=at o5
Multiplikation dieser Gleichung mit « liefert uns eine quadratische Gleichung fiir a:

3
2 p
qg- o=« +727'

Diese Gleichung stellen wir zu

3

b _ 2.
27 = q-«

um. Addieren wir auf beiden Seiten die quadratische Ergénzung %, so erhalten wir die quadratische
Gleichung
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2 3 2
L (a-L)

2 3
" qa P
a=o T\ T

Wegen ¢ = a + 8 folgt daraus fiir 38

PN

Wir priifen, ob fiir diese Werte von « und 8 auch die zweite Bedingung

o= ()

erfiillt ist und finden tatsichlich

2 3 2 3
_ q e Py (4 494 P
ap = (2+ 1 27) <2 i 27)
_ @ (& P
= 7 I~ o7
p3

27
Beriicksichtigen wir, dass a = u3?, 8 = v? und x = u + v ist, so erhalten wir zur Losung der
kubischen Gleichung 8.7 die erstmals 1545 von Geralomo Cardano verotffentlichte Cardanische

Formel
2 3 2 3
— 4 a4\ _(Pr ol 4 _ a4\ _(Pr
R (GRS CENEO R
In unserem urspriinglichen Problem gilt p = 15 und ¢ = 4. Dann haben wir

2 3
a=g+\/<g) —(%) —o I 125=2+/ 120 =2+ 1L

Das ist aber eine komplexe Zahl, aus der wir jetzt noch die dritte Wurzel ziehen miissen. An dieser
Stelle haben wir Gliick, denn fiir die dritte Wurzel aus 2+14-11 und aus 2 —i - 11 148t sich jeweils
ein expliziter Wert angeben, es gilt

u=+v2+1-11=2+4 und v=+v2—-14-11=2—1.

Wir wollen dieses Ergebnis im ersten Fall nachrechnen. Es gilt

2+1i)3 = 254322043242 —i .
= 8—6+(12—-1)-¢
= 24114

Damit finden wir als eine Losung der kubischen Gleichung 23 — 15 - 2 — 4 = 0 den Wert
x1=24+11-i+2—-11-i=4.

Sie sehen, dass wir ein Problem, dass mit komplexen Zahlen eigentlich nichts zu tun hat, durch
die Verwendung komplexer Zahlen l6sen konnten. Der Vollstdndigkeit halber wollen wir noch
die anderen beiden Losungen der kubischen Gleichung x® — 15 - 2 — 4 = 0 bestimmen. Diese
erhalten wir, wenn wir in der Cardanischen Formel auch die anderen Moglichkeiten fiir die dritte
Whurzel einsetzen. Dabei miissen wir allerdings beriicksichtigen, dass fiir die Zahlen u und v die
Nebenbedingung 3-u-v = p gilt. Multiplizieren wir beispielsweise « mit (3 und v mit (2, so haben
wir

3-C3-u~§§~v=3-§§’-u-v=3~u-v=p,

112


http://de.wikipedia.org/wiki/Gerolamo_Cardano

denn offenbar gilt (3 = 1. Als eine weitere Losung erhalten wir dann
Ty = CGru+(G-v
= G- 2+i)+¢G (2-1)
1, . V3 : 1 . V3 .
= (*7+Z°72 )'(2+Z)+<*7*Z'72 )~(272)
= %~(—2—\/§+z‘-(—1+2-\/3)—2—\/§+z'~(1—2-\/§))

= —2-+/3.

Auch hier ergibt sich also eine reelle Losung. Fiir z3 finden Sie nach einer &hnlichen Rechnung
den Wert

r3=C3 ut+C-v=—-2+3.

Insgesamt zeigt dieses Beispiel, dass auch fiir Probleme, deren Losungen reelle Zahlen sind, der
Umweg iiber die komplexen Zahlen sinnvoll sein kann. Zum Abschluss méchte ich noch bemerken,
dass die Verwendung komplexer Zahlen zur Bestimmung der Nullstellen eines Polynoms dritten
Grades nicht zwingend notwendig ist. Die Nullstellen lassen sich auch auf trigonometrischem Wege
bestimmen. Dann ergibt sich die Formel

T =2- \/?-COS (% ~arccos(3%q- §) —(k-1)- 2{) for k=1,2,3.

2-p p

Die trigonometrische Herleitung ist allerdings deutlich aufwendiger als die Herleitung die wir in
diesem Kapitel auf algebraischem Wege mit Hilfe der komplexen Zahlen gefunden haben.

Aufgabe 34: Bestimmen Sie mit Hilfe der Cardanischen Formel alle komplexen Losungen der
Gleichung

B4+224z41=0.

1. Hinweis: Machen Sie den Ansatz z = x + ¢ und wéhlen Sie ¢ so, dass Sie fiir z eine Gleichung
der Form

> —p-x—q=0

erhalten. Diese Gleichung fiir x kénnen Sie dann mit Hilfe der Cardanischen Formel 16sen.

2. Hinweis: Die obige Gleichung ist so einfach, dass Sie eine der Lésungen auch raten kénnten.
Anschlieflend koénnten Sie dann mit Hilfe der Polynom-Division die geratene Losung aus dem
Polynom p(z) = 2% + 2% 4+ 2z + 1 heraus dividieren und die verbleibende quadratische Gleichung
16sen. Das ist aber nicht der Sinn dieser Aufgabe! o

Aufgabe 35: Fiir welche z € C gilt die Gleichung

2
( 1+=2 ) - 17 o
1-=2

Aufgabe 36: Fiir welche Zahlen x,y € R gilt

b5+6-9)-(x—3-i)=y—3-17 o
Aufgabe 37: Welche komplexen Zahlen z € C lassen sich in der Form

M =2z mitzelR

1—127-2
schreiben?
Hinweis: Machen Sie fiir z den Ansatz z = a 4+ b- i mit a,b € R und setzen Sie diesen Ansatz in
der obigen Gleichung fiir z ein. o

Aufgabe 38: Bestimmen Sie mit Hilfe der Cardanischen Formel alle Losungen der Gleichung

B =3-z-2 o
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8.5 Ausblick

In diesem letzten Abschnitt stellen wir wichtige Formeln und Eigenschaften der komplexen Zahlen
zusammen, die wir allerdings jetzt noch nicht beweisen kénnen.

8.5.1 Die Eulersche Formel

Zwischen der Exponential-Funktion = — e* und den trigonometrischen Funktionen x — sin(z)
und x +— cos(z) gibt es einen wichtigen Zusammenhang, der als eulersche Formel bekannt ist. Es
gilt

e"? = cos(ip) + i - sin(y).

Diese Formel kénnen wir verstehen, wenn wir die Reihenentwicklung der beteiligten Funktionen
kennen. In der Analysis werden wir spéter sehen, dass e®, sin(z) und cos(z) wie folgt als Reihen
dargestellt werden koénnen:

o0
Le=1+a+5-2*+3-2°+-- =3 L.a,
n=0
. 1 = _(=D"  oni1
2. SIH(x):xig.x?)‘F - ZO (RS ”+7
n=
[ee] 1"
3. cos(x):l—%-x2+2—a-m4+~-~zz((;n))!-x?'".
n=0

Setzen wir diese Reihen in der eulerschen Formel ein und vergleichen die Koeffizienten von z™,
so konnen wir die Giiltigkeit der eulerschen Formel nachvollziehen. Setzen wir in der eulerschen
Formel fiir ¢ den Wert 7 ein, so erhalten wir die eulersche Identitdt

e =—1.

Diese Formel liefert einen Zusammenhang zwischen 7, e und der imagindren Einheit i.

8.5.2 Der Fundamentalsatz der Algebra

In diesem Abschnitt zitieren wir (ohne Beweis) den sogenannten Fundamentalsatz der Algebra.
Dieser Satz besagt, dass jedes nicht-konstante Polynom

p(z)= > a;-2* mitn>1unda, #0
i=0

im Korper der komplexen Zahlen eine Nullstelle hat, d.h. es gibt ein z; € C, so dass p(z1) = 0
ist. Mit Hilfe der Polynom-Division kénnen wir die Nullstelle z; aus dem Polynom p(z) heraus
dividieren und p(z) in der Form
p(z) = (z—21) - p1(2)
schreiben, wobei p;(z) dann ein Polynom vom Grad n — 1 ist. Falls n — 1 > 1 ist, hat auch p;(2)
eine Nullstelle zo, die wir aus p;(z) heraus dividieren kénnen, so dass wir p;(z) in der Form
p1(2) = (2 — 22) - p2(2)
schreiben konnen, wobei pa(z) ein Polynom vom Grad n — 2 ist. Durch Iteration dieses Verfahrens
finden wir also insgesamt n Zahlen z1, 29, - , z,,, so dass wir p(z) als das Produkt
p(z)=(z—2z1)-(z—22) ... - (2= 2pn—1) - (z — 2p)

schreiben konnen. Dabei brauchen die komplexen Zahlen z; keineswegs paarweise verschieden zu
sein, sondern sie konnen auch durchaus gleich sein. Wir bemerken noch, dass diese Darstellung
bis auf die Reihenfolge der z; eindeutig sein muss, denn die z; sind genau die Nullstellen des
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Polynoms p(z) und ein Polynom vom Grade n hat, wie die obigen Uberlegungen zeigen, héchstens
n verschiedene Nullstellen.

Bemerkung: Der Fundamentalsatz der Algebra zeigt, dass die Struktur der komplexen Zahlen
aus algebraischer Sicht wesentlich reichhaltiger als die Struktur der reellen Zahlen ist, denn in den
komplexen Zahlen hat jede Gleichung der Form

2" dapg 2" a2+ ap=0 firn>1
eine Losung. Es ist also nicht nur so, dass wir die Gleichung
22+1=0

in den komplexen Zahlen 16sen kénnen, sondern in den komplexen Zahlen kénnen wir tatséchlich
jede quadratische Gleichung 16sen. Dariiber hinaus kénnen wir auch jede kubische Gleichung l6sen
und ganz allgemein hat jede Gleichung n-ten Grades eine Losung, solange n nur positiv ist. Dies
ist einer von vielen Griinden, warum die komplexen Zahlen so wichtig sind.

Der Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra benotigt Hilfsmittel aus der Analysis, die wir nicht
zur Verfiigung haben. Der Beweis ist auch nicht ganz einfach: Das konnen Sie beispielsweise der
Tatsache entnehmen, das der bedeutendste Mathematiker, der je gelebt hat, Carl Friedrich Gauf}
diesen Satz 1799 in seiner Dissertation bewiesen hat. Der Beweis, den Gaufl damals gab, enthielt
allerdings noch eine Liicke. Der erste vollstdndige Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra wurde
1806 von Jean-Robert Argand angegeben.
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Kapitel 9

Vektor-Riaume

In diesem Kapitel werden wir zunéchst den fiir den Rest dieser Vorlesung grundlegenden Begriff des
Vektor-Raums einfithren. Danach besprechen wir den Begriff des Untervektor-Raums. Die Theo-
rie der Vektor-Raume bildet die Grundlage fiir unsere spétere Behandlung linearer Gleichungs-
Systeme. Aulerdem benétigen wir Vektor-Réume bei der Losung von Rekurrenz-Gleichungen, die
wir im letzten Kapitel dieses Skriptes diskutieren. Daneben gibt es zahlreiche weitere Anwendun-
gen von Vektor-Réumen in der Informatik. Diese alle aufzulisten wiirde Ihnen jetzt wenig helfen,
wir beginnen statt dessen mit der Definition eines Vektor-Raums.

9.1 Definition und Beispiele

Definition 9.1 (Vektor-Raum) Ein Paar V = ((V,0,+),-) ist ein K-Vektor-Raum falls gilt:

1. K ist ein Korper.

In allen Beispielen, die uns in dieser Vorlesung begegnen werden, ist K entweder der Korper der
reellen Zahlen R oder der Korper der komplexen Zahlen C.

2. (V,0,+) ist eine kommutative Gruppe.

3. - : KxV — V ist eine Abbildung, die jeder Zahl A € K und jedem x € V ein Element
A-x € V zuordnet. Diese Funktion wird als Skalar-Multiplikation bezeichnet und iiblicherweise
in Infix-Notation geschrieben.

Die Skalar-Multiplikation muss auBerdem den folgenden Gesetzen geniigen:

(@)

(a-f) x=a-(-x) fa o,feK xeV.

Beachten Sie, dass der Operator “", der hier in dem Ausdruck (a - 8) auftritt, die Multi-
plikation in dem Korper K bezeichnet, wahrend alle anderen Auftreten des Operators “”
die Skalar-Multiplikation bezeichnen.

Dieses Gesetz wird als das Assoziativ-Gesetz bezeichnet. Es driickt aus, dass die Multipli-
kation in dem Koérper K mit der Skalar-Multiplikation vertraglich ist.

(a+8) x=a-x+0-x fa o pekK xeV.

Beachten Sie, dass der Operator “4", der hier in dem Ausdruck (« + ) auftritt, die
Addition in dem Korper K bezeichnet, wihrend der Operator “+” in dem Ausdruck auf der
rechten Seite dieser Gleichung die Addition in der Gruppe (V, 0, +) bezeichnet. Daher sagt
dieses Gesetz, dass die Addition in dem Kérper K mit der Addition in dem Vektor-Raum V
vertraglich ist.

a-(x+y)=a-x+a'y faacK xyeV.

Dieses Gesetz driickt aus, dass die Skalar-Multiplikation mit der Addition im Vektor-Raum
V vertréglich ist.

Die letzten beiden Gesetze werden als Distributiv-Gesetze bezeichnet.
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(d1.x=x faxeV.

Ist V = ((V,0,+),) ein K-Vektor-Raum, so bezeichnen wir die Elemente der Menge V' als Vektoren,
wahrend die Elemente aus dem Korper K Skalare genannt werden. Es ist iiblich, Vektoren von Skalaren
durch Fettdruck zu unterscheiden. Da an der Tafel ein Fettdruck schlecht méglich ist, werden die
Vektoren dort mit Pfeilen verziert, wir schreiben an der Tafel also & an Stelle von x. o

Falls bei einer Menge V' aus dem Zusammenhang klar ist, was das neutrale Element “0” ist
und wie die Operatoren “+” und “” zu definieren sind, so dass <<V, 0,+), > ein K-Vektor-Raum
wird, dann sprechen wir in Zukunft von V als K-Vektor-Raum und meinen damit, das das Tripel
((v,0,4),K,-) ein K-Vektor-Raum ist. Falls dariiber hinaus klar ist, um welchen Kérper es sich
bei K handelt, so sprechen wir einfach von einem Vektor-Raum anstatt von einem K-Vektor-Raum.

Beispiel: Wir haben die Menge K™ als die Menge aller Listen der Linge m definiert, deren
Elemente aus der Menge K stammen. Setzen wir zunéchst

0:=1[0,---,0]
———

und definieren dann eine Addition “+” auf K" komponentenweise durch
[Ilv"' ,xn} + [yla"’ 7yn} = [:L'1+y1,"' 7xn+yn}7

so konnen Sie leicht nachrechnen, dass mit diesen Definitionen das Tripel
(K™, 0,+)

eine kommutative Gruppe ist. Definieren wir weiter die Skalar-Multiplikation - durch
Ck-[:L‘l,-'- 7xn] = [a.xh... ,a.xn]’

wobei in den Ausdriicken « - x; der Operator “.” die Multiplikation in dem Korper K bezeichnet,
dann lasst sich mit etwas Rechenaufwand einsehen, dass das Paar

<<Kna 07 +>7 >
ein K-Vektor-Raum ist. Der Kiirze halber werden wir in Zukunft einfach von K™ als Vektor-Raum
reden, wobei wir dann in Wahrheit das obige Paar meinen. o
Aufgabe 39: Beweisen Sie, dass K" ein K-Vektor-Raum ist. o

Der Begriff des Vektor-Raums versucht, die wesentliche algebraische Struktur der Menge K™
axiomatisch zu erfassen. Das ist deswegen niitzlich, weil es neben dem Vektor-Raum K™ noch
viele andere Beispiele fiir Rdume gibt, welche die selbe algebraische Struktur wie der Raum K"
aufweisen.

Beispiel: Es sei C(R) die Menge der Funktionen f : R — R, die stetig sind, also
C(R) := {f € R® | f ist stetig}.

Definieren wir die Addition zweier Funktionen punktweise, definieren wir fiir f, g € C(R) also die
Funktion f + ¢g indem wir

(f+9)(z) = f(z)+g(x) fa.zeR

setzen, so ist die so definierte Funktion f + ¢ wieder stetig. Fiir ein @ € R und f € C(R) definieren
wir die Funktion « - f als

(- fiz) =a- f(r) fa zeR.

Dann ist auch die Funktion « - f stetig. Schliefllich definieren wir eine Funktion 0 : R — R, indem
wir

0(z) =0 fa.zeR
setzen. Offensichtlich ist diese Funktion stetig und daher gilt 0 € C(R). Nun kénnen Sie leicht
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nachpriifen, dass die Struktur

<<C707 +>7 >

ein Vektor-Raum ist. Das folgt einfach daraus, dass das Assoziativ-Gesetz und das Distributiv-
Gesetz fiir reelle Zahlen gilt. o

Beispiel: Es sei K ein Korper. Dann definieren wir KN als den Raum aller Folgen mit Elementen

aus K. Definieren wir fiir zwei Folgen (xn)n cN und (y”)n N die Summe durch

(I")nEN + (yn)nEN = (‘r" + yn)nEN
und die Skalar-Multiplikation durch
- (mn)neN = (a ’ x”)neN’
so wird die Menge KN zu einem Vektor-Raum. o

Gegenstand der nichsten Aufgabe ist der Nachweis, dass die Skalar-Multiplikation mit 0, 1
und —1 sich so verhalt, wie wir es intuitiv erwarten wiirden.

Aufgabe 40: Es sei V ein K-Vektor-Raum. Beweisen Sie:
(a) 0-x=0 fa.xeV,
(b) VaeK:VxeV:(a-x=0—-a=0Vx=0),
(¢) (-1)x=—-x fa.xeV,

wobei hier mit —x das additive Inverse von x in der Gruppe (V, 0, +) bezeichnet wird. ¢

9.2 Basis und Dimension

In diesem Abschnitt fithren wir den fiir die Theorie der Vektor-Raume zentralen Begriff der Dimen-
sion ein. Dazu definieren wir zunéchst die Begriffe Erzeugenden-System und lineare Unabhingig-
keit.

Definition 9.2 (Linear-Kombination) Es sei V ein K-Vektor-Raum. Ein Vektor x € V ist eine
Linear-Kombination der Vektor y1,--- ,y, € V genau dann, wenn es Skalare ay,--- , oy, € K gibt, so
dass die Gleichung

X=a1 y1+ - +a, yn
gilt. Zusatzlich miissen die Vektoren y; alle paarweise verschieden sein. Die obige Gleichung werden

wir in Zukunft der Kiirze halber gelegentlich auch in der Form

n
XZZO%'YZ‘
i=1

schreiben. o

Beispiel: Definieren wir
v1:=1[1,0,2], y2:=[1,2,0], y3:=[0,—1,3] und x:=][3,1,11],
so ist x eine Linear-Kombination der Vektoren yi, y2, y3, denn es gilt
x=1-y1+2-y24+3-ys. o
Definition 9.3 (linear unabhingig) Es sei V ein Vektor-Raum. Eine Menge B C V ist
linear unabhangig genau dann, wenn

VneN:Vaqg, -+ ,a, e K:Vxq, -+, X, € B:
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n
<xi paarweise verschieden A > «a; -x; =0 = Vie{l,--- ,n}:q; = 0)

i=1
gilt. Mit anderen Worten: Der Nullvektor O |3sst sich nur als die sogenannte triviale Linear-Kombination
aus Vektoren der Menge B darstellen. Demgegeniiber heisst eine Menge B C V' linear abhidngig genau
dann, wenn B nicht linear unabhangig ist. In diesem Fall gibt es dann Vektoren x1, ---, X, € B, die
paarweise verschieden sind, sowie Skalare aq, -+, a, € K, so dass einerseits

or

a;-x; =0 aber andererseits Ji € {l,---,n}:a; 0

=1

gilt. o

Beispiel: Definieren wir
y1:=[1,0,2], y2:=1[1,2,0] und ys3:=10,-1,3],

so ist die Menge B := {y1,y2,y3} linear unabhéngig. Zum Beweis dieser Behauptung nehmen wir
zunéchst an, dass es ag, as und ag, gibt, so dass

0=o0a-[1,0,2] + s -[1,2,0] + a3 - [0,—1, 3]
gilt. Rechnen wir die rechte Seite dieser Gleichung aus, so erhalten wir
0=[a;+a2,2 as—a3,2 a1 +3-as].

Die drei Komponenten der Vektoren auf der linken und der rechten Seite dieser Gleichung miissen
gleich sein. Damit miissen die drei Gleichungen

O=a;4+a, 0=2-as—a3 und 0=2-a;+3-as

gelten. Aus der zweiten Gleichung folgt nun a3 = 2 - ag, wihrend aus der ersten Gleichung
a1 = —ag folgt. Ersetzen wir nun in der letzten Gleichung sowohl oy als auch as durch as, so
erhalten wir die neue Gleichung

0:2-(—a2)+3~2-0¢27

die wir auch als 0 = 4 - ay schreiben kénnen. Daraus folgt aber sofort as = 0 und das impliziert
dann auch a; = 0 und a3 = 0. Damit haben wir gezeigt, dass die drei Vektoren y;, y2, y3 sich
nur trivial zu dem Null-Vektor 0 kombinieren lassen. Folglich ist die Menge B linear unabhéngig.

o

Definition 9.4 (Erzeugenden-System) Essei V ein K-Vektor-Raum und B C V. Die Teilmenge
B ist ein Erzeugenden-System des Vektor-Raums V' genau dann, wenn sich jeder Vektor x € V als
Linear-Kombination von Vektoren aus B schreiben lasst. Als Formel schreibt sich dies wie folgt:

vxeV:IneN: 3y, -, yp €B:3ay, - ,ap €K:x=> ;- y;. o
i=1

Fiir jeden Vektor-Raum V gibt es ein triviales Erzeugenden-System, den natiirlich ist die ge-
samte Menge V ein Erzeugenden-System von V. Um das einzusehen, setzen wir fiir einen gegebenen
Vektor x € V in der obigen Definition n := 1, y; := x und a3 := 1 und haben dann trivialerweise

x=1-x=1-y,

womit x als Linear-Kombination von Elementen der Menge V' dargestellt ist. Aber natiirlich ist ein
solches Erzeugenden-System nicht sonderlich interessant. Interessanter sind Erzeugenden-Systeme,
die minimal sind. Dies fiithrt zu der folgenden zentralen Definition.
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Definition 9.5 (Basis) Es sei V ein K-Vektor-Raum und B C V. Die Teilmenge B ist eine Basis
von V, wenn Folgendes gilt:

1. B ist ein Erzeugenden-System von V' und
2. B ist linear unabhingig. o

Der néchste Satz zeigt, dass eine Basis eine maximale Menge linear unabhéngiger Vektoren ist.

Satz 9.6 Es sei V ein K-Vektor-Raum und B sei eine Basis von V. Ist x € V\B, so ist die Menge
B U {x} linear abhingig.

Beweis: Da B eine Basis ist, ist B insbesondere auch ein Erzeugenden-System von V. Damit gibt
es ein n € N und Vektoren yi,--- ,y, € B sowie Skalare a1, -+ ,a, € K, so dass
X=Qp-y1+ -+ yn
gilt. Stellen wir diese Gleichung zu der Gleichung
0= (—1)'X+(X1 y1++anYn

um, so haben wir eine nicht-triviale Linear-Kombination des Null-Vektors aus Vektoren der Menge
B U {x} gefunden. Dies zeigt, dass die Menge B U {x} linear abhiingig ist. O

Aufgabe 41: Uberlegen Sie, an welcher Stelle die Vorraussetzung x ¢ B in dem obigen Beweis
benutzt wird! o

Der letzte Satz léasst sich in dem folgenden Sinne umkehren.

Satz 9.7 Es sei V ein K-Vektor-Raum und B C V. Falls B eine maximale linear unabhangige Teil-
menge von V ist, falls also gilt:

1. B ist linear unabhingig und
2. fiir alle Vektoren x € V\B ist die Menge B U {x} linear abhingig,

dann ist B schon eine Basis von V.

Beweis: Wir miissen nur noch zeigen, dass B ein Erzeugenden-System von V ist. Dazu ist nach-
zuweisen, dass sich jeder Vektor x € V als Linear-Kombination von Vektoren aus B schreiben
lasst. Wir unterscheiden zwei Fille:
1. x € B.
In diesem Fall setzen wir n := 1, y; := x und oy := 1. Damit gilt offenbar
X=01'Yy1

und wir haben die gesuchte Linear-Kombination gefunden.

2. x¢B.

Nach Vorraussetzung ist die Menge BU{x} linear abhéingig. Damit l4sst sich der Null-Vektor
als nicht-triviale Linear-Kombination von Vektoren aus B U {x} schreiben. Nun gibt es zwei
Moglichkeiten:

(a) Der Vektor x wird bei dieser Linear-Kombination gar nicht benétigt. Dann hétten wir
aber eine nicht-triviale Linear-Kombination des Null-Vektors aus Vektoren der Menge
B. Da die Menge B nach Vorraussetzung linear unabhéngig ist, kann dieser Fall nicht
eintreten.
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(b) Der Vektor x tritt in der nicht-trivialen Linear-Kombination des Null-Vektors auf. Es
gibt dann ein n € N sowie Vektoren yi,--- ,y, und Skalare aq, - , ap, ay41 S0 dass

O=ar-yi+-+an-yntaps-x

gilt. Hierbei muss a,, 11 # 0 gelten, denn sonst wiirde x in der Linear-Kombination gar
nicht benstigt, was wir ja bereits ausgeschlossen haben. Damit kénnen wir die obige
Gleichung zu

aq Qg

Ayt Ap41 "

umstellen. Dies zeigt, dass x sich als Linear-Kombination von Vektoren aus B schreiben
l&sst.

Insgesamt haben wir jetzt gezeigt, dass sich jeder Vektor x € V als Linear-Kombination von
Vektoren aus B schreiben ldsst und damit ist B ein Erzeugenden-System von V. g

Die letzten beiden Sitze lassen sich dahingehen zusammenfassen, dass eine Menge B C V
genau dann eine Basis von V ist, wenn B eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von V
ist. Die néchsten beide Sitze zeigen, dass sich eine Basis auch als minimales Erzeugenden-System
charakterisieren ldsst.

Satz 9.8 Essei V ein K-Vektor-Raum und B sei eine Basis von V. Ist x € B, so ist die Menge B\{x}
kein Erzeugenden-System von V.

Beweis: Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen an, dass die Menge B\{x} doch ein
Erzeugenden-System von V' wire. Dann miisste sich insbesondere auch der Vektor x als Linear-
Kombination von Vektoren aus B\{x} schreiben lassen. Es gibe dann also ein n € N sowie
Vektoren yi,--- ,y, und Skalare ay, -+ , a,, so dass

X=0Q1 Y1+ -+ ap-yn
gelten wiirde. Diese Gleichung kénnen wir zu
0=a1~y1+~~-+an~yn+(—1)~x

umstellen. Da die Vektoren y1,- - - ,¥,,x verschiedene Vektoren aus B sind, hitten wir damit eine
nicht-triviale Linear-Kombination des Null-Vektors gefunden, was der Tatsache widerspricht, dass
die Menge B als Basis insbesondere linear unabhéngig ist. 0

Der letzte Satz zeigt, dass eine Basis ein minimales Erzeugenden-System des Vektor-Raums V'

ist. Wie wir jetzt sehen werden, lisst sich dieser Satz auch umkehren.

Satz 9.9 Es sei V ein K-Vektor-Raum und B C V. Falls B eine minimales Erzeugenden-System von
V ist, falls also gilt:

1. B ist ein Erzeugenden-System von V' und

2. fiir alle Vektoren x € B ist die Menge B\{x} kein Erzeugenden-System von V,
dann ist B schon eine Basis von V.
Beweis: Da die Menge B nach Vorraussetzung bereits ein Erzeugenden-System von V' ist, miissen
wir lediglich zeigen, dass B linear unabhéngig ist. Wir fithren auch diesen Beweis als Wider-
spruchsbeweis und nehmen an, dass B linear abhéngig wére. Mit dieser Annahme finden wir eine
nicht-triviale Linear-Kombination des Null-Vektors mit Hilfe von Vektoren aus B, wir finden also

ein n € N sowie paarweise verschiedene Vektoren yq,---,y, € B und Skalare ay, - ,a, € K, so
dass

0:a1~y1—|-~-~+04n'}’n
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gilt, wobei wenigstens einer der Skalare «; von 0 verschieden ist. Sei also «; # 0. Dann kénnen
wir die obige Gleichung zu

n
(—ai) yi= 2 oy,
j=1
i
umstellen. Da «; # 0 ist, konnen wir durch «; teilen und finden
n

. — 9.
}’H-; @ y;-

i

Die letzte Gleichung zeigt, dass sich y; als Linear-Kombination der Vektoren y1, - - ,¥i—1, Yit1, -
schreiben ldsst. Wir werden jetzt zeigen, dass damit dann auch die Menge B\{y;} ein Erzeugenden-
System von V ist. Sei dazu x ein beliebiger Vektor aus V. Da B ein Erzeugenden-System von V'

ist, gibt es zunéchst ein m € N sowie Vektoren z1,--- ,z,, € B und Skalare 31, -+ ,8, € K, so
dass
m
x= 2. Bz
j=1

gilt. Falls alle Vektoren z; von y; verschieden sind, ist nichts mehr zu zeigen, denn dann haben wir
x bereits als Linear-Kombination von Vektoren der Menge B\{y;} geschrieben. Sollte allerdings
eines der z;, sagen wie zy, mit y; identisch sein, dann kénnen wir die obige Gleichung wie folgt
umschreiben:

X= 3B+ 0 2~
j=1 =1 i
i#k e

Auch in diesem Fall haben wir also x als Linear-Kombination von Vektoren der Menge B\{y;}
schreiben koénnen. Dies zeigt, dass die Menge B\{y;} bereits ein Erzeugenden-System von V ist
und steht im Widerspruch dazu, dass B ein minimales Erzeugenden-System ist. Dieser Wider-
spruch zeigt, dass die Annahme, dass B linear abhingig ist, falsch sein muss. O

Aufgabe 42: Es sei V ein K-Vektor-Raum und es gelte B := {x1, -+ ,x,} C V. Zeigen Sie: B
ist genau dann eine Basis von V, wenn sich jeder Vektor y € V in eindeutiger Weise als Linear-
Kombination der Vektoren aus B schreiben lésst.

Lemma 9.10 (Austausch-Lemma) Es sei V ein Vektor-Raum, B eine Basis von V, U C B,
x € V und die Menge U U {x} sei linear unabhingig. Dann gibt es einen Vektor y € B\U, so dass die
Menge B\{y} U {x} wieder eine Basis von V ist.

Beweis: Da B eine Basis ist, ldsst sich x als Linear-Kombination von Vektoren aus B darstellen.

Es gibt also ein n € N, Skalare a1, -, a, € K und Vektoren yi,--- ,y, € B, so dass
n
X= ) a;y;
i=1

gilt. Da die Menge U U{x} linear unabhingig ist, ist x sicher von 0 verschieden und damit kénnen
nicht alle o; den Wert 0 haben. O.B.d.A. kénnen wir sogar fordern, dass alle a; # 0 sind, denn
falls @; = 0 wére, wiirden wir den Term «; - y; in der obigen Summe einfach weglassen. Aus
der Tatsache, dass die Menge U U {x} linear unabhéngig ist, folgt auerdem, dass in der obigen
Darstellung nicht alle Vektoren y; Elemente der Menge U sind, denn wir kénnen wir die obige
Gleichung zu

n
0=> a;-y;+(-1)-x
i=1
umstellen und wenn nun alle y; € U wéiren, dann wiirde das der linearen Unabhéngigkeit von
U U {x} widersprechen. Es gibt also ein k € {1,--- ,n} so dass yi € B\U ist. Wir definieren

Y :=Yyk, woraus bereits y € B\U folgt.
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Auflerdem bemerken wir, dass y; € B\{y} ist fiir alle s € {1,--- ,n}\{k}, denn die Vektoren y;
sind paarweise verschieden. Wir stellen die obige Gleichung fiir x wie folgt um:

n

X=) o yitagy.
=1
itk

Diese Gleichung losen wir nach y auf und erhalten

_ 1 n (67
TR PR TR )
itk

Wir miissen nun zeigen, dass die Menge

B\{y}u{x}

eine Basis von V ist. Dazu sind zwei Dinge nachzuweisen.

1. Als erstes zeigen wir, dass B\{y} U {x} ein Erzeugenden-System von V ist.

Dazu betrachten wir einen beliebigen Vektor z € V. Da B ein Erzeugenden-System ist, ldsst
sich z als Linear-Kombination von Vektoren aus B darstellen. Es gibt also ein m € N, Skalare
b1, , Bm € Kund Vektoren uy,--- ,u,, € B, so dass

m
z= ) Bj-u
j=1

gilt. Falls nun alle u; von dem Vektor y verschieden sind, dann haben wir z bereits als
Linear-Kombination von Vektoren der Menge B\{y} U {x} dargestellt und der Beweis ist
abgeschlossen. Andernfalls gilt w; =y fiir ein I € {1,--- ,;m}. In diesem Fall haben wir

m
z=>) Bj-u+By.
j=1
[
Hier setzen wir fiir y den Wert ein, den wir in der Gleichung () oben gefunden haben. Das
liefert

Qg i=1 Qg
G#l i#k

m n oy
z=) fBj-u+ B X—ELI Y.
i=1

In dieser Darstellung sind nun alle der beteiligten Vektoren Elemente der Menge B\{y} U
{x}. Damit haben wir also gezeigt, dass der Vektor z als Linear-Kombination dieser Menge
dargestellt werden kann. Da z ein beliebiger Vektor aus V war, ist damit gezeigt, dass die
Menge B\{y} U {x} ein Erzeugenden-System von V ist.

2. Als nichstes ist nachzuweisen, dass die Menge B\{y} U {x} linear unabhiingig ist. Dazu
nehmen wir an, dass wir eine Linear-Kombination von Vektoren aus der Menge B\{y}U{x}
haben, die den Null-Vektor ergibt. Wir haben dann also ein m € N, Skalare v1,- -+ , Y, 0 € K,
sowie paarweise verschiedene Vektoren vy, -+ ,v,, € B\{y}, so dass

0= Z’Yj'Vj—f—(S'X
=1

gilt. Wir miissen nun zeigen, dass 7; = 0 fiir alle j € {1,--- ,n} gilt und dass auBerdem
6 = 0 ist. Wir fithren diesen Nachweis durch eine Fallunterscheidung.

(a) 6 = 0. Dann haben wir
m
0=> 7"V,
j=1
und da die Vektoren v; Elemente der linear unabhéngigen Menge B sind, folgt v; =0

fir alle j € {1,--- ,m}.
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(b) 0 # 0. Jetzt setzen wir fiir x in der Darstellung des Null-Vektors den Wert

n
x= ajyjtagy
ot
ein und erhalten
m n
0=> v v+ > -y +d-ap-y.
= T
Die Vektoren v; sowie die Vektoren y; mit i # k sind Elemente der Menge B\{y}. Da
Y = yi € B ist, haben wir dann insgesamt eine Linear-Kombination des Null-Vektors
aus Elementen der Menge B. Da die Menge B linear unabhéngig ist, folgt zunéchst,

dass der Koeffizient 6 - a = 0 ist. Wegen ay, # 0 folgt daraus 6 = 0. Damit haben wir
jetzt die Gleichung

m
0=7> 7" V;
i=1

Aus der linearen Unabhéngigkeit von B folgt nun ; = 0 fiir alle j € {1,--- ,m} und
das war zu zeigen. 0

Das gerade bewiesene Lemma zeigt uns, dass wir in einer Basis einen beliebigen von dem
Nullvektor verschiedenen Vektor x gegen einen Vektor der Basis austauschen kénnen. Der néchste
Satz verallgemeinert diesen Tatbestand und zeigt, dass wir in einer Basis B eine linear unabhéngige
Menge U gegen Elemente aus B austauschen kénnen.

Satz 9.11 (Basis-Austausch-Satz) Es sei V ein Vektor-Raum und B sei eine Basis von V. Weiter
sei U C V linear unabhangig. Dann gibt es eine Teilmenge W C B, so dass gilt
B\W UU ist eine Basis von V. und  card(W) = card(U).

Beweis: Wir definieren n := card(U) und fiihren den Beweis durch Induktion nach n.
LA: n=0.
Dann gilt offenbar U = {} und wir kénnen W := {} definieren. Wegen
B\WWuUU=B\{}U{}=B und card(W) = card({}) = card(U)
ist dann nichts mehr zu zeigen, denn B ist nach Voraussetzung eine Basis von V.

I.S: n—n+1.

Es gilt jetzt card(U) = n + 1. Da U damit nicht leer ist, gibt es einen Vektor x € U. Wir
definieren U’ := U\{x}. Damit folgt card(U’) = n. Nach Induktions-Voraussetzung finden
wir daher eine Menge W’ C B, so dass einerseits

card(W') = card(U’) = n

und andererseits die Menge B\W'UU’ eine Basis von V ist. Wir wenden nun das Austausch-
Lemma auf die Basis B\W' U U’, den Vektor x und die Menge U’ an. Damit finden wir ein
y € B\W’, so dass

(B\W'uU")\{y} U {x}
eine Basis von V ist. Wir definieren nun

W :=W'U{y} und erinnern daran, dass U =U"U {x}
gilt. Damit haben wir dann

(B\WUU)\{y}u{x}=B\WUU.
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Auflerdem gilt

card(W) = cardW' U{y}) .
card(W') +1

(

(

card(U") + 1
= card(U' U {x})
= card(U)

Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Korollar 9.12 Ist V ein Vektor-Raum, B eine Basis von V und U C V linear unabhingig, so gilt
card(U) < card(B).

Beweis: Der Basis-Austausch-Satz besagt, dass wir eine Teilmenge W C B finden, so dass einer-
seits card(W) = card(U) gilt und dass andererseits B\W U U eine Basis von B ist. Aus W C B
folgt card(W) < card(B) und wegen card(W) = card(U) folgt die Behauptung,. O

Haben wir zwei verschiedene Basen B; und Bs eines Vektor-Raums B, so kénnen wir mit
dem letzten Korollar sowohl card(Bs) < card(Bp) als auch card(B;) < card(B3) folgern. Das
zeigt, dass zwei verschiedene Basen eines Vektor-Raums die selbe Anzahl von Elementen haben.
Ist diese Anzahl endlich und hat den Wert n, so bezeichnen wir sie als die Dimension des Vektor-
Raums V und definieren

dim(V) = n.
Aufgabe 43:
(a) Zeigen Sie, dass der Vektor-Raum K™ die Dimension n hat.

(b) Zeigen Sie, dass der Vektor-Raum KY keine endliche Basis hat. o

9.3 Untervektor-Riaume

Ist V' ein Vektor-Raum und ist U C V, so dass U fiir sich betrachtet ebenfalls ein Vektor-Raum
ist, so bezeichnen wir U als Untervektor-Raum von V. Eine zu dem eben Gesagten dquivalente
Definition folgt.

Definition 9.13 (Untervektor-Raum) Essei ((V,0,+),) ein K-Vektor-Raum und es gelte U C
V. Dann ist U ein Untervektor-Raum von V' genau dann, wenn Folgendes gilt:

1.0eU,

2. Vx,yeU:x+yeU und

3. VaeK:VxeU:a-xeU. o

Eine Teilmenge U von V ist also ein Untervektor-Raum von V, falls U den Null-Vektor enthilt
und zusétzlich unter Addition und Skalar-Multiplikation abgeschlossen ist. Es lésst sich leicht zei-
gen, dass ein Untervektor-Raum U auch selbst ein Vektor-Raum ist: Die Giiltigkeit des Assoziativ-
Gesetzes und der Distributiv-Gesetze folgt einfach aus der Tatsache, dass diese Gesetze schon in
V gelten und damit erst recht in U, denn U ist ja eine Teilmenge von V.

Beispiel: Es sei V = R3. Ist weiter z = [21, 22, 23] € R? und definieren wir
U:={a-z|aeR},

so ist U ein Untervektor-Raum des R3.

Beweis: Es sind drei Eigenschaften zu priifen:

1. Offenbar gilt 0 =0z € U und damit ist die erste Eigenschaft bereits gezeigt.
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2. Seien x,y € U. Dann gibt es «, 8 € R, so dass
x=qa-z und y=p0"z
gilt. Daraus folgt unter Benutzung des Distributiv-Gesetzes
x+ty=a-z+f-z=(a+p)-z€U.

3. Sei nun @ € R und z € U. Dann gibt es ein 8 € R, so dass x = - z gilt. Mit Hilfe des
Assoziativ-Gesetzes schliefen wir nun wie folgt:

a-x=a-(f-2)=(a-p)-z€U. O
Bemerkung: Geometrisch handelt es sich bei der Menge U um eine Gerade, die durch den Null-
punkt geht. Das néchste Beispiel verallgemeinert das letzte Beispiel in dem nun nicht mehr ein

einzelner Vektor z den Raum U erzeugt, sondern der Untervektor-Raum durch eine beliebige
Menge M von Vektoren erzeugt wird.

Beispiel: Es sei V ein K-Vektor-Raum und M C V sei eine nicht-leere Menge von Vektoren.
Dann definieren wir die Menge spanyg (M) als die Menge aller endlichen Linear-Kombinationen
von Vektoren aus M, wir setzen also

spang (M) := {a1 ‘X1t tan X, [ nENAVIiE{L,--- n}:a; EKAX; € M}
Dann ist die so definierte Menge spang (M) ein Untervektor-Raum von V.
Beweis: Es sind drei Eigenschaften zu priifen.
1. Da M nicht leer ist, finden wir ein v € M. Offenbar gilt
0=0-v € spang(M).

2. Es seien x,y € spang(M). Dann gibt es m,n € N, sowie aq,- - ,am,B1, ++ ,Bn € K und
X1, Xm, Y1, Yn € M, s0 dass

X=X+ Fm Xy und  y =Pyt 4 B Yn
gilt. Damit haben wir
X+ty=a1 X1+ +aQm Xm+Py1+ -+ Bnyn € spang (M)

denn die Summe a7 - X1 + -+ Q- Xy + B1 Y1 + - + Bn - ¥a ist auch wieder eine
Linear-Kombination von Vektoren aus M.

3. Nun sei x € spang (M) und o € K. Dann gibt es zunéichst ein n € N sowie Skalare 51, , B,
und Vektoren x1,--- ,%X, € M, so dass

x=P01-x1+ -+ B X
gilt. Damit haben wir
arx=a-(BroXat A B Xm) = (@ 1) Xa o (0 Bn) <X € spang (M).
O

Beispiel: Es sei C(R) die Menge der (bereits frither definierten) stetigen reellwertigen Funktionen.
Weiter sei ¢ € R beliebig. Definieren wir die Menge N, als

Ne:={f€CR)| f(c) =0},

also als die Menge der stetigen Funktionen f, die bei ¢ eine Nullstelle haben, dann ist N, ein
Untervektor-Raum von C(R).

Aufgabe 44: Beweisen Sie, dass N, ein Untervektor-Raum von C(R) ist.

Satz 9.14 Ist V ein Vektor-Raum und sind U; und U; Untervektor-Raume von V, so ist auch die
Menge U; N U; ein Untervektor-Raum von V.
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Beweis: Wir haben drei Eigenschaften nachzuweisen.

1. Da U; und U, Untervektor-Rdume sind, gilt
0cU; und O0€U,;, woraussofort 0¢€U;NU;

2. Seien x,y € U; N U,. Dann gilt natiirlich
xely, x€lUy,, yeU;, und yeU.
Da U; und Us Untervektor-Réaume sind, folgt dann
x+yeU; und x+4yc€Us,
also insgesamt
x+yeU NU,.
3. Sei nun x € U; N U3 und « € K. Daraus folgt sofort
x€eU; und xé€Us.
Da U; und Us Untervektor-Réume sind, kénnen wir folgern, dass
a-xelU; und a-x€U;
gilt, so dass wir insgesamt
a-xe U NU;
haben.

folgt.

O

Aufgabe 45: Es sei V ein Vektor-Raum und U; und Us seien Untervektor-Riume von V. Beweisen
oder widerlegen Sie, dass dann auch die Menge U; U Us ein Untervektor-Raum von V ist.
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Kapitel 10

Lineare Abbildungen

Der Begriff der linearen Abbildungen ist neben dem Begriff des Vektor-Raums einer der zentralen
Begriffe in der Theorie der linearen Algebra. In diesem Kapitel fithren wir lineare Abbildungen
ein und zeigen, wie diese durch Matrizen dargestellt werden konnen. Wir definieren Addition und
Multiplikation von Matrizen und zeigen, dass bestimmte Matrizen beziiglich der Multiplikation
ein Inverses besitzen. Wir fithren sogenannte Elementar-Matrizen ein und demonstrieren, wie sich
mit Hilfe von Elementar-Matrizen das Inverse einer Matrix berechnen ldsst.

Im Rest dieses Abschnittes bezeichnet K einen Korper. In den Anwendungen wird es sich dabei
meistens um den Korper R der reellen Zahlen oder den Korper C der komplexen Zahlen handeln.

10.1 Definition der linearen Abbildungen

Definition 10.1 (£(V,W)) Es seien V und W zwei K-Vektor-Rdume. Eine Funktion
f: V=W
ist eine lineare Abbildung von V nach W genau dann, wenn Folgendes gilt:
L vx,y €V flx+y)=f(x)+ f(y)
eine lineare Abbildung ist mit der Addition vertraglich.
2. VaeK:¥xeV: fla-x)=a- f(x),
eine lineare Abbildung ist auch mit der Skalar-Multiplikation vertraglich.
Die Menge aller linearen Abbildungen von V' nach W wird mit L(V, W) bezeichnet, es gilt also
L(V,W) :={f € WV | f ist lineare Abbildung}.
Auf der Menge L(V, W) definieren wir eine Addition
+: L(V,IV) x L(V,W) = L(V,IV)

punktweise, dass heisst fiir f, g € L(V, W) definieren wir die lineare Abbildung f+g, indem wir fordern,
dass fir allex € V

(f+9)(x) = f(x) +9(x)
gilt. Weiter definieren wir die Null-Abbildung 0 : V' — W, indem wir fiir alle x € V'
0(x):=0

setzen. SchlieBlich definieren wir eine Skalar-Multiplikation von Elementen des Korpers K mit linearen
Abbildung aus L£(V, W). Diese Skalar-Multiplikation bezeichnen wir durch den Operator “.". Es ist also

K x L(V,W) = LV, W)
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und wir definieren fiir alle « € K, f € L(V,W) und allex € V
(a-f)(x):=a- f(z) o

Aufgabe 46: Es seien V und W zwei K-Vektor-Raume und L£(V, W) bezeichne die oben definierte
Menge der linearen Abbildungen von V' nach W. Beweisen Sie die folgenden Behauptungen:

1. Wenn f,g € L(V,W) ist, dann gilt f 4+ g € L(V,W).

2. Wenn « € Kund f € L(V,W) ist, dann gilt «- f € L(V,W).

3. ({L(V,W),0,+),) ist ein K-Vektor-Raum. o
Bemerkung: Wir kénnen die beiden Eigenschaften, die in der Definition einer linearen Abbildung

gefordert werden, zu einer einzigen Eigenschaft zusammenfassen, denn die Abbildung f: V — W
ist genau dann linear, wenn

Va,BeK:Vx,y €V flax+ B y)=a- f(x)+8f(y)
gilt. Weiter bemerken wir, dass fiir eine lineare Abbildung f : V — W immer

f(0)=0
gilt, denn wir haben
£(0) = £(0-0) = 0- £(0) = 0. o

Bemerkung: In der Literatur wird eine lineare Abbildung f : V — W von einem Vektor-Raum
V in einen Vektor-Raum W auch als ein Vektor-Raum-Homomorphismus oder kiirzer als ein
Homomorphismus bezeichnet. Ist die Abbildung f auflerdem noch injektiv, so heifit f ein Mo-
nomorphismus. Ist f surjektiv, so sprechen wir von einem FEpimorphismus und wenn f sowohl
injektiv als auch surjektiv ist, dann ist f ein Isomorphismus. Gilt V.= W hat f also die Form
f:V —= V., so nennen wir f einen Endomorphismus und wenn sowohl V' = W gilt, als auch die
Funktion f bijektiv ist, dann ist f ein Automorphismus. Der Ubersichtlichkeit halber fassen wir
diese Begriffe wie folgt zusammen:

1. Wenn f € L(V, W) ist, dann ist f ein Homomorphismus.

2. Wenn f € L(V, W) injektiv ist, dann ist f ein Monomorphismus.
Wenn f € L(V, W) surjektiv ist, dann ist f ein Epimorphismus.
Wenn f € L(V, W)

(
(

bijektiv ist, dann ist f ein Isomorphismus.

Wenn f € L(V,V) ist, dann ist f ein Endomorphismus.

SR B

Wenn f € L(V,V) bijektiv ist, dann ist f ein Automorphismus. o
In der englischen Literatur wird ein Endomorphismus f € L£(V,V) auch als ein Operator auf
V bezeichnet. Wir definieren zur Abkiirzung
L(V):=L(V,V).
Folglich bezeichnet £(V') die Menge der Operatoren auf dem Vektor-Raum V. o

Beispiel: Es sei KN der Vektor-Raum der K-wertigen Folgen. Wir definieren eine Abbildung
L, die eine gegebene Folge um das erste Element verkiirzt, die also die Folge nach links schiebt.
Formal setzen wir

L(<33n)neN> = (Tn+41)nen-

Weniger formal aber dafiir intuitiver kénnten wir auch

L((l‘O)xlnyax?ﬂ e )) = (1‘1,332,-1:37 t )
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schreiben. Dann ist die Abbildung L eine lineare Abbildung auf KV, o

Beispiel: Es sei C(R) die Menge der stetigen Funktionen auf R und D(R) die Menge aller
Funktionen f : R — R, die iiberall differenzierbar sind und deren Ableitung stetig ist. Definieren
wir eine Funktion

4 DR) = C(R) durch L(f) = f'(z),

wobei f'(z) die Ableitung der Funktion f an der Stelle z ist, so ist die Funktion 570 eine lineare
Abbildung, denn fiir die Ableitung gilt

G f+B g =a Lf+B o 0

10.1.1 Kern und Bild einer linearen Abbildung

Definition 10.2 (Kern) Es seien V' und W zwei Vektor-Rdume und f : V' — W sei ein lineare
Abbildung. Dann definieren wir

Kern(f) :={x e V| f(x) = 0}.

Der Kern einer linearen Abbildung ist also die Menge aller Vektoren aus V, die auf den Null-Vektor
abgebildet werden. o

Satz 10.3 Ist f : V — W eine lineare Abbildung, so ist Kern(f) ein Untervektor-Raum von V.

Beweis: Wir haben die drei Eigenschaften von Untervektor-Rdumen nachzuweisen.

1. Wir haben oben bereits gesehen, dass fiir eine lineare Abbildung f(0) = 0 gilt. Daraus folgt
sofort 0 € Kern(f).

2. Seien x,y € Kern(f). Dann haben wir nach Definition von Kern(f)
fx)=0 und f(y)=0.
Daraus folgt zunéchst
fx)+f(y)=0+0=0
und da f eine lineare Abbildung ist, konnen wir diese Gleichung zu
fx+y)=0
umformen, was uns zeigt, dass
x +y € Kern(f)
ist, so dass die Menge Kern(f) unter der Addition abgeschlossen ist.
3. Sei & € K und x € Kern(f). Dann haben wir nach Definition von Kern(f)
fx)=0.
Daraus folgt zunéchst
a - fx)=a-0=0
und da f eine lineare Abbildung ist, konnen wir diese Gleichung zu
fla-x)=0
umformen, was uns zeigt, dass
a-x € Kern(f)
ist, so dass die Menge Kern(f) auch unter der Skalar-Multiplikation abgeschlossen ist. [
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Satz 10.4 Es seien V und W Vektor-Raume und f : V' — W sei eine lineare Abbildung. Dann ist f
genau dann injektiv, wenn Kern(f) = {0} gilt.

Beweis: Wir zerlegen den Beweis in zwei Teile.

“=": Wir nehmen zunéchst an, dass f injektiv ist. Es ist klar, dass

f(0)=0
gilt und damit gilt sicher 0 € Kern(f). Sei nun zusétzlich y € Kern(f), es gelte also
fly)=o.

Da f injektiv ist, folgt aus f(y) =0 und f(0) =0
y=0
und damit ist Kern(f) = {0} gezeigt.

“<”: Wir setzen jetzt Kern(f) = {0} voraus. Falls fiir x,y € V nun

fx) = fly)
gilt, so kénnen wir diese Gleichung auf Grund der Linearitéit von f zu
fx—y)=0

umschreiben. Daraus folgt aber
x —y € Kern(f)
und da wir Kern(f) = {0} vorausgesetzt hatten, folgt
x—y=0
woraus wir auf x =y schlieffen kénnen und das war zu zeigen. O

Definition 10.5 (Bild) Es seien V' und W Vektor-Riume und f : V' — W sei eine lineare Abbil-
dung. Dann definieren wir

Bild(f) = {(x) | x € V}
als die Menge der Abbilder aller Vektoren aus V' unter der Abbildung f. o

Aufgabe 47: Zeigen Sie: Ist f : V — W eine lineare Abbildung, so ist Bild(f) ein Untervektor-
Raum von W. o

Satz 10.6 (Dimensions-Satz) Es seien V; und V5, endlich-dimensionale Vektor-Riume und die
Funktion f : Vi — V; sei eine lineare Abbildung. Dann gilt

dim(Vy) = dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)).
Beweis: Es sei {x1, - ,X,,} eine Basis von Kern(f). Ist B eine Basis von Vi, so kénnen wir mit
Hilfe des Basis-Austausch-Satzes eine Menge W finden, so dass

B\W U {x1, - ,Xm}
wieder eine Basis von Vj ist. Es gelte

B\W = {ylv" ! 7Yn}
Dann ist also insgesamt die Menge

{Xla"' s Xmsy Y1, ,yn}

eine Basis von Vi, so dass dim(V7) = m + n. Wir miissen daher nur noch zeigen, dass
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dim(Bild(f)) =n
gilt. Dazu zeigen wir, dass die Menge
eine Basis von Bild(f) ist. Hier sind zwei Sachen nachzuweisen.

1. Wir zeigen: Die Menge {f(y1), -, f(yn)} ist ein Erzeugenden-System von Bild(f).

Sei z € Bild(f). Dann gibt es ein y € Vi, so dass z = f(y) ist. Nun ist die Menge
{X1, " yXm,¥1, " ,¥n | eine Basis von V;. Folglich muss es Skalare a1, -+ , tm, f1, -+ , Bn €
K geben, so dass

al'Xl+"‘+am'Xm+ﬁl’y1+"'+ﬁn‘}’n:y

ist. Wenden wir auf diese Gleichung die lineare Abbildung f an und beriicksichtigen, dass
f(x;) =0 ist fiir alle ¢ € {1,--- ,m}, denn x; € Kern(f), so erhalten wir

Br- f(y1)+ -4 Bn- f(yn) = 2.

Damit haben wir z aber als Linear-Kombination der Menge {f(y1), -, f(y»)} dargestellt
und das war zu zeigen.

2. Wir zeigen: Die Menge {f(y1), -+, f(yn)} ist linear unabhingig.
Seien B1,- -, Bn € K und gelte

Bi-f(y1)+-+Bn- flyn) =0.

Da f eine lineare Abbildung ist, konnen wir diese Gleichung zu
fBr-y1+-+Bn-yn) =0

umschreiben. Daraus folgt aber
Pr-y1+ -+ Bn-yn € Kern(f).

Da {x1,--- ,Xm} eine Basis von Kern(f) ist, muss es also Skalare a1, -, a, € K geben, so
dass

0 X1t an X =81 Y1+ + B Yn
gilt. Diese Gleichung kénnen wir zu
a1 X1+ Fan Xn+ (=B1) Y1+ + (=Bn) yn =0
umstellen. Da die Menge {X1, -+ ,Xm,¥1, - ,¥n} eine Basis von V; ist, folgt daraus
a1 =0A Ny =0AN=51=0A---AN=p,=0.

Damit haben also die g; alle den Wert 0 und das war zu zeigen. O

Bemerkung: Der Dimensions-Satz wird in der Literatur auch als Rang-Satz bezeichnet. o

Aufgabe 48: Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektor-Raum und es sei f € L(V'). Zeigen Sie,
dass f genau dann surjektiv ist, wenn [ injektiv ist. o

10.2 Matrizen

Es seien V und W Vektor-Rdume und f sei eine lineare Abbildung. Weiter sei {x1,-+- ,X;,} eine
Basis von V und {y1,---,yn} sei eine Basis von W. Fiir alle j € {1,--- ,m} ist zunéchst f(x;)
ein Vektor aus W und da {y1,---,y.} ein Basis von W ist, gibt es dann eindeutig bestimmte
Skalare a; ;, so dass der Vektor f(x;) sich als Linear-Kombination

f(x;) = _éam Y
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schreiben lésst. Ist nun allgemein x ein Vektor aus V', so ldsst sich x in der Form
m
x= > Bj-x;
j=1

schreiben, denn {x1, - ,X,,} ist ja eine Basis von V. Wenden wir auf diese Gleichung die Funktion

f an, so erhalten wir
j=1

Bi - f(x5)

NIE

fx) =

~

|
(NE

.
Il
_

n
Bi- Z Q5.5 Yi
i=1

I
NngE

J
= Xn) (i Qi j '6j) " Yi-
=1 \y=1

Damit sehen wir, dass lineare Abbildung f in dem Moment, wo wir die Basen {x1,- -+ ,X;,} von
V und {y1, -+ ,yn} von W festgelegt haben, vollstindig durch die n - m Zahlen (a;;) i=1....»
j=1

Ly ,m

festgelegt werden. Diese Zahlen werden daher zu einer n x m Matriz

ai1 o Aim
A=
Uni  Gpm
zusammengefasst. Die Menge aller n xm Matrizen mit Koeffizienten a; ; € K fiir allei € {1,--- ,n}
und j € {1,--- ,m} schreiben wir als K"*™.

Definition 10.7 (M(f)) Sind V und W zwei K-Vektor-Raume und bilden die Vektoren x1, -+ , X,

und yi,- -+ ,¥yn eine Basis von V beziehungsweise von W und ist weiter f € L(V, W), so bezeichnen
wir die oben definierte Matrix A € K™*™ mit M(f), wir setzen also

M(f) = A. o
Bemerkung: Eigentlich ist die Schreibweise M( f) nur dann eindeutig, wenn die Vektoren x1, - - , X,
und y1,- -,y festgelegt sind. Es gibt Autoren, die deswegen die Notation

M(faxlv y Xmiy Y1, 7Yn) an Stelle von M(f)

schreiben. Diese Schreibweise ist mir aber zu schwerfillig. Wir setzen im Folgenden voraus, dass
immer, wenn die Funktion M verwendet wird, klar ist, auf Basis welcher Vektoren x1,--- ,X;,
und yi,- - ,yn der Ausdruck M(f) definiert ist.

Zusatzlich ist noch die folgende Spitzfindigkeit zu beachten: Wenn wir sagen, dass B =
{X1," -+ ,Xm } eine Basis von V ist, dann ist die Reihenfolge der Vektoren nicht festgelegt, denn eine
Basis ist eine Menge und dort gibt es keine Reihenfolge. Daher ist die oben definierte Abbildung
M LI(V,W) — K"*™ streng genommen nur dann eindeutig definiert, wenn wir die Reihenfolge
der Vektoren in den beteiligten Basen fixieren. Wir setzen im Folgenden voraus, dass es in den
Anwendungen von M immer eine kanonische Reihenfolge der Elemente der beiden beteiligten Ba-
sen gibt, auf die wir uns bei der Definition von M(f) dann beziehen kénnen. o

Ist A € K"*™ eine Matrix und ist
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X = e K™,

Tm

so definieren wir das Produkt A -x als den Vektor

NE

ar,j-Tj

<.
Il
—

<

|
i
»

I
NgE!

Qij " T

<
Il
—_

s

Il
_

On,j " Xj
J

Zur Berechnung der i-ten Komponente des Vektors A-x wird der Vektor x also komponentenweise
mit der i-ten Zeile der Matrix A multipliziert und diese Produkte werden dann aufaddiert.

Bemerkung: Wir hatten die Vektoren aus K" urspriinglich als Listen der Form x = |21, , 2]
mit z; € K fiir alle ¢ € {1,--- ,n} definiert. Diese Schreibweise ist wesentlich platzsparender als
die Schreibweise

Mo

Tm

bei der wir x als Spalten- Vektor bezeichnen. Im Zusammenhang mit der Multiplikation von Ma-
trizen mit Vektoren ist die Spaltenschreibweise allerdings suggestiver, so dass wir Vektoren in
Zusammenhang mit der Matrizen-Multiplikation in der Spaltenschreibweise darstellen. o

Aufgabe 49: Es sei A € K"*™, Zeigen Sie, dass die Abbildung
f K™ — K",

die fiir alle x € K™ durch
Fx) = A-x

definiert ist, eine lineare Abbildung ist. o

10.2.1 Addition und Skalar-Multiplikation von Matrizen

Es seien A, B € K" und in Komponentenschreibweise gelte A = (a; ;) und B = (b; ;), wobei der
Index ¢ von 1 bis n und der Index j von 1 bis m lduft. Dann definieren wir die Summe C := A+ B
so, dass C' = (a;,; + b; ;) gilt, die Komponenten der Matrix C' werden also durch Addition der
Komponenten von A und B definiert. Mit dieser Definition ist leicht zu sehen, dass fiir beliebige
Vektoren x € K™ die Gleichung

(A+B)-x=A-x+B-x

gilt. Dieses Distributiv-Gesetz ist der Grund dafiir, dass die Addition von Matrizen wie oben
angegeben definiert wird.

Fiir Matrizen ldsst sich auflerdem eine Skalar-Multiplikation definieren: Ist o € K und ist
A € K™ wobei A = (a;;) gilt, so definieren wir die n x m Matrix C' := a - A so, dass in
Komponentenschreibweise C' = (« - a; ;) gilt. Mit dieser Definition gilt fir beliebige Vektoren
x € K™ die Gleichung
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a-(A-x)=(a-A)-x=A4(a-x).
Diese Gleichungen zeigen, dass die Skalar-Multiplikation fiir Matrizen mit der Multiplikation einer

Matrix mit einem Vektor vertréglich ist.

Bemerkung: Nachdem wir die Addition und Skalar-Multiplikation von Matrizen definiert haben,
ist leicht nachzurechnen, dass die Menge K™*™ der n x m Matrizen mit diesen Operationen zu
einem Vektor-Raum wird. Das neutrale Element beziiglich der Addition ist die Null-Matrix, deren
samtliche Komponenten den Wert 0 haben.

Bemerkung: Sind V und W zwei endlich-dimensionale Vektor-Rdume mit Basen {x1,- -, X}
und {y1, - ,yn} und sind f,g € L(V,W) und ist « € K, so gilt

M(f+g) = M)+ M(g) uwd Mla-f):=a- M(f).

Diese beiden Eigenschaften motivieren nachtréiglich sowohl die Definition der Addition von Ma-
trizen als auch die Definition der Skalar-Multiplikation einer Matrizen. Sie zeigen, dass M eine
lineare Abbildung des Vektor-Raums £(V, W) in den Vektor-Raum K™*"™ ist. Es handelt sich bei
dieser Abbildung um einen Isomorphismus. o

10.2.2 Matrizen-Multiplikation

Sind I,m,n € N und sind A € K™*! und B € K™*™ Matrizen, so kénnen wir zwei lineare Abbil-
dungen

f:KE-K" und g:K™—K"
durch die Festlegung
fx):=A4-x faxecK, und g¢g(y):=B-y faycK?

definieren. Da der Werte-Bereich der Funktion f eine Teilmenge des Definitions-Bereichs der Funk-
tion g ist, kénnen wir die beiden Funktionen zu einer neuen Funktion A verkniipfen, indem wir

h(x) := (go f)(x) = g(f(x))

definieren. Sie konnen leicht nachweisen, dass die Funktion h wieder eine lineare Funktion ist und
dass

h:K!— K"

gilt. Folglich muss sich die Funktion h ebenfalls durch eine [ x n Matrix C' darstellen lassen, die
wir nun berechnen wollen. Es gilt
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l
= B-| Yay

Definieren wir also die Komponenten der Matrix C' = (¢; ;) als
m
Ciji= > bix-ar; faie{l,---,n},je{l,---,m},
k=1

so sehen wir, dass diese Matrix das selbe bewirkt, wie die sukzessive Anwendung der Matrizen A
und B. Daher definieren wir fiir eine n x m Matrix B € K"*™ der Form B = (b; ;) und eine m x
Matrix A € K™*! der Form A = (ay, ;) die Produkt-Matrix C' = B - A als die Matrix C' = (¢; ;),
deren Komponenten durch die Gleichung

Cij = kin:l bir-ar; fa ie{l,---,n},je{l,--- 1},
gegeben sind.
Bemerkung: Sind V7, V5 und V3 Vektor-Ridume mit
dim(V1) =1, dim(Va)=m und dim(V3)=n
und gilt
f € L(Vi,Va) und g € L(Va, Vy),
dann haben wir die Matrizen-Multiplikation gerade so definiert, dass
M(go f) = M(g) - M(f)
gilt. o
Aufgabe 50: Zeigen Sie, dass fiir die Matrizen-Multiplikation das Assoziativ-Gesetz gilt. o

Aufgabe 51: Beweisen oder widerlegen Sie, dass die Matrizen-Multiplikation kommutativ ist. ©

Unser Ziel im Rest dieses Abschnittes ist es zu zeigen, dass bestimmte quadratische Matrizen
ein Inverses besitzen. Dabei nennen wir eine Matrix A € K™*"™ quadratisch falls m = n ist. Um fiir
die Matrizen-Multiplikation ein neutrales Element definieren zu kénnen, definieren wir zunéchst
das nach Leopold Kronecker benannte Kronecker-Delta.
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Definition 10.8 (Kronecker-Delta) Fiir 4, j € N definieren wir

| 1 fallsi=j;
Ois '_{ 0 falls i+ j. ¢

Damit sind wir in der Lage, fiir alle n € N eine Finheits-Matriz E,, zu definieren. Wir definieren
E, € K*»*™ als die Matrix, die nur auf der fallenden Diagonale mit Einsen besetzt ist, alle anderen
Eintrdage sind Null. Formal gilt

E, = (51',]') i=1,-+,n 4

i=
j=1,--,n

wobei d; j das eben definierte Kronecker-Delta bezeichnet. Im Falle n = 2 haben wir beispielsweise

1 0
B= (5 1)

und im Falle n = 3 gilt

E3 =

S O =
o = O
= o O

Ist A € K™*" so gilt
A-E,=A,
denn wenn wir C' := A - E,, definieren und in Komponentenschreibweise C' = (¢; ;) haben, so gilt
nach der Definition der Matrizen-Multiplikation
n
Cij = 2. ik Okj = Qij,
k=1

wobei wir bei der letzten Gleichung ausgenutzt haben, dass auf Grund der Definition des Kronecker-
Deltas von der Summe nur der Term mit k = j iibrig bleibt. Genauso lisst sich auch zeigen, dass
E,, - A= Aist.

Definition 10.9 (Invertierbare Matrix) Eine quadratische Matrix A € K"*™ ist invertierbar
genau dann, wenn es eine Matrix B € K"*" gibt, so dass
A-B=B-A=E,

gilt. In diesem Fall definieren wir A= := B und sagen, dass B das Inverse der Matrix A ist. O

Bemerkung: Wenn es eine Matrix B gibt, so dass A - B = E,, gilt, dann kann gezeigt werden,
dass daraus bereits B - A = E,, folgt. o

Aufgabe 52: Es sei A € K2%2 gegeben als

(2 4)

und es gelte a - d # b - c. Zeigen Sie, dass die Matrix A ein Inverses hat und berechnen Sie dieses
Inverse. Machen Sie dazu den Ansatz

_ e f
Al:(?] h)

und bestimmen Sie die Zahlen e, f, g und h aus der Forderung, dass A~!- A = E, gelten muss. ©

Bemerkung: Ein lineares Gleichungs-System mit n Gleichungen und n Variablen lésst sich in der
Form A -x = x schreiben, wobei A € K™*™ ist. Beispielsweise konnen wir das lineare Gleichungs-
System
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l-21+2-29+3-23=4
5.1 4+6-20+7-23=28
9-214+6-20+3-23=1

kiirzer als
A-x=Db
schreiben, wenn wir
1 2 3 4
A= 5 6 7 und b:=| 8
9 6 3 1

definieren. Wenn wir nun Gliick haben und die Matrix A invertierbar ist, so konnen wir die
Gleichung A - x = b von links mit A~! multiplizieren. Dann erhalten wir

Al A x=A"1Db
was wegen A1 - A-x=E, -x=xzu

x=A"1b
dquivalent ist. Falls wir also in der Lage sind, die Matrix A zu invertieren, dann koénnen wir
anschliefend das Losen der Gleichung A - x = b auf eine Matrix-Multiplikation zuriick fithren. Da

das Inverse A~! nicht von dem Vektor b abhiingt, ist dies dann ein sinnvolles Vorgehen, wenn die
Gleichung A - x = b fiir mehrere verschiedene Werte von b gelést werden soll. o

Definition 10.10 Essein € N, k € {1,--- ;m} und | € {1,--- ,n}. Dann definieren wir die n x n
Atomar-Matrix A(k,l) so, dass in Komponentenschreibweise

A (k1) = (0i - 5l,j);2=:::vz

gilt. Die Atomar-Matrix A(k,l) hat damit genau in der k-ten Zeile in der I-ten Spalte eine Eins und
alle anderen Eintrége der Matrix sind Null. o

Aufgabe 53: Es gelte B € K™*" und A, (k,l) € K"*" sei eine Atomar-Matrix. Wir definieren
C := A, (k,l) - B. Zeigen Sie, dass in C in genau eine Zeile von 0 verschiedene Werte auftreten.
Dies ist die k-te Zeile und die Werte, die hier auftreten, sind die Werte, die in der [-ten Zeile von
B stehen. Der Effekt der Multiplikation von A(k,l) mit B besteht also darin, dass die I-te Zeile
in die k-te Zeile verschoben wird und dass alle anderen Zeilen gel6scht werden. Schreiben wir die
Matrix B in der Form

by
B=| : |,
by,

wobei b; die i-te Zeile der Matrix B bezeichnet, die wir als Vektor auffassen und ist [ < k, dann
gilt also

b; 0
b, 0
A, (kD) - B=A,(k,I)- : = : )
by, b,
b, 0
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falls [ < k ist.

Wir definieren nun drei verschiedene Arten von sogenannten Elementar-Matrizen. Die Zeilen-
Additions-Matrizen ZA, (k,l,«) addieren das a-fache der I-ten Zeile zur k-ten Zeile, die Zeilen-
Permutations-Matrizen ZP,(k,l) vertauscht die k-te Zeile mit der I-ten Zeile und die Zeilen-

Multiplikations-Matrix ZM,, (k, o)) multipliziert die k-te Zeile mit a.

Definition 10.11 (Elementar-Matrizen) Essei n € N mit n > 1. Weiter seien k,l € {1,--- ,n}
und es sei a € K, wobei zusatzlich a # 0 zu gelten hat. Dann definieren wir die Elementar-Matrizen

wie folgt:

1. Fiir k # I wird die n x n Zeilen-Additions-Matrix ZA,, (k, [, &) durch

ZAn(k,1,0) =By, + a - A (k, 1)

definiert. Multiplizieren wir ZA,, (k, [, «) von rechts mit einer n x n Matrix B, so erhalten wir
ZA, (k,l,a)-B:=E,-B+a-A,(kl)-B=B+a-A,kI)- B.

Die Matrix A, (k,[)-B besteht aus der [-ten Zeile von B, die allerdings in die k-te Zeile verschoben
wird. Damit besteht der Effekt der Multiplikation ZA,,(k,[, ) - B darin, dass die [-te Zeile von
B mit o multipliziert zur k-ten Zeile von B hinzu addiert wird. Im Falle [ < k gilt also

ZAn(k,1,0) - B =ZA,(k,1,c) -

2. Die n x n Zeilen-Permutations-Matrix ZP,,(k,!) wird durch die Gleichung

b,
b;

by,

b,

b,
b;
by +a-b;

b,

ZPn(kv l) = En + An(kv l) + An(la k) - An(ka k) - An(l7 l)

definiert. Multiplizieren wir eine n x n Matrix B von links mit ZP,,(k,!), so besteht der Effekt
auf B darin, dass die k-te Zeile von B mit der I-ten Zeile von B vertauscht wird, es gilt also

b;
b,
by,

b n

Dies kénnen wir wie folgt einsehen:

ZA, (k1) - B =B+ Ap(k, 1) B+ An(l,k) - B—An(k,k)- B—An(l,1)-B

Der Term A, (k,l) - B transportiert die [-Zeile von B in die k-te Zeile, der Term A, (l,k) - B
transportiert die k-te Zeile von B in die I-te Zeile und die beiden Terme —A, (k, k) - B und
—A,(1,1) - B entfernen die k-te Zeile beziehungsweise die I-te Zeile von B.

3. Die n x n Zeilen-Multiplikations-Matrix ZM,, (k, &) wird fiir & # 0 durch die Gleichung

IM,(k,q) i= By + (o — 1) - Ap(k, k)

definiert. Multiplizieren wir eine n x n Matrix B von links mit ZM,,(k, «), so besteht der Effekt
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auf B darin, dass die k-te Zeile von B mit o multipliziert wird, es gilt also

b, b,
IM, (k) - B =7ZMu(k,a) - | b | =] a-by
b, b,

Dies kdnnen wir wie folgt einsehen:
ZM, (k,a) - B=B+ (o —1)-A,(k,k)- B
Es wir also zu B das (1 — a)-fache der k-ten Zeile von Bzur k-ten Zeile hinzu addiert und damit

steht die k-te Zeile im Ergebnis insgesamt 1 + (o — 1) = a-mal. o

Die entscheidende Beobachtung ist nun die, dass die oben definierten Elementar-Matrizen alle
invertierbar sind, im Einzelnen gilt:
1. (ZAn(k,1,0)) " = ZA, (K, 1, —a),

denn fiir k # [ zieht die Anwendung der Matrix ZA,,(k, [, —«a) auf eine Matrix B das a-fache
der [-ten Zeile von der k-ten Zeile ab. Wenn wir also das Produkt

ZA, (k1 —a) - ZAL (K, 1, a) - By,

betrachten, so addiert die Anwendung von ZA,,(k,[, a) auf die Einheits-Matrix E,, zunéchst
das a-fache der [-ten Zeile von E,, zur k-ten Zeile, das dann durch die anschliefende Anwen-
dung von ZA, (k,l, —«a) wieder abgezogen wird. Damit gilt insgesamt

ZA, (k1 —a) - ZA, (ko) - E, = E,,
was wir zu
ZA, (k1 —a) - ZA, (ko) = E,,
vereinfachen konnen. Genauso lésst sich die Gleichung
ZA, (ko) - ZA, (K, 1, —a) = E,,

zeigen.

2. (ZP(k,1)) " = ZP,(k,1),

denn wenn wir die k-te Zeile mit der [-ten Zeile vertauschen und in der resultierenden Matrix
wieder die k-te Zeile mit der [-ten Zeile vertauschen, sind wir wieder bei der Matrix, mit der
wir gestartet sind.

3. (ZMy(k,@)) " = ZM,(k,a™b),

denn wenn wir die k-te Zeile erst mit o multiplizieren und in der resultierenden Matrix die
k-te Zeile mit a~! multiplizieren, haben wir die Matrix wegen der Gleichung a=!-«a =1
insgesamt nicht verdndert. Dabei muss natiirlich o # 0 gelten, aber das ist bei den Elementar-
Matrizen der Form ZM,, (k, o) vorausgesetzt.

10.3 Berechnung des Inversen einer Matrix

Wir haben nun alles Material zusammen um fiir eine gegebene Matrix A € K™"*" iiberpriifen zu
kénnen, ob es zu A eine inverse Matrix A~! gibt und diese gegebenenfalls auch zu berechnen.
Die Idee, die dem Verfahren, dass wir gleich prisentieren werden, zu Grunde liegt, besteht darin,
dass wir die Matrix A solange mit Elementar-Matrizen ZE; multiplizieren, bis wir die Matrix A
zur Einheits-Matrix E,, reduziert haben. Wir konstruieren also eine endliche Folge von Elementar-
Matrizen
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ZEq, -+, ZE,
so, dass
ZEy ... - ZE,-A=E,
gilt, denn dann haben wir offenbar
AV =7E-... - ZE;.

Die Elementar-Matrizen werden dabei nicht explizit berechnet, denn es reicht, wenn wir die Um-
formungen, die den Elementar-Matrizen entsprechen, auf die Einheits-Matrix E,, anwenden. Wir
berechnen A~! dann nach der Formel

A=l =7E;-... ZE; -E,.

Bei dieser letzten Gleichung miissen wir keine Matrizen-Multiplikationen durchfithren, denn wir
wissen ja, welchen Effekt die Multiplikation einer Elementar-Matrix ZE; mit einer Matrix B hat:
Je nachdem, um was fiir eine Elementar-Matrix es sich handelt, addieren wir das a-fache einer
Zeile zu einer anderen Zeile, wir vertauschen zwei Zeilen oder wir multiplizieren eine Zeile mit
einem Skalar.

Die Transformation der Matrix A € K™ verlduft in n Schritten, wobei wir im i-ten Schritt dafiir
sorgen, dass die i-te Spalte der Matrix gleich dem i-ten Einheits-Vektor e; wird. Dabei hat der
i-te Einheits-Vektor in der i-ten Komponente eine 1, alle anderen Komponenten sind 0. Im i-ten
Schritt kénnen wir davon ausgehen, dass in den ersten ¢ — 1 Spalten bereits die Einheits-Vektoren
e, bis e;_1 stehen. Um auch die i-te Spalte entsprechend zu transformieren, suchen wir zunéchst
diejenige Zeile j € {i,--- ,n} fir die |a;;| maximal wird. Theoretisch wiirde es an dieser Stelle
reichen, einfach irgend eine Zeile j € {4, - ,n} zu wihlen, fiir die a;,; # 0 ist. Das hier vorgestellte
Verfahren, bei dem wir immer den Zeilen-Index j bestimmen, fiir den a;; maximal ist, hat aber
den Vorteil, dass es weniger anfillig fiir Rundungs-Fehler ist als das naive Vorgehen, bei dem j
einfach so gewé#hlt wird, dass a;; # 0 ist. Falls

VjE{i,"'7TL}ZCLj’i:0

gilt, dann ldsst sich die Matrix nicht mehr zur Einheits-Matrix umformen und es kann gezeigt
werden, dass die Matrix A dann nicht invertierbar ist. Falls wir einen Index j wie oben beschrieben
finden kénnen, dann vertauschen wir die i-te Zeile mit der j-ten Zeile und dividieren anschlieffend
die i-te Zeile durch das Element a; ;. Damit steht in der i-ten Zeile der i-ten Spalte schon mal eine
1. Damit die anderen Eintrige der i-ten Spalte 0 werden, subtrahieren wir anschlieflend fiir alle
ke {l,---,n}\{i} das ay -fache der i-ten Zeile von der k-ten Zeile.

Abbildung 10.1 auf Seite 142 zeigt eine Implementierung des oben beschriebenen Algorith-
mus in der Sprache SETLX, die leichter zu verstehen ist, als die oben gegebene rein textuelle
Beschreibung. Wir diskutieren diese Implementierung jetzt Zeile fiir Zeile:

1. Die Funktion inverse bekommt als Argument eine quadratische Matrix a, die als Liste von
Listen dargestellt wird, es gilt also

a=[a[l],---,aln]].
Dabei ist afi] gerade die i-te Zeile der Matrix a. Auf die Komponente a; ; kann dann mittels

des Ausdrucks ali][j] zugegriffen werden.

2. Zunéchst wird in Zeile 2 mit Hilfe des Operators # die Dimension n der Matrix berechnet:
Das ist gerade die Lange der Liste a.

3. Das Prinzip der Berechnung der inversen Matrix a~! ist, dass a mittels elementarer Zeilen-
Umformungen in die Einheits-Matrix E,, iiberfithrt wird. Gleichzeitig werden diese Zeilen-
Umformungen auf die Einheits-Matrix E,, angewendet und am Ende enthélt dann die um-
geformte Einheits-Matrix das Inverse der Matrix a.

Zu diesem Zweck berechnen wir in Zeile 3 die Einheits-Matrix E,, mit Hilfe der Funktion
identity. Die Implementierung dieser Funktion wird in Abbildung 10.2 auf Seite 143 gezeigt.
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inverse := procedure(a) {

n := #a;

e := identity(n);

for (4 in [1 .. n]) {
r := pivot(a, n, i);
[ alil, alrl 1 := [ alrl, alil 1;
[ elil, elr]l 1 := [ elrl, elil 1;
if (a[i]l[i] == 0) { returm; 7}
f =1/ alil[il;
for (j in [1 .. nl) {

alil[j] *= £; e[il[j] *= f;

}
for (kin [1 .. n] | k !'= i) {
f := alk][i];
for (j in [1 .. n]) {
alkl [j]1 -= £ * al[il[j];
elk][j1 -= £ * el[i][j];
}
}
}
return e;

};

Abbildung 10.1: Berechnung der Inversen einer Matrix a.

4. Im i-ten Durchlauf der Schleife in Zeile 4 wird erreicht, dass die i-te Spalte von a mit dem
i-ten Einheits-Vektor e; iibereinstimmt.

(a)

Zunéchst suchen wir mit der in Zeile 5 aufgerufenen Funktion pivot nach der Zeile r,
fiir die der Betrag |a[é][r]| unter allen » € {i,--- ,n} maximal wird. Diese Zeile wird
dann in Zeile 6 des Programms mit der i-ten Zeile vertauscht. AnschlieBend wird in
Zeile 7 die selbe Operation auf der Matrix e ausgefiihrt.

Die Implementierung der dabei verwendeten Funktion pivot wird in Abbildung 10.2
gezeigt.

Falls nach der Vertauschung von Zeile i und Zeile r die Komponente a[i][i] den Wert
0 hat, dann haben alle Elemente in der i-ten Spalte ab dem Index ¢ den Wert 0 und
dann kann a nicht invertierbar sein. Dies wird in Zeile 8 des Programms iiberpriift: Falls
a[i][i] = 0 ist, wird die Funktion abgebrochen, ohne ein Ergebnis zuriick zu liefern.

Ansonsten teilen wir in Zeile 11 des Programms die i-Zeile von a und e durch a[¢][i].
Anschliefend hat a[¢][i] natiirlich den Wert 1.

In der Schleife in Zeile 13 des Programms subtrahieren wir das a[k][{]-fache der i-ten
Zeile von der k-ten Zeile. Da die i-te Zeile an der Position ¢ mittlerweile den Wert 1
hat, fithrt das dazu, dass danach der Wert von a[k][i] verschwindet, so dass in der i-ten
Spalte alle Werte a[i][k] fiir k # i gleich 0 sind.

Nachdem ¢ den Wert n erreicht hat, ist die urspriingliche Matrix a zur Einheits-Matrix
reduziert worden, sofern das Programm nicht vorher in Zeile 8 ergebnislos abgebrochen
wurde. Gleichzeitig enthélt dann die Variable e das Inverse der urspriinglich gegebenen
Matrix.
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1 delta := procedure(i, j) {

2 if (i == j) { return 1; } else { return 0; }

3 };

4+ identity := procedure(n) {

5 return [ [ delta(i,j) : jin [1 .. n]l ] : i din [1 .. n] J;
6 };

7 pivot := procedure(a, n, i) {

8 r := 1i; // index of row containing maximal element
9 for (j in [i+1 .. n]) {

10 if (abs(aljl[i]) > abs(alr][i])) {

11 r = j;

12 }

13 }

14 return r;

15 };

Abbildung 10.2: Implementierung der in Abbildung 10.1 benétigten Hilfsfunktionen.

Beispiel: Wir testen das Programm, indem wir versuchen, das Inverse der Matrix

1 2 3
A=12 3 1
3 1 2

zu berechnen. Dazu wird in dem Programm die Variable e mit der Einheits-Matrix E3 initialisiert.
Danach haben wir

o O =
O = O
= o O

1 2 3
a= 2 31 und e=
31 2

1. Im ersten Schritt suchen wir die Zeile der Matrix a, fiir die in der ersten Spalte das grofite
Element steht. Im vorliegenden Fall ist das die dritte Zeile, denn es gilt az; = 3 und alle
anderen Eintrédge in der ersten Spalte sind kleiner als 3. Daher vertauschen wir die erste
Zeile mit der dritten Zeile und finden fiir die Matrizen a und e

0 01

3 1
a— 2 3 und e= 0 0
1 2 1 0

W = N

1
0

2. Im néchsten Schritt normalisieren wir die erste Zeile, indem wir durch a; ; teilen. Danach

haben wir
1 L1 2
3 3 00 %
a= 2 3 1 und e = 01 0
1 2 3 1 0 0

Unser néchstes Ziel ist es, alle Eintrédge a; ; in der ersten Spalte, fiir die ¢ # 1 ist, durch
Addition der ersten Zeile zur i-ten Zeile zu entfernen. Dazu dienen die folgenden beiden
Schritte:

3. Im néichsten Schritt subtrahieren wir das 2-fache der ersten Zeile von der zweiten Zeile und
erhalten:
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1 2

L3 3

_ 7 1
a=10 3 -3
1 2 3

0 0
und e= 01 -
1 0

winy Wl

o

4. Jetzt subtrahieren wir die erste Zeile von der dritten Zeile:

10.

1 2

L 3 3

_ 7 _1
a= 0 3 3
5 7

O 3 3

und

e =

1
00 4
2
01 -2
1
10 -3

In den folgenden Schritten geht es darum, die zweite Spalte der Matrix a in den Einheits-
Vektor e, zu iiberfithren. Zunéchst tiberpriifen wir, fiir welches j > 2 der Betrag |as
maximal wird. In diesem Fall ist der Betrag in der zweiten Zeile bereits maximal, so dass wir
an dieser Stelle keine Zeilen-Vertauschung vornehmen miissen. Wir miissen die zweite Zeile
aber noch normalisieren und multiplizieren daher die zweite Zeile mit %:

1 2

L 5 3

1

a = 01_7
5 7

0 3 3

und

e =

00 3
3 _2
0 7 -7
10 —3

Im néchsten Schritt geht es darum, die Matrix a durch Addition eines geeigneten Vielfachen
der zweiten Zeile zur ersten Zeile so zu veréndern, dass az; = 0 wird. Wir subtrahieren
daher % der zweiten Zeile von der ersten Zeile und erhalten

5

1o 2

_ 1
a— O 1 -z
5 7

0 3 3

und

e =

1 3

0 -7 7
3 2

0 7 -7
1

10 -

AnschliefSend subtrahieren wir % der zweiten Zeile von der dritten Zeile und finden

5

1o 2

— 1
a = 0 1 -
18

00

und

e =

1 3

0 7 7
3 _2

0 7 7
_5 1

1 7 7

In den verbleibenden Schritten geht es darum, die dritte Spalte der Matrix a in den Einheits-
Vektor e3 zu iiberfithren. Wir beginnen damit, dass wir die dritte Zeile durch 1—78 teilen:

1o 2
a=| 0 1 -1
00 1

und

e =

_1 3

0 7 7

3 _2

0 7 7

7z _5 L1
18 18 18

Jetzt ziehen wir % der dritten Zeile von der ersten Zeile ab:

1 0 0

— 1
a = 0 1 —=
0 0 1

und

e =

_5 [
18 8 18

3 _2

7 7

r _5 1
18 18 18

Im letzten Schritt addieren wir % der dritten Zeile zur zweiten Zeile:

1 00
a=| 0 1 0
0 01

und

e =
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5 L i
8 18 18
1 7 _5
8 18 18
7 _5 1
18 18 18



Damit haben wir das Inverse unserer urspriinglichen Matrix gefunden, es gilt

1 5 1 1

1 2 3 18 18 18
— 1 7 _5

231 = 18 18 18
3 1 2 7 5 1
18 18 18
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Kapitel 11

Determinanten

Der Begriff der Determinante ist einer der zentralen Begriff der linearen Algebra: Einerseits werden
Determinanten bei der Berechnung von Figenwerten zur Definition des charakteristischen Poly-
noms benotigt, andererseits spielen Determinanten auch aulerhalb der linearen Algebra eine Rolle,
beispielsweise bei der Berechnung mehrdimensionaler Integrale. Um Determinanten einfithren zu
konnen, miissen wir zunéchst das Signum einer Permutation definieren. Bedauerlicherweise ist dies
mit einigem technischen Aufwand verbunden.

11.1 Permutationen und Transpositionen

Wir erinnern an die Definition der Permutations-Gruppe S,,. Ist R € S,,, so hat R die Form

R= {<l,x1>7... 7<n,mn>} mit {z1,---,2,} = {1,--- ,n}.

Da R durch die Angabe der Zahlen x4, - - - , x,, vollstindig bestimmt ist, vereinbaren wir, in Zukunft
der Kiirze halber die Permutation R auch als die Liste

R = [$17... ,xn]
zu schreiben. Weiterhin werden wir R oft als Funktion auffassen und dann beispielsweise
R(k) =z schreiben, falls (k,zy) € R gilt.
Bemerkung: Es gilt card(S, ) = n!, wobei der Ausdruck n! (gelesen: n Fakultit) durch die Formel

definiert ist. .
Beweis: Wir haben oben bereits gesehen, dass wir die Permutationen R € S,, als Listen der Form
R={[z1, -+ ,z,) mitz; €{l, - ,n}

schreiben kénnen, wobei die x; paarweise verschieden sind. Damit haben wir bei der Wahl von x4
insgesamt n Moglichkeiten. Bei der Wahl von x5 bleiben uns aufgrund der Einschriankung xo #
noch n — 1 Moglichkeiten. Falls die Elemente z1,--- ,2z;_1 bereits festgelegt sind, haben wir bei
der Wahl von x; noch n — (i — 1) Wahlmoglichkeiten. Insgesamt haben wir also

—

1(n—(i—1))=n-(n—1)~...-2~1:n!

Mboglichkeiten bei der Wahl der Elemente ;. O

Im Allgemeinen kénnen Permutationen beliebig kompliziert sein. Es lohnt sich, zunéchst ganz
spezielle Permutationen zu betrachten, die nur zwei Elemente vertauschen. Das fiithrt zu der fol-
genden Definition.
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Definition 11.1 (Transposition) Eine Permutation R € S, ist eine Transposition genau dann,
wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:

card({(k,l) e R| k #1}) = 2.
In Listen-Schreibweise konnen wir das folgendermaBen ausdriicken:
R =[xy, -+ ,xy] ist Transposition g.dw. card({i € {l,---,n}|z; #1i})=2.

Da eine Transposition R durch die Angabe der beiden Elemente, die vertauscht werden, vollstandig
bestimmt wird, schreiben wir

R= (k1)

falls k < [ ist und R die Transposition ist, welche die Zahlen k und [ vertauscht. In Listen-Schreibweise
konnen wir diese Transposition auch als

(k,)y=1[1,---,k—=1,1,k+1,--- =1k 1+1,-- n
schreiben. Wollen wir die Transposition (k,[) als bindre Relation darstellen, so haben wir

(o0 = {(ia) i€ {1, nP\{k, 1} U {(k, 1), (1, B) ). o

Beispiel: Die Permutation
R={(1,1),(2,3),(3,2), (4,4) }

ist eine Transposition und kann daher kiirzer als
R=1(2,3)

geschrieben werden. o

Bemerkung: Schreiben wir eine Transposition 7 in der Form 7 = (k, [}, so ist a priori nicht klar,
fiir welche natiirliche Zahl n nun 7 € S, gilt. Das ist bei der Schreibweise 7 = (k, [) normalerweise
kein Problem, denn einerseits geht meist aus dem Zusammenhang klar hervor, welches n € N
gemeint ist und andererseits ist es oft auch unwichtig, denn jede Permutation 7 € §,, kann in
trivialer Weise zu einer Permutation 7’ € S,,, erweitert werden, falls m > n gilt. o

Transpositionen sind einfacher als beliebige Permutationen und wir werden spéter insbesondere
sehen, dass sich die noch zu definierende Funktion sgn(R), die das Vorzeichen einer Permutation
berechnet, fiir Transpositionen sofort berechnen lédsst. Da der néchste Satz uns zeigt, dass sich alle
nicht-trivialen Permutationen als Produkt von Transpositionen schreiben lassen, liefert uns dieser
Satz dann ein einfaches Verfahren, das Vorzeichen beliebiger Permutationen zu berechnen.

Satz 11.2 Ist n > 2 und gilt R € S,,, so lasst sich R als Produkt von Transpositionen darstellen.

Beweis: Wir beweisen diesen Satz durch vollstdndige Induktion nach n.

LA: n=2.
Verwenden wir die Listen-Schreibweise fiir Permutationen, so konnen wir Ss als
{[1,2], 2,1]}
schreiben. Die Permutation [2,1] ist bereits eine Transposition und da
[17 2} = [2v 1] o [2a 1]

gilt, lasst sich offenbar auch die einzige andere Permutation aus Sy als Produkt zweier Trans-
positionen schreiben.

IS: n—=n+1
Wir definieren k := R(n + 1) und unterscheiden zwei Félle.
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1. Fall: k=n+1.

In diesem Fall enthilt die Permutation R also das Paar (n+1,n+ 1). Dann definieren
wir

R :=R\{{(n+1,n+1)}.

Damit ist R’ € S,, und lisst sich folglich nach Induktions-Voraussetzung als Produkt
von Transpositionen schreiben:

R =70---07, mtrecs,.
Fassen wir die Transpositionen 7; nun als Elemente von S,, 1 auf, so folgt sofort
R=7110---071),,.

2. Fall: k <n.
In diesem Fall definieren wir eine Permutation R’ als

R :=Ro(k,n+1).
Wir berechnen den Wert von R'(n + 1): Es gilt
R(n+1)=(k,n+1)(R(n+1)) = (k,n+1)(k) =n+1.

Damit bildet R’ also die Zahl n + 1 auf sich selbst ab und folglich erfiillt R’ die Vor-
aussetzung des ersten Falls. Da wir die Giiltigkeit unserer Behauptung fiir den ersten
Fall bereits bewiesen haben, finden wir also Transpositionen 71, - - , Ty,, SO dass

R =100,
gilt. Setzen wir hier die Definition von R’ ein, so erhalten wir
Ro(k,n+1)y=m10---07y

Da jede Transposition beziiglich des relationalen Produktes ihr eigenes Inverses ist,
koénnen wir diese Gleichung von rechts mit (k,n + 1) multiplizieren um

R:Tlo"'o'rmo<k7n+1>

zu erhalten. Damit haben wir R als Produkt von Transpositionen dargestellt. O

Definition 11.3 (Signum) Fiir Permutationen R € S,, definieren wir fiir alle positiven natiirlichen
Zahlen n eine Funktion

inv: S, — 9Z4 XL

die jeder Permutation R € S,, eine Menge von Paaren natiirlicher Zahlen k£ und [ zuordnet, fiir die
k<l und R(k)> R(l)

gilt. Formal definieren wir

inv(R) := {(k,l) € Z x Z} | k <A R(k) > R()}.

Die Menge inv(R) bezeichnen wir als die Menge der Inversionen von R. Darauf aufbauend definieren
wir das Vorzeichen (oder auch Signum) der Permutation R als

sgn(R) — (_1)card(inv(R))_
Das Signum einer Permutation ist folglich 1, wenn die Anzahl der Inversionen von R eine gerade Zahl

ist, ansonsten hat das Signum den Wert —1. O

Abbildung 11.1 auf Seite 149 zeigt eine Implementierung der Funktion sgn in der Sprache
SETLX. Die Permutationen werden in diesem Programm als Listen dargestellt.
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1 inv := procedure(r) {

2 n := #r;

3 return { [k,1] : [k, 1] in {1..n}><{1..n} | k < 1 && r[k] > r[1] };
4 };

5 signum := procedure(r) {

6 return (-1) **x #inv(r);

7 };

Abbildung 11.1: Berechnung des Signums einer Permutation.

Aufgabe 54: Es sei id,, € S,, die identische Permutation aus R,,. Stellen wir diese Permutation
durch eine Liste dar, so gilt also

id, =[1,2,3,--- ,n].
Zeigen Sie, dass fiir alle positiven natiirlichen Zahlen n die Gleichung
sgn(id,) =1
gilt. o

Aufgabe 55: Uberlegen Sie, fiir welche Permutation R € S, die Kardinalitéit der Menge inv(R)
maximal wird und berechnen Sie

card(inv(R))
fiir dieses R. o
Aufgabe 56: Die Transposition 7 sei als
7= (k1)
definiert und es gelte k < . Berechnen Sie inv(7) und sgn(7). o
Definition 11.4 (Elementare Transposition)
Eine Transposition 7 ist eine elementare Transposition genau dann, wenn es ein k € N gibt, so dass
T={(k,k+1)

gilt. Eine elementare Transposition vertauscht also benachbarte Indizes. o

Bemerkung: Ist 7 = (k,k + 1) eine elementare Transposition, so gilt

inv(r) = {(k,k + 1)}
und daraus folgt sofort sgn((k,k+ 1)) = —1. S
Lemma 11.5

Jede Transposition 7 € S, lasst sich als Produkt einer ungeraden Anzahl elementarer Transpositionen
darstellen.

Beweis: Es gilt

(hk+1o-oll—100(-11-20-o(k+2k+1)o(k+1k) = (k1.

Diese Gleichung kénnen Sie nachrechnen, wenn Sie die Permutation auf der linken Seite auf alle
i € {1,---,n} anwenden. Dazu ist lediglich eine Fallunterscheidung erforderlich, bei der fiir 7 die
Fille
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1. i<k,

2. i=k,

3. i>kNi<l,
4. i =1 und
5.9>1

unterschieden werden. Diese Fallunterscheidung tatséichlich auszufiihren ist eine gute Ubungsaufga-
be. Mit der obigen Gleichung haben wir (k, 1) als Produkt elementarer Transpositionen dargestellt.
Es bleibt zu zeigen, dass die Anzahl der Transpositionen insgesamt ungerade ist. Die Anzahl der
elementaren Transpositionen in dem Produkt

(k,k+1)o---o(l—1,1)
betragt (I — 1) — k + 1 =1 — k, wihrend das Produkt
(1—21—1)o--o(k+1,k+2)

aus (I—2)—(k+1)4+1 = l—k—1 Faktoren besteht. Insgesamt haben wir damit (I—k)+(I—k)—1 =
2. (I — k) — 1 elementare Transpositionen zur Darstellung von 7 bendtigt und diese Anzahl ist
offenbar ungerade. O

Das néchste Lemma zeigt uns, wie elementare Transpositionen auf Permutationen wirken.
Lemma 11.6 Falls die Permutation R € S,, in der Listen-Schreibweise die Form R = [z, -, x,)
hat und 7 = (k, k + 1) eine elementare Transposition ist, dann gilt

ToR = <kak+ 1> o [Z’]_,"' 7xn] = [wla' 3 Tk—1,Th41, Lhy T2, " ** 7:1;11]-

Die Wirkung der Transposition 7 auf die Permutation R besteht also darin, dass die Elemente x; und
ZTp+1 in der Liste, die R reprasentiert, ihre Positionen tauschen.

Beweis: Den Beweis der obigen Gleichung fiir 7 o R kénnen wir dadurch erbringen, dass wir die
Permutation 7o R auf die verschiedenen Elemente der Menge {1, - - ,n} wirken lassen. Wir fithren
dazu eine Fallunterscheidung durch.

1. Fall: ¢ € {k,k + 1}. Dann haben wir
(toR)(i) = R(7(i)) = R((k, k + 1)(1)) = R(i) = ;.
2. Fall: i = k. Es gilt
(toR)(k) = R(T(k)) = R((k, k+ 1>(k)) =R(k+1) = xp41.
3. Fall: i = k + 1. Jetzt gilt
(toR)(k+1)=R(r(k+1)) = R((k,k + 1)(k + 1)) = R(k) = xs. O
Der Nachweis des folgenden Satzes stellt technisch gesehen die grofite Hiirde bei der Einfithrung
der Determinanten dar. Ich habe mich fiir einen elementaren Beweis dieses Satzes entschieden:
Dieser Beweis ist zwar einerseits lidnger als die Argumentation, die in der Literatur sonst oft
benutzt wird, der Beweis ist aber andererseits elementarer und daher fiir den mathematisch weniger
getibten Studenten leichter nachvollziehbar als die entsprechenden Beweise, die beispielsweise in
[Fis08] oder [Kow03] zu finden sind.
Satz 11.7 Essei R€ S, und 7 = (k, k + 1) sei eine elementare Transposition. Dann gilt
sgn(7 o R) = —sgn(R).
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Beweis: Das Signum einer Permutation R wird mit Hilfe der Menge der Inversionen inv(R)
berechnet, wobei die Menge inv(R) als

inv(R) = {(i,j) € ZF x Z} | i < j A R(i) > R(j)}

definiert ist. Zur Vereinfachung der Notation definieren wir (nur fiir diesen Beweis) die Menge
P:={(i,j) € Zf x L} |i<j}.

Damit schreibt sich die Menge inv(R) kiirzer als
inv(R) = {(i,j) € P | R(i) > R(j)}.

Wir miissen untersuchen, wie sich die Mengen inv(R) und inv(7oR) unterscheiden. Dafiir zerlegen
wir die Menge P in sechs Teile:

P=P WP WPy P WP;W Fg,

wobei das Zeichen W zum Ausdruck bringt, dass die vereinigten Mengen paarweise disjunkt sind.
Die Mengen Py, ---, Ps werden dabei wie folgt definiert:

L P ={(i,j) € Pli,j&{kk+1}},
2. Pp:={(k,j) e P|j>k+1},

3. Pyi={(k+1,j)eP|j>k+1},
4. Py:={(i,k) € P|i<k},

5. Ps:={(i,k+1) € P|i<k},

6. Ps:={(k,k+1)}.

Entsprechend der Zerlegung von P konnen wir nun auch die Menge inv(R) in sechs paarweise
disjunkte Teile zerlegen. Wir definieren

Ag = {(i,j) € Ps | R(i) > R(j)} fiir s € {1,---,6}.
Damit gilt

inv(R) = Ay WA W A3 W Ay W A5 W Ag.
Zur Berechnung von inv(7 o R) definieren wir entsprechend

By = {{i.j) € P, | R(r(i)) > R(r(j))} fir s € {1,---,6}.
Damit gilt offenbar

inv(t o R) = By W Bo W B3 W By W Bs W Bg.

Als néchstes vergleichen wir die Mengen A; und B; fiir alle s € {1,---,6}. Unser Ziel ist es,
folgende Gleichungen nachzuweisen:

1. card(4;
2. card(As>

(A1) (
(A2) (
3. card(A3) = card(Bs),
4 (As) (
(45) (
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Daraus folgt dann, dass auch

|card(inv(R)) — card(inv(r o R))| =1
und nach der Definition des Signums als

sgn(R) = (—1)cardlinv(R)

folgt daraus, dass sgn(R) und sgn(7oR) verschiedenes Vorzeichen haben, also die Behauptung. Was
bleibt ist der Nachweis der oben beziiglich der Kardinalititen der Mengen A; und B; aufgestellten
Gleichungen. Dieser Nachweis erfolgt durch eine Fallunterscheidung.

1. Falls (i,7) € Py ist, sind ¢ und j sowohl von k als auch von k + 1 verschieden. Damit haben
wir einerseits

R(r(0)) = R({k.k+1)(@)) = R()
und andererseits

R(7(j)) = R((k,k +1)(§)) = R(j).
Also gilt

(ToR)(i) > (To R)(j) < R(i) > R(j).

Folglich ist A; = B; und daraus folgt, dass die Mengen A; und B die selbe Kardinalitét
haben:

card(A;) = card(By).
2. Einerseits haben wir

Ay = {(i,j) € P | R(i) > R(j)}

= {(k,j)eP|j>k+1AR(k)>R(j)}.
Andererseits gilt

By = {{i,j) € P3| R(7(i)) > R(7(4))}
{{(k+1,j)eP|j>k+1AR(r(k+1)) > R(7(j))}
{{k+1,j) e P|j>k+1AR(k)> R(j)}

Die Mengen As und Bg sind nicht gleich, denn in der ersten Komponente steht bei den Paaren
aus As die Zahl k, wihrend dort bei den Paaren aus Bs die Zahl k+1 steht. Nichtdestoweniger
entspricht jedem Element aus A; genau ein Element aus Bs. Damit haben As und Bj die
gleiche Anzahl von Elementen:

card(As) = card(Bj3).

3. Einerseits haben wir
As = {(i,j) € Py | RG) > R(j)}
= {(k+1,j)eP|j>k+1ARK+1)>R(j)}.
Andererseits gilt
By = {{i,j) € P | R(r(i)) > R(7(5))}
= {(k,j)eP|j>k+1AR(T(k)) > R(r(j))}
= {(kj)eP|j>k+1AR(+1)>R(j)}

Die Mengen A3 und B, sind nicht gleich, denn in der ersten Komponente steht bei den
Paaren aus Az die Zahl k + 1, wihrend dort bei den Paaren aus By die Zahl k steht.
Nichtdestoweniger entspricht jedem Element aus Az genau ein Element aus Bs. Damit gilt
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card(A3) = card(Bs).

4. Einerseits haben wir

As = {{i.j) € Pa| R(i) > R(j)}

= {(i,k) e P|i<kAR(i)> R(k)}.
Andererseits gilt

Bs = {(i,j) € Ps| R((i)) > R(7(j)) }
{(i,k+1) e P|i<kAR(r(i)) > R(r(k+1))}
{(i,k+1) e P|i<kAR(i)> R(k)}

Analog wie im letzten Fall sehen wir

card(Ay) = card(Bs).
5. Einerseits haben wir
As = {{i.j) € Ps| R(i) > R(j)}
= {(i,k+1)eP|i<kARGE)>R(k+1)}.
Andererseits gilt
By = {(i.j) € Py| R(7()) > R(7(j))}
= {(i,k) € P|i <kAR(r(i)) > R(r(k))}
= {(i,k) e P|i<kAR()>R(k+1)}
Analog zum letzten Fall sehen wir
card(As) = card(By).
6. Einerseits gilt
As = {{i.j) € Ps| R(i) > R(j)}
= {(k,k+1) € P|R(k)> R(k+1)}.
Andererseits haben wir
Bs = {(i.j) € Ps | R(7(3)) > R(7(j))}
{{k,k+1) € P|R(r(k)) > R(r(k+ 1))}
{{(k,k+1) e P|R(k+1) > R(k)}.

Da R eine Permutation ist, sind die Werte von R(k) und R(k + 1) verschieden. Folglich gilt
entweder R(k) > R(k + 1) oder R(k + 1) > R(k). Damit ist dann genau ein der beiden
Mengen Ag und Bg leer, withrend die andere dass Paar (k, k + 1) enthélt, formal gilt

|card(Ag) — card(Bg)| = 1. O

Lemma 11.8 Es seien 7q,--- , 7 € S,, elementare Transpositionen und es sei R € S,,. Dann gilt

sgn(rio... om0 R) = (—1)* - sgn(R).

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber k.

LA k=1.

Hier folgt die Behauptung unmittelbar aus dem letzten Lemma.
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IS: k—Ek+1.
Es gilt
sgn(rio0... 0710 R) = sgn(rio(mzo...0Ths10R))
= -—sgn(mo...oT,110R)
= —(-1" sgn(R)
= (=1)**1.sgn(R). O

Korollar 11.9 Ist 7 € S,, eine Transposition und ist R € S,,, so gilt
sgn(7 o R) = —sgn(R).

Beweis: Die Behauptung folgt aus dem letzten Lemma und der Tatsache, dass sich jede Transpo-
sition als Produkt einer ungeraden Anzahl von elementaren Transpositionen darstellen ldsst. [

Korollar 11.10 Sind 7y, -- , 7% € S, Transpositionen, so gilt

sgn(rio... o7) = (—=1)F.

Beweis: Die Behauptung kann mit Hilfe des letzten Korollars durch eine Induktion nach k gezeigt
werden.

LA.: k=1. Es gilt
sgn(7) = sgn(r 0 id,) = —sgn(id,) = —1 = (-1)%.
LA k— k+ 1. Wir haben
sgn(rpomo...07k11) = —sgn(m20...0Tkt1)
= P
= (=1)k+1 0
Da sich jede Permutation R € S,, als Produkt von Transpositionen darstellen lédsst, sehen wir
nun, dass das Vorzeichen sgn(R) genau dann den Wert +1 hat, wenn R sich als Produkt einer

geraden Anzahl von Permutationen darstellen lésst. Andernfalls hat sgn(R) den Wert —1. Damit
konnen wir nun den folgenden Satz beweisen.

Satz 11.11 Es seien Ry, Ry € S,,. Dann gilt
sgn(Ry o Ry) = sgn(Ry) o sgn(Ry).
Beweis: Nach Satz 11.2 lassen sich sowohl R; als auch R, als Produkte von Transpositionen
darstellen. Damit gibt es k,[ € N sowie Transpositionen o1, ,0k, 71, -+ , 71 € Sp, S0 dass
Ri=010...00, und Ros=710...07
gilt. Nach dem letzten Korollar haben wir dann:
1. sgn(Ry) = sgn(oy0... oo) = (—1)F,
2. sgn(Ry) =sgn(ry0...o7) = (—1),
3. sgn(Ry o Ry) =sgn(o10... oo,070...07) = (—1)kFL
Also haben wir insgesamt

sgn(Ry o Ry) = (—1)F = (=1)* . (=1)! = sgn(R,) - sgn(Ry). O
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11.2 Die Definition der Determinante nach Leibniz

Wir haben nun alles Material zusammen um die Determinante einer n x n Matrix so zu definieren,
wie dies 1690 von Gottfried Wilhelm Leibniz' vorgeschlagen wurde. Ist A = (a; ;) € K"*", wobei
entweder K = R oder K = C gilt, so definieren wir die Determinate von A (geschrieben det(A))
iiber die Formel

det(A) := Z}S sgn(o) - ‘Hl Qi o (i) 2= E{sgn(a) “A1,6(1) " " Ano(n) ‘ S 8”}.
gESy 1=

Beispiel: Es sei A eine 2 x 2 Matrix, es gilt also

ai1 a2
A =
< az;1 22 )
Zur Berechnung von det(A4) miissen wir uns iiberlegen, wie So aussieht. Es gilt
Sy = {[17 2}7 [25 1]}

Die Permutation [1, 2] ist die identische Permutation und damit gilt

sgn([1,2]

+1.
Die Permutation

1
)

[2,1] ist eine Transposition und hat daher ein negatives Vorzeichen:
sgn((2,1])

—1.

Damit finden wir

det(A) = det (

a1 ai2
=(+1)-a11-a22+(-1)-a12-a21=0a11 G22—a12-A21 ©
a1 @22

Aufgabe 57: Geben Sie die Formel zur Berechnung der Determinate einer 3 x 3 Matrix an! ¢

Abbildung 11.2 auf Seite 156 zeigt ein Programm zur Berechnung der oben angegebenen
Leibniz-Formel zur Berechnung der Determinante. Fiir n = 4 erhalten wir beispielsweise die in
Abbildung 11.3 auf Seite 157 gezeigte Ausgabe. Es ist offensichtlich, dass die Leibniz-Formel fiir
grole Werte von n in der Praxis unbrauchbar ist, denn die Menge S,, aller Permutationen der
Zahlen {1,--- n} enthélt n! verschiedene Elemente und die Fakultétsfunktion wichst schneller
als jede Potenz. Wir werden daher ein anderes Verfahren zur Berechnung der Determinate ent-
wickeln, bei dem nur etwa n® Rechenoperationen notwendig sind. Zu diesem Zweck beweisen wir
zunéchst einige Eigenschaften der Determinate.

Beim Beweis des néichsten Satzes wird sich das folgende Lemma als niitzlich erweisen.

Lemma 11.12 Es sei 7 eine Transposition. Dann gilt

{Topu|pesS,} =38,

Beweis: Wir zerlegen den Beweis in zwei Teile:

1. {tou|pesS,} CS,.

Der Nachweis dieser Inklusion folgt aus der Tatsache, dass die Gruppe der Permutationen
S, unter Multiplikation abgeschlossen ist, was 7o u € S, fiir alle 4 € S,, impliziert.

2. S, C{ropu|puesS,}.
Sei 0 € §,,. Wir definieren die Permutation p als

wi=Too.

1 In der Vorlesung hatte ich Gottfried Wilhelm Leibniz scherzhaft als den Erfinder des Butterkekses bezeichnet.
Nach ihren eigenen Aussagen hat die Firma Bahlsen den Butterkeks tatséchlich nach dem Mathematiker Gottfried
Wilhelm Leibniz benannt.
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1 load("signum.stlx");

2 determinant := procedure(n) {

3 det = "";

4 for (1 in allPermutations(n)) {
5 if (signum(l) == 1) {

6 det += " " x 6 + " +" + product(n, 1);
7 } else {

8 det += " " % 6 + " =" + product(n, 1);
0 }

10 }

11 return det[10..];

12 };

13 product := procedure(n, 1) {

14 p::="";

15 for (i in [1 .. n]) {

16 if (4> 1) {

17 pt+t="x";

18 }

19 p += "al[$i$, $1[i1$1";

20 }

21 return p + "\n";

22 };

Abbildung 11.2: Berechnung der Leibniz-Formel in SETLX.

Offenbar ist 1 € S, und es gilt
Top=T1oT00=FE,00 =0,

denn da 7 eine Transposition ist, gilt 7 o7 = FE,, wobei E, die identische Permutation
bezeichnet. Aus ¢ = 7o p und p € S, folgt

oce{rou|ues,}. O

Wir werden bei den folgenden Sétzen eine Matrix A € K™*™ immer in der Form
ai
A=
an
angeben. Dabei bezeichnet a; den i-ten Zeilenvektor der Matrix A = (a; ;), es gilt also

a; = [a/i,la' o 7a/i,n]'

Satz 11.13 Die Funktion det(A) ist alternierend: Vertauschen wir zwei Zeilen der Matrix A, so dreht

sich das Vorzeichen der Determinante um, genauer gilt fiir k,1 € {1,--- ,n} mit k <@
al a)
ay ak
det = —det
ag )
an an
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1 det(A) = al1, 1] * a[2, 2] * a[3, 3] * al[4, 4]
2 - al1, 1] * a[2, 2] * a[3, 4] * a[4, 3]
3 - afl1, 1] * a[2, 3] * a[3, 2] * a[4, 4]
4 + al1, 1] * a[2, 3] * a[3, 4] * a[4, 2]
5 + al1l, 1] * a[2, 4] * a[3, 2] * a[4, 3]
6 - al1, 1] * a[2, 4] * a[3, 3] * a[4, 2]
7 - a1, 2] * a[2, 1] * a[3, 3] * a[4, 4]
8 + al1l, 2] * a[2, 1] * a[3, 4] * a[4, 3]
9 + al1l, 2] * a[2, 3] * a[3, 1] * a[4, 4]
10 - al1l, 2] * a[2, 3] * a[3, 4] * a[4, 1]
11 - al1, 2] * a[2, 4] * a[3, 1] * a[4, 3]
12 + al1, 2] * a[2, 4] * a[3, 3] * a[4, 1]
13 + al1l, 3] * a[2, 1] * a[3, 2] * a[4, 4]
14 - al1, 3] * a[2, 1] * a[3, 4] * a[4, 2]
15 - afl1, 3] * a[2, 2] * a[3, 1] * a[4, 4]
16 + al1l, 3] * a[2, 2] * al[3, 4] * a[4, 1]
17 + al1, 3] * a[2, 4] * a[3, 1] * al[4, 2]
18 - al[1l, 3] * a[2, 4] * a[3, 2] * a[4, 1]
19 - a[l, 4] * a[2, 1] =* a[3, 2] * a[4, 3]
20 + al1, 4] * a[2, 1] * a[3, 3] * a[4, 2]
21 + all, 4] * a[2, 2] * a[3, 1] * a[4, 3]
22 - al1, 4] * a[2, 2] * a[3, 3] * al[4, 1]
23 - al1, 4] * a[2, 3] * a[3, 1] * a[4, 2]
24 + al1l, 4] * a[2, 3] * a[3, 2] * a4, 1]

Abbildung 11.3: Ausgabe der Funktion determinant aus Abbildung 11.2 fiir n = 4.

Hier ist
ai ay
ak a1
A= | , wahrend die Matrix
] ag
aﬂ, an

aus A entsteht, wenn wir die k-te Zeile von A mit der [-ten Zeile A vertauschen.
Beweis: Es sei 7 = (k,l) die Transposition, die & mit [ vertauscht. Wir definieren 7(A) als die

Matrix, die aus der Matrix A durch Vertauschen der k-ten Zeile mit der I-ten Zeile hervorgeht, es
gilt also

aj

al

ag

an
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In Komponentenschreibweise haben wir dann
A = () iy

Nach Definition der Determinante gilt

det(r(4)) = ZS SE(0) - Ar(1),0(1) -+ Ar(k)o(k) "+ Ar(l)o(l) -+ " Gr(n),o(n)
oSy
= Z‘:S‘ sgn(cr) . 0,1,0(1) taa. alp(k) et a;w,(l) Cee. anﬁ(n),
geSy

denn 7(i) = i fiir alle ¢ € {k,l} und 7(k) =1 und 7(I) = k.

== ZS sgn(U) . al,a‘(l) et akwa(l) tee. ot al’g(k) et an’a.(n)
oSy

Hier wird nur das nach dem Kommutativ-Gesetz benutzt.

= Z}S sgn(0) - a1,0(r(1)) -+ Cho(r(k) * -+ " GLo(r(k) "+ " On,o(r(n));
cES,

= Z Sgn(a) *Q1,700(1) "+ " Anyroo(n)
oES,

= Z Sgn(T ° ,u) * Q1 ro(rop)(1) -+ " An,ro(rou)(n)
HES,

In diesem Schritt haben wir alle o durch 7 o p ersetzt,
was nach dem Lemma 11.12 erlaubt ist.

= E Sgn(T> : Sgn(ﬂ) * A1 ro(rop)(1) -+ " Qnro(rou)(n)s
HESn

denn nach Satz 11.11 gilt sgn(7 o u) = sgn(7) - sgn(p)

= - Z Sgn(.u) * Q1 (ror)ou(1) "+ -+ " Gn (tor)ou(n)s
HESH
denn da 7 eine Transposition ist, gilt sgn(7) = —1.

Auflerdem haben wir benutzt, dass 7o (7o pu) = (707) o p ist.
= - Z Sgn(ﬂ) CA1,u(1) - Gnyp(n)
HES,
Da 7 eine Transposition ist, gilt o7 = E,, und E, o u = p.

= —det(A). U

Bemerkung: Der gerade bewiesene Satz ist der am schwersten zu beweisende Satz in der Theorie
der Determinanten. Das liegt daran, dass dies der einzige Satz in dieser Theorie ist, bei dessen
Beweis wir die Eigenschaften der Funktion sgn tatséchlich benttigen. Der Rest der Theorie 1duft
jetzt wie von selber. S

Aufgabe 58: Wir definieren zu einer Matrix A € K"*" die transponierte Matriz A* = (af ;)
indem wir

aj ji=aj; firallei,je{l,---,n}
setzen. Die Zeilen der transponierten Matrix A? sind also die Spalten der urspriinglichen Matrix
A. Beispielsweise haben wir fiir

1 2 3 1 4 7
A=| 4 5 6 die transponierte Matrix A‘= 1| 2 5 8
7 8 9 3 6 9

Zeigen Sie, dass
det(A?) = det(A)

gilt. Zum Nachweis dieses Satzes ist es niitzlich, die beiden folgenden Lemmata nachzuweisen:
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1. {o7'|oeS,} =S
2. {(i,o()) [ie{l,---,n}} ={(c71(),i) | i€ {1l,--- ,n}} firalleoeS,. o

Aufgabe 59: Zeigen Sie, dass fiir die n x n Einheits-Matrix E,, = (0; ;) i=1.-n

Jj=1,---,n
det(E,) =1
gilt. o

Aufgabe 60: Zeigen Sie, dass die Funktion det beziiglich jeder Zeile der Matrix additiv ist: Zeigen
Sie also, dass in dem Fall, dass die Matrix A die Form

ai
det a

an
hat und sich die k-te Zeile als
ap=b+c
schreiben lésst, Folgendes gilt:

a a a a1
det | ay =det| b+c = det b + det c . o
a,, a,, a,, a,,

Aufgabe 61: Zeigen Sie, dass die Funktion det beziiglich jeder Zeile der Matrix homogen ist:
Zeigen Sie also, dass in dem Fall, dass die Matrix A die Form

ai
det ay
anp
hat und sich die k-te Zeile als
ap = Ab

schreiben ldsst, Folgendes gilt:

ap ap a
det | aj =det| A-b = \-det b |. o
a, a, a,
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Bemerkung: Die letzten Lemmata und die dazugehorigen Aufgaben kénnen wir so zusammen-
fassen, dass wir sagen, dass die Determinante eine normierte, alternierende Multilinear-Form ist:

1. Normiertheit bedeutet
det(E,) = 1.
2. Alternierend ist die Determinante, weil
det(-~~ S, ’al,...) :fdet(~~~ ,ag, - 7ak’...)
gilt. Das Vertauschen zweier Spalten &ndert das Vorzeichen der Determinante.
3. Multilinear ist die Determinante, weil
det(~-- ,a-a—f—ﬁ-b,n-) Za-det(~-- ,a,---)—l—ﬂ-det(--- 7b7...)
gilt. Die Determinanten-Funktion ist also in jeder Spalte sowohl additiv als auch homogen.

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) hat gezeigt, dass die obigen Eigenschaften die
Determinante bereits vollstéindig bestimmen: Jede Funktion

[ K™Y 5 K,

die normiert, alternierend und multilinear ist, stimmt mit der Determinanten-Funktion iiberein.
Daher werden wir auch bei den folgenden Rechnungen nicht mehr auf die recht schwerfillige
Definition der Determinante nach Leibniz zuriick greifen, sondern wir werden nur noch die oben
genannten Eigenschaften benutzen. o

Lemma 11.14 Essei A € K*"*", k,l € {1,--- ,n} mit k # | und die k-te Zeile von A sei mit der
[-ten Zeile von A identisch. Dann gilt

det(A4) = 0.
Beweis: Wir definieren die Transposition 7 := (k, ). Da die k-te Zeile mit der I-ten Zeile identisch

ist, gilt 7(A) = A. Andererseits wissen wir, dass sich bei dem Vertauschen zweier Zeilen das
Vorzeichen der Determinante umdreht. Also haben wir

det(A) = det(7(A)) = —det(A).
Daraus folgt
2.det(4)=0

und da wir annehmen?, dass der Korper K entweder der Kérper R der reellen Zahlen oder der
Korper C der komplexen Zahlen ist, folgt det(A) = 0. O

Lemma 11.15 Essei A e K"*", k,l € {1,--- ,n} mit k # [, A € K und die Matrix B entstehe aus
A, indem das A-fache der k-ten Zeile zur [-ten Zeile addiert wird. Falls A die Form

aj aj

ag ak
A= ; hat, gilt also B = :

ay a;+ A-ay

an an

2 In einem endlichen Kérper kann es passieren, dass 2 = 0 ist. In einem solchen Fall diirften wir die obige
Gleichung nicht durch 2 dividieren.
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Dann gilt
det(B) = det(A4).

Beweis: Zunichst betrachten wir die Matrix
ay

Ak

die aus A dadurch hervorgeht, dass wir die I-te Zeile durch die k-te Zeile ersetzen. Da in C' dann
die k-te Zeile mit der [-ten Zeile identisch ist, gilt nach dem gerade bewiesenen Lemma

det(C) = 0.

Definieren wir die Matrix D dadurch, dass wir in C' die I-te Zeile mit A multiplizieren, so haben
wir wegen der Homogenitéit der Funktion det

det(D) = det = \-det =A-det(C)=X-0=0.

Aufgrund der Additivitdt der Funktion det haben wir insgesamt

ak

det(B) = det :
a;+ \-ay
ak ak
= det + det :
a A ag

= det(A) +det(D)

= det(A)+0

= det(A). O
Bemerkung: Ersetzen wir in dem letzten Lemma den Begriff “Zeile” durch “Spalte”, so bleibt das

Lemma giiltig, denn die Determinante der transponierten Matrix A? ist gleich der Determinante
von A und beim Ubergang von A zur transponierten Matrix A* werden aus den Spalten der Matrix

A die Zeilen der Matrix A o
Lemma 11.16 Ist A = (a;,---,a,) € K" und ist die Menge der Spalten der Matrix A, also die
Menge {ai, -+ ,a,}, linear abhingig, so gilt
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det(A4) = 0.

Beweis: Zunéchst bemerken wir, dass die Determinante eine Matrix B sicher dann den Wert 0
hat, wenn eine der Spalten von B der Null-Vektor 0 ist. Dies kénnen wir wie folgt aus der Ho-
mogenitit der Determinanten-Funktion schliefen: Nehmen wir an, dass die i-te Spalte von B der
Null-Vektor ist, es gelte also

B=(by,---,bi—1,0,biy1, - ,by).
Dann haben wir
det(B) = det(by, - ,b;—1,0,b;41, - ,by)
= det(by, - ,b;—1,0-0,b;y1,--- ,by)
= 0-det(by, -+ ,b;—1,0,b;y1, -+ ,by)
= 0.
Aus der Vorraussetzung, dass die Menge {aj,--- ,a,} linear abhingig ist, folgt, dass es Skalare
A1y, Ap € K gibt, so dass
Arrar+ -+ A, -a, =0,

wobei wenigstens fiir ein k € {1,--- ,n} die Ungleichung \; # 0 gilt. Teilen wir die obige Gleichung
dann durch dieses A\ und bringen die Ausdriicke mit i # k auf die andere Seite der Gleichung, so
folgt

R
= i
i=1 )‘k

itk

Durch wiederholtes Anwenden des letzten Satzes konnen wir zur k-ten Spalte der Matrix A nach-

einander das — i; -fache der i-ten Spalte fiir alle ¢ € {1,--- ,n}\{k} hinzuaddieren, ohne dass

sich dabei der Wert der Determinante der Matrix dndert:

det(4) = det(ay, - ,ar, - ,a,)
A
= det(ala"'7ak_T]t'ala"'7an)
_ DR WA, ERN
- det(a17 y Ak Ak: ay )\k) az, ) an)
B n Az
- det(a17"'7ak_z b\ 'aia"'aan)
i=1 k
i#k
e det(a17...707...7an)
= 0.
Im letzten Schritt haben wir dann eine Matrix, deren k-te Spalte den Wert O hat und nach der
am Beginn dieses Beweises gemachten Bemerkung ist die Determinante dieser Matrix 0. O

Genau wie wir fiir eine lineare Abbildung f € £(V, W) im letzten Kapitel die Mengen Kern( f)
und Bild(f) definiert haben, konnen wir auch fiir eine Matrix A € K**™, die Mengen Kern(A)
und Bild(A) definieren:

1. Kern(A) := {X e K™ ’ A-x= O},
2. Bild(4) = {A x| x e K™}

Da die Abbildung x + A - x eine lineare Abbildung ist, ist Kern(A) ein Unter-Vektorraum von
K™ und Bild(A) ist ein Unter-Vektorraum von K™. Nach dem Dimensions-Satz folgt dann
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n = dim(Kern(A)) + dim(Bild(A)).
Im Falle eine quadratischen Matrix gilt m = n und folglich gilt in diesem Fall
dim(Kern(A)) =0 < n =dim(Bild(A4)).

Wir nehmen im Folgenden an, dass dim(Kern(A)) = 0 ist und damit auch n = dim(Bild(A4)) gilt.
Die Bedingung dim(Kern(A)) = 0 impliziert, dass die Abbildung x — A - x injektiv ist, wihrend
die Bedingung dim(Bild(A)) = n impliziert, dass die Abbildung x — A - x surjektiv ist. Folglich
ist diese Abbildung insgesamt bijektiv und besitzt damit eine Umkehr-Abbildung. Bezeichnen wir
die Abbildung x — A - x mit f, setzen wir also

f(x)=A-x

und bezeichnen wir die Umkehr-Abbildung mit f~!, so kénnen wir sehen, dass f~! ebenfalls eine
lineare Abbildung ist, denn es gilt

fTlx+y) ==+ fy)
e ' x+y) =)+ FU(Y)

denn f ist injektiv

& x+y=f(f'®)+ ()

denn f ist linear
& Xt+y=x+Yy.

Folglich liisst sich die Umkehr-Abbildung f~! wieder durch eine Matrix B darstellen, so dass sich
die beiden Gleichungen

FHAG0) =% wmd F(F0) = x
dann in der Form
B-A-x=x und A-B-x=x
schreiben lassen. Weil diese Gleichungen fiir alle x € K™ gelten, folgt
B-A=E, und A -B=E,,
wobei E,, die n x n Einheits-Matrix bezeichnet. Damit ist B die zu A inverse Matrix, es gilt also
B=A1
Lemma 11.17 Die Matrix A € K™*™ sei invertierbar. Dann gilt det(A) # 0.

Beweis: Im letzten Kapitel hatten wir gezeigt, wie sich zu einer invertierbaren Matrix A die Inverse
Matrix A~! berechnen lidsst. Wir hatten damals die Matrix A solange mit Elementar-Matrizen
multipliziert, bis wir A zur Einheits-Matrix reduziert hatten. Konkret hatten wie eine endliche
Folge ZE1, - -- ,ZE; von Elementar-Matrizen berechnet, so dass die Gleichung

ZE ... - ZE,-A=E,

erfiillt war. Wir wissen, dass die Elementar-Matrizen alle invertierbar sind. Daher lasst sich die
obige Gleichung zu

A=ZE{' ... - ZE;'-E,

umschreiben. Wir wissen, dass die Determinante der Einheits-Matrix E,, den Wert 1 hat. Wir
untersuchen nun, wie sich dieser Wert durch die Multiplikation mit den Elementar-Matrizen &ndert
und zeigen allgemein, dass fiir jede Elementar-Matrix ZE,; und eine beliebige Matrix B folgendes
gilt:

det(B) # 0 — det(ZE; - B) #0

Den Nachweis dieser Behauptung fithren wir durch eine Fallunterscheidung nach der Art von ZE;.
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1. Fall: ZE; = ZA, (k,l, o).
Wir haben im letzten Kapitel gezeigt, dass
(ZA, (K, 1)) ™ = ZA, (k, 1, —)

gilt. Die Wirkung der Multiplikation der Zeilen-Additions-Matrix ZA,,(k,l, —«) mit einer
Matrix B besteht darin, dass die die [-te Zeile von B mit —a multipliziert zur k-ten Zeile
von B hinzu addiert wird. Nach Lemma 11.15 éndert sich der Wert der Determinante dabei
nicht und folglich gilt

det(ZA,(k,l,a) - B) = det(B) # 0.
2. Fall: ZE; = ZP, (k,1).
Wir haben im letzten Kapitel gezeigt, dass
7P, (k, 1)~ = 7P, (k,1)
gilt. Die n x n Zeilen-Permutations-Matrix ZP,,(k,[) war als
ZP, (k1) :=E, + A (k1) + Ap (L, k) — Ap(k, k) — A (LD).

definiert. Multiplizieren wir eine n x n Matrix B von links mit ZP,(k,1), so besteht der
Effekt auf B darin, dass die k-te Zeile von B mit der I-ten Zeile von B vertauscht wird, es

gilt also
b b
b; by
ZP,(k,1) - B = 7P, (k1) - : = :
by b,
b, b,

Da das Vertauschen zweier Zeilen das Vorzeichen der Determinante verdreht, haben wir
det (ZP,(k,l) - B) = —det(B) # 0.
3. Fall: ZE;, = ZM,(k,a) mit a # 0.
Wir haben im letzten Kapitel gezeigt, dass
M, (k,a)~t = ZM,, (k,a™ 1)

gilt. Multiplizieren wir eine n x n Matrix B von links mit ZM,, (k, a~1!), so besteht der Effekt
auf B darin, dass die k-te Zeile von B mit o~ multipliziert wird, es gilt also

b; b;
ZMn(k:,oz_l) -B= ZMn(kj,a_l) : b = a~ ! - b
by, by,

Da der Effekt der Multiplikation von ZM,,(k,a~!) mit B darin besteht, die k-te Zeile von
B mit a~! zu multiplizieren, haben wir auf Grund der Homogenitit der Determinanten-
Funktion

det (ZM,(k,a™ ') - B) = a~! - det(B) # 0.
Da die Determinante der Einheits-Matrix E,, den Wert 1 hat und damit von 0 verschieden ist,

folgt durch Iteration der gerade gezeigten Behauptung, dass die Determinante der Matrix
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A=ZE{' ... - ZE;'-E,
ebenfalls von 0 verschieden ist. O
Aufgabe 62: Zeigen Sie, dass fiir eine invertierbare Matrix A € K™*™ und eine beliebige Matrix
B € K™ die Gleichung

det(A) - det(B) = det(A- B)
richtig ist.

Hinweis: Zeigen Sie die Behauptung zunéchst fiir den Fall, dass A eine Elementar-Matrix ist. ©

Satz 11.18 Fiir eine n x n Matrix A € K™*" gilt
det(A) =0 g.d.w. A ist nicht invertierbar.

Beweis: Wir zerlegen den Beweis dieses Satzes in zwei Teile.

“=” Es sei als det(A) = 0. Wére A invertierbar, so wiirde nach dem eben bewiesenen Lemma
folgen, dass det(A) # 0 wire. Folglich kann A nicht invertierbar sein.

“<” Nun sei A nicht invertierbar. Dann gilt Kern(A4) # {0}. Also gibt es einen Vektor x, so dass
A - x =0 ist. Schreiben wir A als

A = (ala" : 7an)7
wobei ay, - - ,a, die der Spalten-Vektoren von A sind, so folgt aus der Gleichung A-x =0

die Gleichung

mi~ai:0,
1

n
1=

wobei hier die x; die Komponenten des Vektors x bezeichnen. Damit sind aber die Spalten-
Vektoren der Matrix A linear abhingig und nach einem frither bewiesenen Lemma folgt
det(A4) = 0. O

Aufgabe 63: Zeigen Sie, dass die Gleichung
det(A) - det(B) = det(A- B)
fiir beliebige Matrizen A, B € K"*" gilt. o

Aufgabe 64: Eine Matrix A = (a; ;) € K"*" ist eine obere Dreiecks-Matriz genau dann, wenn
alle Eintrage der Matrix unterhalb der Diagonalen den Wert 0 haben, formal gilt

Vi,j€{1,~«~,n}:i>j%a¢7j:0.

Zeigen Sie, dass fiir eine obere Dreiecks-Matrix A = (a; ;) € K"*" die Determinante nach der
Formel

det(A) = ln_[ Qi
=1

berechnet werden kann.

Hinweis: Der Beweis der Behauptung kann am einfachsten unter Verwendung der Definition der
Determinante nach Leibniz erbracht werden. o

Bemerkung: Die in der letzten Aufgabe angegebene Formel zur Berechnung der Determinante
einer oberen Dreiecks-Matrix liefert ein effizientes Verfahren um die Determinante einer beliebigen
Matrix A zu berechnen: Zunéchst wird die Matrix A durch die Multiplikation mit geeigneten
Elementar-Matrizen zu einer oberen Dreiecks-Matrix D umgeformt. Wenn dabei nur Elementar-
Matrizen der Form ZA, (k,l,«) und ZP, (k,1) verwendet werden, dann hat die Matrix D bis auf
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das Vorzeichen die selbe Determinante wie die Matrix A und die Determinante von D ldsst sich
als Produkt der Diagonal-Elemente der Matrix D berechnen.

1 determinant := procedure(a) {

2 n := #a;

3 sign := 1;

4 for (i in [1 .. n]) {

5 r := pivot(a, n, i);

6 if (r '= i) {

7 [ alil, alrl 1 := [ alrl, alil 1;
8 sign := -sign;

9 }

10 if (alil[i] == 0) {

11 return O;

12 }

13 for (k in [i+1 .. n] | k !'= i) {
14 f := alk][il/alil[i];

15 for (j in [i .. n]) {

16 alkl [j1 -= £ * al[il[j];
17 }

18 }

19 }

20 return sign */ { al[il[i] : i in {1 .. n} };
21 };

Abbildung 11.4: Berechnung der Determinante.

Abbildung zeigt ein SETLX-Programm, das den oben beschriebenen Algorithmus zur Berech-
nung umsetzt. Wir diskutieren es Zeile fiir Zeile.

1.

Die Matrix a, deren Determinante berechnet werden soll, wird als Liste ihrer Zeilen darge-
stellt. Das ist die selbe Darstellung, die wir auch bei dem in Abbildung 10.1 auf Seite 142
gezeigten Programm zur Berechnung der Inversen einer Matrix verwendet haben.

n ist die Anzahl der Zeilen der Matrix.

In der Variablen sign merken wir uns, wie oft wir bei der Berechnung der Determinanten
Zeilen vertauscht haben. Solange diese Anzahl gerade ist, hat sign den Wert +1, aber wenn
die Anzahl ungerade ist, hat sign den Wert —1.

Die Schleife in Zeile 4 des Programms hat die Aufgabe, die Elemente von a, die in der Spalte
unter dem Element a[i] [i] stehen, durch Addition geeignete Vielfacher der i-ten Zeile zu
0 zu reduzieren.

Aus Griinden der numerischen Stabilitit des Verfahrens ist es sinnvoll, zuniichst die Zeile
r zu bestimmen, fiir die der Absolutbetrag a[r] [i] maximal wird. Die Berechnung dieser
Zeile geschieht mit Hilfe der Funktion pivot, deren Implementierung in Abbildung 10.2
gezeigt ist. Wir hatten diese Funktion bereits bei der Berechnung des Inversen der Matrix
A benutzt.

Falls wir tatséchlich eine Vertauschung von Zeilen vornehmen, falls also r # i ist, drehen
wir das Vorzeichen sign um.

Sollte a[i][i] den Wert 0 haben, so brauchen wir nicht weitermachen, denn wenn ein
Element auf der Diagonalen einer Dreiecks-Matrix 0 ist, ist natiirlich auch das Produkt aller
Diagonal-Elemente 0. Wir geben daher in diesem Fall in Zeile 11 den Wert 0 zuriick.
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8. Ansonsten ziehen wir nun das

Uk:i_fache der i-ten Zeile von der k-ten Zeile ab,

so dass danach alk] [i] den Wert O hat.

9. Am Ende berechnen wir das Produkt aller Diagonal-Elemente und multiplizieren es noch
mit dem Vorzeichen sign, denn dies ist die gesuchte Determinante der Matrix a. o

Aufgabe 65: Berechnen Sie die Determinante der Matrix

1 2 3 4
2 3 41
A= 3 4 1 2
4 1 2 3
mit dem Algorithmus, der in dem in Abbildung 11.4 gezeigten Programm implementiert ist.  ©
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Kapitel 12

Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenwerte und Eigenvektoren gehéren zu den wichtigsten Anwendungen der linearen Algebra:

1. Die Schrodinger-Gleichung
HUY=E- ¥

ist eine Eigenwert-Gleichung. Hier ist H der sogenannte Hamilton-Operator, der auf die
Wellenfunktion ¥ angewendet wird. Dabei kommt wieder die Wellenfunktion ¥ als Ergebnis
heraus, allerdings multipliziert mit dem Eigenwert E, der als die Energie der Wellenfunktion
U interpretiert werden kann.

Die Schrodinger-Gleichung ist die Grundlage der Quanten-Mechanik. Natiirlich erwarte ich
von Thnen nicht, dass Sie diese Gleichung verstehen. Ich habe diese Gleichung als erstes
aufgelistet, weil dies einerseits frither einer der wichtigsten Anwendung von Eigenvektoren
war und weil ich andererseits selber im Rahmen meiner Diplomarbeit im wesentlichen nichts
anderes gemacht habe, als auf numerischem Wege Schrédinger-Gleichungen zu 16sen. Um die
Schrodinger-Gleichungen numerisch zu 16sen, wird der Hamilton-Operator zunéichst durch
eine Matrix approximiert und anschliefend werden die Eigenwerte dieser Matrix berechnet.

2. In der Informatik werden Eigenvektoren unter anderem bei der Unabhdngigkeits-Analyse
benstigt. Die Unabhéngigkeits- Analyse kann beispielsweise dazu benutzt werden, das Cocktail-
Party-Problem zu 16sen. Bei diesem Problem geht es darum, verschiedene Geréduschquellen
zu isolieren: Stellen Sie sich vor, Sie sind auf einer Cocktail-Party. Im Hintergrund spielt
ein Klavier und Sie unterhalten sich mit einem Gespréchspartner. Ihre Ohren héren sowohl
das Klavier als auch den Gespréchspartner, aber solange Sie noch nicht zu viele Cocktails
getrunken haben, ist Thr Gehirn in der Lage, das, was Thr Gesprachspartner IThnen erzéihlt,
aus dem Gesamtgerdusch heraus zu filtern.

Neben dem Cocktail-Party-Problem gibt es zahlreiche anderen Anwendungen der Unabhéngigkeits-
Analyse sowohl in der Informatik im Bereich des Data-Minings als auch in vielen anderen
Bereichen der Wissenschaft.

3. Eine andere Anwendung von Eigenvektoren ist die Losung von solchen Rekurrenz-Gleichungen,
die bei Komplexitéitsanalyse von Algorithmen auftreten.

4. Die Liste der Anwendungen von Eigenvektoren lieBe sich problemlos fortsetzen. Allerdings
wiirden Thnen die meisten Anwendungen zum jetzigen Zeitpunkt Thres Studiums noch wenig
sagen. Daher spare ich mir hier weitere Beispiele.

In diesem Kapitel fithren wir zunichst Eigenwerte und Eigenvektoren ein und zeigen dann, wie
sich lineare Rekurrenz-Gleichungen mit Hilfe von Eigenvektoren 16sen lassen.
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12.1 Definition und Berechnung von Eigenwerten
Definition 12.1 (Eigenwert) Es sei A € K"*" eine quadratische Matrix. Ein Vektor x € K™ mit
x # 0 ist ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert \ € K genau dann, wenn
A-x=Xx
gilt. o

Beispiel: Die Matrix A € R?*? sei als

(1)

gegeben. Die Vektoren x und y seien definiert als

(1) o ( )

Dann gilt

A~x:<§>:3~x und A-yz(_i)zby.

Folglich ist x eine Eigenvektor von A zum Eigenwert 3, wihrend y ein Eigenvektor von A zum
Eigenwert 1 ist. <

Bemerkung: Der Begriff des Eigenwerts und des Eigenvektors lidsst sich auf beliebige lineare
Operatoren ausdehnen. Ist H € £(V') ein Operator auf dem Vektor-Raum V, so ist x € V' genau
dann ein Eigenvektor zum Eigenwert A, wenn

H(x) =A-x

gilt. Beispielsweise hat der Differential-Operator
D:C*(R) — C>*(R),

der auf dem Raum
C>® = {f € R® | f ist beliebig oft differenzierbar}

durch die Gleichung

df

D(f)i=
definiert ist, die Funktion x +— e® als Eigenvektor zum Eigenwert 1. Der Vektor-Raum C*° der
unendlich oft differenzierbaren Funktionen ist unendlich-dimensional und hat daher eine wesentlich
komplexere Struktur als die endlich-dimensionalen Vektor-Rdume, mit denen wir uns im Rest
dieser Vorlesung beschéftigen werden. Da bei endlich-dimensionalen Vektor-Rdumen jede lineare
Abbildung durch eine Matrix dargestellt werden kann, verlieren wir nichts, wenn wir uns auf die
Bestimmung von Eigenvektoren und Eigenwerten von Matrizen beschrénken. o

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen Eigenwerten und Determinanten her.
Dieser Satz ist der Grund, warum wir den Begriff der Determinanten im letzten Kapitel eingefiihrt
haben.

Satz 12.2 Es sei A € K"*". Dann ist A € K genau dann ein Eigenwert von A, wenn
det(A-E, —A)=0
gilt.
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Beweis: Falls x # 0 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist, so haben wir die folgende Kette
von Aquivalenzen:

IxeK": x£Z0NA-x=A-%

xeK": x#0NA-x—A-E,-x=0

IxeK":x#0AN(A-X-E,) -x=0

Kern(A — \-E,) # {0}

A — X - E, ist nicht invertierbar

det(A—X-E,)=0

det(A\-E, —A)=0 O

teeo0e

Nach dem letzten Satz sind die Eigenwerte genau die Werte A, fiir die der Ausdruck
det(A-E, — A)

den Wert 0 annimmt. Berechnen wir diesen Ausdruck mit Hilfe der von Leibniz angegebenen
Formel, so erhalten wir ein Polynom in der Unbestimmten A. Dieses Polynom heisst das charak-
teristische Polynom der Matrix A und ist formal als

xXa(A) =det(A-E, — A)
definiert. Die Nullstellen von x 4 sind also gerade die Eigenwerte von A, formal gilt
A ist Eigenwert von A g.d.w. xa(A) =0.
Beispiel: Die Matrix A € R%2*2 sei wie oben als
(1)
gegeben. Dann kann das charakteristische Polynom x 4 (\) wie folgt berechnet werden:

xa(A) = det(A-E, — A)

= det<A—12 >\—12>

= (A=2)-(A=2)—-(=1) (-1
= AN —4-A+4-1

= M —-4-)2+3

— (A—3)-(A—1).

Offenbar hat dieses Polynom die Nullstellen A = 3 und A = 1. Um beispielsweise den Eigenvektor
zum Eigenwert A = 3 zu berechnen, miissen wir die Gleichung

2 1 . T —3. T
1 2 To o o

16sen. Das liefert die beiden Gleichungen
2-¢14+290=3-x71 und x1+2-x29=3" 29

die wir zu

—x1+290=0 und x;—1x9=0.
vereinfachen. Offenbar ist die zweite Gleichung zur ersten Gleichung dquivalent und kann daher
weggelassen werden. Da wir dann nur noch eine Gleichung aber zwei Unbekannte haben, kénnen
wir eine der Unbekannten frei wihlen. Wie miissen lediglich darauf achten, dass der Vektor (i;)

vom Nullvektor verschieden ist. Wir setzen daher x; := 1 und finden dann z» = 1. Damit haben
wir den Vektor x = ( }) als Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert 3 gefunden.
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Aufgabe 66: Uberlegen Sie sich, fiir welche Werte von a, b und ¢ die Matrix
a b
(5 7)
zwei verschiedene reelle Eigenwerte besitzt. o

Aufgabe 67: Fiir welche Werte von ¢ hat die Matrix
e ( cos(yp) sin(p) )

—sin(p) cos(p)

keinen reellen Eigenwert? o

Definition 12.3 (Diagonalisierbarkeit) Eine Matrix A € K"*™ ist diagonalisierbar genau dann,

wenn die Matrix n linear unabhangige Eigenvektoren besitzt. o
Bemerkung: Ist A € K"*" diagonalisierbar, so gibt es also n verschiedene Vektoren x1,--- , Xy,
so dass

A-x; =) -x; firallei={1,--- ,n}

gilt. Fassen wir die n Eigenvektoren x; zu einer n x n Matrix X zusammen, die wir als
X = (le"' )Xn>

schreiben, wobei die x; die Spalten der Matrix X sind, so gilt
A-X=(A1X1, Ay X)) =X-D,

wobei wir die Matrix D als Diagonal-Matrix definieren, deren Diagonal-Elemente die Eigenwerte
A; sind, wahrend alle anderen Eintrdge den Wert 0 haben. Damit gilt

A 0 0 -0 0 0

0 X 0 - 0 0

0 0 X -+ O 0
D=1 . . . . :

0o 0 0 - X-1 O

o o o0 --- 0 An

In Komponentenschreibweise konnen wir die Matrix D als
D= (di,j) mit di,j = )\z . 6i,j fiir alle ’L,] S {1, ce ,Tl}

schreiben, wobei §; ; das bereits frither definierte Kronecker-Delta bezeichnet. Da die n Vektoren

X1, -+ ,Xp linear unabhingig sind, ist die Matrix X = (x1,---,X,) invertierbar. Damit kénnen
wir die Gleichung
A-X=X-D

von rechts mit der Matrix X ! multiplizieren und erhalten
A=X-D - XL

Dies ist niitzlich, wenn wir Potenzen der Matrix A bilden wollen. Beispielsweise gilt
A2=X.D-X'.X-D-X'=X.-D?. X!

und durch eine einfache Induktion nach k£ konnen wir nach dem selben Prinzip zeigen, dass
AF =X .DF. X1 fiirallekeN

gilt. Diese Beobachtung ist deswegen niitzlich, weil die Potenzen der Diagonal-Matrix D wesentlich
leichter zu berechnen sind als die Potenzen von A, denn es gilt
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0 X o 0 0

0 0 Mk 0 0
DF = _

0 0 0 - X_ 0

0 0 0 - 0 Ak

Diese Beobachtung wird uns im néchsten Abschnitt die Berechnung der Fibonacci-Zahlen ermogli-
chen.

12.2 Die Berechnung der Fibonacci-Zahlen

Die Folge (fn)nen der Fibonacci-Zahlen ist rekursiv durch die Gleichung
fn+2 = fn+1 + fn

zusammen mit den Anfangs-Bedingungen fy = 0 und f; = 1 definiert. Eine Gleichung der obigen
Form wird als lineare Rekurrenz-Gleichung bezeichnet. Solche Gleichungen werden uns spéter bei
der Abschatzung der Komplexitdt von Algorithmen haufig begegnen und wir zeigen nun am Bei-
spiel der Fibonacci-Zahlen, wie sich eine solche Rekurrenz-Gleichung 16sen lédsst. Dazu definieren
wir zunéichst die Matrix A als

= (01)

Weiter definieren wir den Vektor x,, fiir alle n € N als x,, := ( ff 11 ) Dann haben wir

Xpt1 = A-x, firallen €N,

denn wenn wir die Gleichung x,,+1 = A-x, komponentenweise schreiben, dann bekommen wir die
beiden Gleichungen

fn+1 = O'fn+1'f7L+17
fn+2 = 1'fn+1’fn+l-

Die erste dieser beiden Gleichungen ist trivial, die zweite Gleichung ist nichts anderes als die
Rekurrenz-Gleichung fiir die Fibonacci-Zahlen. Aus der Gleichung x,11 = A - x,, folgt durch eine
triviale Induktion nach n, dass

X, = A" - Xg

gilt, wobei A? = E, ist und x = (?) gilt. Wollen wir Potenzen A™ berechnen, so ist es zweckméfig,
die Matrix A vorher zu diagonalisieren. Wir berechnen zunéchst das charakteristische Polynom
von A:

A -1

Xa(A) =det(A-Ey — A) :det< 1 oa—1

>:>\-()\—1)—1:>\2—)\—1.

Nun bestimmen wir die Nullstellen von x 4 (), denn das sind die Eigenwerte von A:

xa(A) =
S AN2-_A-1=0
S AN -a=1
e Mo+ (D)P=1+41
2
SR

& A=14+2 Vv A=
Wir definieren daher
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M=1(1+v5) und X=3-(1-V5).
Als néchstes miissen wir die Eigenvektoren bestimmen, die diesen beiden Eigenwerten zugeordnet
sind. Bezeichnen wir den Eigenvektor, der A\; zugeordnet ist, als y := (Zl) so haben wir also
Ay=M-y
und aus dieser Gleichung folgt, dass fiir die Komponenten y; und yo
y2=A1-y1 und oy +y2 = Ay

gelten muss. Es ldsst sich zeigen, dass die zweite Gleichung aus der ersten folgt. Setzen wir y; := 1,
so erhalten wir aus der ersten Gleichung ys = A;. Damit hat der Eigenvektor y die Form

1
y=(a):
Auf analoge Weise finden wie fiir den zweiten Eigenvektor z = (2) das Ergebnis

z:(>\12>.

Damit hat die Matrix der Eigenvektoren die Form

1 1
o (11)

Diese Matrix hat die Determinante det(X) = Ay —A\; = —/5. Wir hatten in einer Ubungsaufgabe
eine Formel zur Berechnung des Inversen einer beliebigen 2 x 2 Matrix hergeleitet. Nach dieser
Formel ist das Inverse der Matrix X durch

w1 e -1 _ 1 1
IV S V| A1

gegeben. Damit gilt also
A 1 A2 Iy (0
0 » ) V5 )\1 -1 1
1
-1

=3

c (1))
L)

-0 A2)~( )
=15(11 L)‘(—iii)

1 — A3
TR )\?“f)\g“

Die erste Komponente von x,, ist gleich f,. Daher haben wir fiir die n-te Fibonacci-Zahl f, die
Gleichung

gefunden.
Aufgabe 68: Losen Sie die Rekurrenz-Gleichung
Gpnto2 =3 Gpt1 — 2-a, fir die Anfangs-Bedingungen ag =0, a1 =1

mit Hilfe der in diesem Abschnitt vorgestellten Methode.
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