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Hinweise

Die Aufgaben sind nach der Themenreihenfolge im Skript geordnet
Fir jede Aufgabe finden Sie auf der darauffolgenden Folie die Losung

Aufgaben variieren im Schwierigkeitsgrad
In der Regel steigt der Schwierigkeitsgrad mit fortlaufender Nummerierung (a,b,c,...)
Beachten Sie, dass zum Lernen manche Aufgaben unter Klausurniveau sind

Die Aufgaben werden im Laufe der Vorlesungen bei Bedarf erweitert

Tipp: Konzentrieren Sie sich auf die Aufgaben, die fir Sie einen Lernfortschritt bedeuten




Logelei

"Wer von Euch hat den Ball in mein Fenster geworfen? schreit
der Mann voller Zorn. Zitternd stehen die vier Kinder da.

Arno sagt: "Emil war es."

Emil sagt: "Gustav hat es getan."
Fritz sagt: "Ich war es nicht."
Gustav sagt: "Emil ltgt."

Ein Passant, der den Wurf beobachtet hat, sagt: "Eins der
Kinder war es, aber Vorsicht: Nur eins der Kinder sagt die
Wahrheit."

Wer hat den Ball geworfen?




Logelei — Losung

Arno sagt: "Emil war es."

Emil sagt: "Gustav hat es getan."
Fritz sagt: "Ich war es nicht."
Gustav sagt: "Emil lGgt."
Betrachte nacheinander die Fille:

Arno sagt die Wahrheit. Dann ligen Emil, Fritz und Gustav. Wenn aber Gustav llgt,
wenn er sagt "Emil ligt", dann sagt Emil die Wahrheit. Das ist ein Widerspruch.

Emil sagt die Wahrheit. Dann lugen Arno, Fritz und Gustav. Wenn aber Fritz llgt,
wenn er sagt "lch war es nicht", dann ligt Emil. Das ist ein Widerspruch.

Fritz sagt die Wahrheit. Dann ligen Arno, Emil, und Gustav. Wenn aber Gustav llgt,
wenn er sagt "Emil lUgt", dann sagt Emil die Wahrheit. Das ist ein Widerspruch.

Folgerung: Gustav sagt die Wahrheit. Also llgt Fritz. Also hat Fritz den Ball geworfen.




MIU revisited

Gegeben ist ein formales System mir den folgenden Regeln:
Alle Worter bestehen aus den Buchstaben M, | und U
Wenn ein Wort mit | endet, darf man U anhangen

lll darf durch U ersetzt werden

UU darf entfernt werden

Das Teilwort nach einem M darf verdoppelt werden
Eine Ableitung beginnt immer mit Ml

Leiten Sie folgende Worter ab:
MUI
MIUI
MUIUUIU




MIU revisited — Losung

Gegeben ist ein formales System mir den folgenden Regeln:
Alle Worter bestehen aus den Buchstaben M, | und U
Wenn ein Wort mit | endet, darf man U anhangen

lll darf durch U ersetzt werden

UU darf entfernt werden

Das Teilwort nach einem M darf verdoppelt werden
Eine Ableitung beginnt immer mit Ml

Leiten Sie folgende Worter ab:
MI F MIl FMITIE MU
MI F MILE MITE M E MY F MUY E M E MIUL
MI F MIIFMIEMINU FMUIU FMUIUUIU




Mengenverhaltnisse

Gegeben sind folgende Mengen:

M, =1{1,2,3,4}
M, =1{2,3,4,5}
M; = {1,3,5}
M, = {3}

M: = {1,2,3,4,5}

M6 — {5,4,2,3}
M, ={2,3,4}
M8 — {27 4}

Berechnen Sie die Machtigkeit aller Mengen

Prufen Sie, ob die folgenden Aussagen wahr sind

M; < M, |M3| > |Mg| |M,| = |M,| |Ms| = |M,| 2 € |M,| M; € M5
M, C 7 M, c M, 3eM, 5 ¢ M, M, = M, M, c M,
M, € M, Mg 2 M, M, C M, M, C M, M| = |M,| M. € N
M, = Mg Mg € Mg M, = |M,| M, € My M7; 2 Mg |M3| = |M;]




Mengenverhaltnisse — Losung

Gegeben sind folgende Mengen:

Berechnen Sie die Machtigkeit aller Mengen

M; =1{1,2,3,4} M| =4
M, ={2,3,4,5} M, | = 4
M; = {1,3,5} |M;| = 3
M, = {3} My =1

Ms =1{1,2,3,4,5}

M6 - {51412;3}
M7 - { 2; 31 4}
M8 = {21 4}

Prufen Sie, ob die folgenden Aussagen wahr sind

|IMs| =5
|M6| =4
|M7| =3
|M8| =2

MMy | IMsl > Mgl | Mol = I M > IMy [ 2e Ml R ] MM
M, C 7 M, C M, 3 € M, 5 ¢ M, My=MX]| Msc M
MM, K] Me2m, K] MemX] Mo, X Ml = 1Ml M. € N
M, = Mg Mg € Mg M, = |M7N M, € M7\ M; 2 Mg |M3| = [M;]




Venn-Diagramme

Erstellen Sie Venn-Diagramme fiir folgende Gruppen von
Mengen:

Ml — {1, 2, 3, 4‘}, MZ — {4‘,5,6,7}

Ml — {Cl,j, e, CI}; M2 — {8, P, q, u}

M, ={1,2,56,7,89,0}, M, ={1,9,7,5}

M, ={1,4,7,0}, M, = {0,2,4,6}, My = {2,4,5,7}




Venn-Diagramme — Losung

M, M,

b d
M; a M;




Mengenoperationen

Gegeben sind die Tragermenge T = {1, 2, 3,4,6,7,8,9,0} und

folgende Mengen: \99
M, ={1,2,3,4,5} Q A
M, = {6,7,8,9 ) © 9
M; = {0,2,4, 6,8} '(a £V

Bestimmen Sie folgende Mengen durch explizite Aufzahlung:
(M1 U M;) N Mj
M; U (M N Ms)
M, NM,NM;
(M;\M3) U (M;\M3)




Mengenoperationen — Losung

Gegeben sind die Tragermenge T = {1, 2, 3,4,6,7,8,9,0} und
folgende Mengen:

M, = {1,2,3,4,5)

M, = {6,7,8,9 )

M, = {0,2,4, 6,8}

Bestimmen Sie folgende Mengen durch explizite Aufzahlung:

(Ml U Mz) N M3 — {1,2,3,4‘,5,6,7,8,9} N M3 — {2,4,6,8}
M1 U (MZ N MS) — M1 U {6,8} — {1,2,3,4,5,6,8}

M, nM, nM; = ({0,6,7,89} n{0,1,2,3,4,5}) N
{1;3;5;7;9} — @

(M;\M3) U (M,\M3) =1{1,3,5} U{7,9} = {1,3,5,7,9}

ARCN

© M

Yoy




Mengenknobelei

Gegeben sind die aus dem Skript bekannten Mengen
R, Q,Z, N3 N sowie die Operatoren U,n, \, ()

Finden Sie eine regelkonforme Formel aus Mengen und
Operatoren, um folgende Mengen zu erzeugen.

-
.
h, |
)

\(

Das Komplement ist kein erlaubter Operator (Verboten: Z)

P

Eine Menge mit Michtigkeit O (also die leere Menge 0) """-'E .,,?
Eine Menge Mit Machtigkeit 1 N N B
N N
Allerdings muss lhre Formel folgende Regeln befolgen: E - N
Die Mengen durfen nur in der obigen Reihenfolge in ihrer Formel S i E
stehen (Erlaubt: Q U Z, Verboten:Z U Q) ‘;"_ »
Keine Menge darf in Ihrer Formel mehr als einmal vorkommen -3,!{ }.’.':
(Verboten: Z U Z) A 1:

\ 3

- J E
\




Mengenknobelei — Losung

(Q\Z) NN

In Worten: Die rationalen Zahlen auRer den ganzen Zahlen Elso
diejenigen Briche, bei denen es eine ,Nachkommstelle® ga eL
geschnitten mit den natirlichen Zahlen. Da die natlrlichen Zahlen

-
.
h, |
)

-

\(

eine Teilmenge der ganzen Zahlen sind, ist die Schnittmenge leer und =)
hat damit die Machtigkeit 0. ]_Re3
(Z\N*') NN = {0} { |
In Worten: Die ganzen Zahlen auRer die naturlichen Zahlen groRRer N H B
Null {0,-1,-2,...} geschnitten mit den natlrlichen Zahlen {0,1,2,...}. Die J N \
einzige gemeinsame Zahl ist die Null, die Schnittmenge hat also ein N § |
Element und damit die Machtigkeit 1. 1 N A
ey |
Andere Lésungen sind moglich. ;'“ o
W,
Achtun1g: Triviale Lésungen wie Z\Q und N\NZ! sind aufgrund der "’:'-" :' .
Reihenfolge-Regel nicht erlaubt. \W'A
\
\
\




Rechnen mit Mengen

Gegeben seien die (beliebigen) Mengen A, B, C und die
Tragermenge T.

Beweisen Sie durch Anwendung der Rechenregeln
folgende Gleichungen:

a. ANnB)N(ANnB)= ¢
. €N (AUB)=AUBUC

c. AUBUAUB=AURB

......

~ Tipp: Denken Sie an diesen Herrn
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Rechnen mit Mengen — Losung

Gegeben seien die (beliebigen) Mengen A, B, C und die
Tragermenge T.

Beweisen Sie durch Anwendung der Rechenregeln
folgende Gleichungen:

(ANB)N(ANB) = ¢

(ANB)N(ANB) = Kommutativ
(ANnA)N(BNB) = Inverse Elemente
(@) N Q) = Absorbierendes Element

@




Rechnen mit Mengen — Losung

Gegeben seien die (beliebigen) Mengen A, B, C und die
Tragermenge T.

Beweisen Sie durch Anwendung der Rechenregeln
folgende Gleichungen:

CNn (AUB)=AUBUC

CNn (AUB) = De Morgen
CU (AUB) = Doppelte Negation
CU(AUB) = Assoziativ, Kommutativ

AUBUC




Rechnen mit Mengen — Losung

%egeben seien die (beliebigen) Mengen A, B, C und die Tragermenge

Beweisen Sie durch Anwendung der Rechenregeln
folgende Gleichungen:

AUBUAUB=AURB

AUBUAUB = De Morgan
AUBU(ANB) = Kommutativ
AU(ANB)UB = Distributiv
(ANT)U((ANB)UB = Neutrales Element
(AN(TUB))UB = Distributiv

(ANT)UB = Absorbierendes Element

AUB Neutrales Element




Kartesisches Produkt und Potenzmenge

Gegeben sind die Tragermenge folgende Mengen:

M, =1{1,2,3,4}
M, ={a,b,c}
M3 — {xry}

Bestimmen Sie folgende Mengen durch explizite
Aufzahlung:

M, x M,

2Ms3

M, X M,

(My X M3) N (M3 X M;)
2M1 N 2M2

Potenzmenge von {x,y,z}




Kartesisches Produkt und Potenzmenge — Losungen

Gegeben sind die Tragermenge folgende Mengen:

M, =1{1,2,3,4}
M, ={a,b,c}
M3 — {xry}

Bestimmen Sie folgende Mengen durch explizite Aufzahlung:

Ml X MZ — {(11 Cl), (21 Cl), (31 Cl), (4‘1 Cl),
(1,0),(2,b),(3,b),(4,0),(1,¢),(2,¢),(3,¢c),(4c)}

2Ms = {@, {x}, {y}, {x,¥}}

M3 X M, = {(x,a), (y,a), (x,b), (y,b), (x,¢),(y,¢)}
(My X M3) N (M3 X M;) =@

2M1 n 2M2 = (¢}




Mengenlehre — wahr oder falsch?

hasore | wa | rasch

Wenn M; € M, und M; 2 M, ,dann M; = M,

Wenn M; € M,, dann |M;| < |M,|

{@3} =0

2] = 2™l

IMy X M| = M| X |M;]

My N M, = M;\M,

Jede Relation R € 2%X2XZ jst homogen

Die Machtigkeit einer Menge |M| ist eine homogene Relation
M, X M, ist eine Menge aus Mengen

2M ist eine Menge aus Tupeln

Die Wurzel in den reellen Zahlen x — +/x € 2R*R st linkstotal
{(1,a),(2,a),(3,b), (4, b)} ist rechtseindeutig

{(a,1), (a,2),(b,3),(b,4)} ist rechtseindeutig




Mengenlehre — wahr oder falsch? — Losungen

S 773 7Y M

Wenn M; € M, und M; 2 M, ,dann M; = M,

Wenn M; € M,, dann |M;| < |M,|

{@3} =0

2] = 2™l

IMy X M| = M| X |M;]

My N M, = M;\M,

Jede Relation R € 2%X2XZ jst homogen

Die Machtigkeit einer Menge |M| ist eine homogene Relation
M, X M, ist eine Menge aus Mengen

2M ist eine Menge aus Tupeln

Die Wurzel in den reellen Zahlen x — +/x € 2R*R st linkstotal
{(1,a),(2,a),(3,b), (4, b)} ist rechtseindeutig
{(a,1),(a,2),(b,3),(b,4)} ist rechtseindeutig

X X X X

M| < |M,]
[{®}| = 1, Menge enthilt @

Unfug, Gegenbeispiel einfach

Bildet Menge auf Zahl ab
Aus Tupeln

Aus Mengen

z.B.V—1 nichtin R

z.B. fir a zwei Moglichkeiten




Interpretationen

Finden Sie fiir jede Formel eine Belegung, die die Formel wahr und eine Belegung,
die die Formel falsch macht:

(AN=B)VC
AVB - —-AV B

—((AAB)V (=B A=D)V (C - —4))




Interpretationen — Losung

Finden Sie flir jede Formel eine Belegung, die die Formel wahr und eine Belegung,
die die Formel falsch macht:

(AN=B)VC
wahr: {A->1,B - 0,C - 1}
falsch: {A - 0,B - 0,C - 0}

AVvVB - —-AV =B
wahr: {A - 0,B - 0}
falsch: {A - 1,B - 1}

—((AAB)V (=B A=D)V (C - —4))
wahr: {A->1,B->0,C - 1,D - 1}
falsch: {A-1,B->1,C > 1,D - 1}

Hinweis: Andere Losungen sind maoglich




Wahrheitstabellen

Legen Sie fiir folgende Formeln eine Wahrheitstabelle an, in der der
Wahrheitswert fir jede mogliche Belegung angegeben ist:

(A= B) < (=B = —4)

(A - B) < (=4 - =B)
((AAB) = C) < (A= B)->C()
((AvB) > C) < (A= B)A(B—=())

Q)—7((RAQ)VP)

1

oo~ |=|0|0

- == 0O O0l0|0O|O

oo —~0O0lO0| O

OO0l al=l—=|—




Wahrheitstabellen — Losung

Legen Sie fiir folgende Formeln eine Wahrheitstabelle an, in der der
Wahrheitswert fir jede mogliche Belegung angegeben ist:

(A — B) « (_IB — —|A)
I Y S T R S B
0O O 1

1
1
1
1

S r O B
o O -

1
0 1 1 1
1 O 0 0
1 1 1 1




Wahrheitstabellen — Losung

Legen Sie fiir folgende Formeln eine Wahrheitstabelle an, in der der
Wahrheitswert fir jede mogliche Belegung angegeben ist:

(A —>B) \3d (_IA — —|B)

EI YN N T I T
0O O 1

7
i

= O O =
OO O = BB
N =
o B O B

0 1 1
1 O 0
1 1 1




Wahrheitstabellen — Losung

Legen Sie fiir folgende Formeln eine Wahrheitstabelle an, in der der
Wahrheitswert fir jede mogliche Belegung angegeben ist:

((AAB)=>C) < ((A—->B)—>0()

AlBICL (AR |20 | o | ((oB | o0
0O 0 O 0 1

7

= = = = O O O
R RBP O O B LR O
= O B O =B O k=
~ B O O O O O
B O R R R R R R
= R R R =R O =B O
R PR O O R Rk Bk
L O P P LB O +r O




Wahrheitstabellen — Losung

Legen Sie fiir folgende Formeln eine Wahrheitstabelle an, in der der
Wahrheitswert fir jede mogliche Belegung angegeben ist:

((AvVB) > C) < ((A—->B)A(B = ())

AlBlcl (@vB) o0 o | ((4oB) | A _(BoO)
0 0O 0 1 1 1 1 1
0O 0 1 0 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 1 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 O 1 0 1 0 0 1
1 0 1 1 1 0 0 0 1
1 1 0 1 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1




Inspektor Craig — Teil 1

Ein Fall aus den Akten von Inspektor Craig:

"Was fangst du mit diesen Fakten an?" fragt Inspektor Craig den Sergeant - e
McPherson. EW> v —

Wenn A schuldig und B unschuldig ist, so ist C schuldig. -

C arbeitet niemals allein. : "

A arbeitet niemals mit C. | w”“‘Tcs—m

. - . . OP'TT.[- eml\qs

Niemand aulSer A, B oder C war beteiligt, und mindestens einer von 4 B°°l<;>’ £

ihnen ist schuldig R
Der Sergeant kratzte sich den Kopf und sagte: "Nicht viel, tut mir leid, Sir.
Kdnnen Sie nicht aus diesen Fakten schlielsen, wer unschuldig und wer
schuldig ist? " "Nein", entgegnete Craig, "aber das Material reicht aus, um The Riddle of Dracula

and Other Logical Puzzles

wenigstens einen von ihnen zu beschuldigen."
Wer ist auf jeden Fall schuldig?

Stellen Sie aussagelogische Formeln fir alle vier Fakten auf und
verwenden Sie eine Wahrheitstabelle. (aus R. Smullyan: "Wie heift dieses Buch?")

RAYMOND M. SMULLYAN

[P e




Inspektor Craig — Teil 1 — Losung

Formalisierung: A = A ist schuldig, etc.

Wenn A schuldig und B unschuldig ist, so ist C schuldig:

AN-B - C
C arbeitet niemals allein:
C >AVEB
A arbeitet niemals mit C:;
A—- =C

Niemand auRer A, B oder C war beteiligt, und mindestens einer von ihnen ist
schuldig:
AVBVC




Inspektor Craig — Teil 1 — Losung

lﬂ Wir wissen: Alle vier Fakter

sind wahr.
0O 0 O 1
Dies ist nur fur drei Zeilen
0 0 1 1 0 1 1 der Wahrheitstabelle
|:> 0O 1 0 1 1 1 1 gegeben, daher wissen wir,
eine der drei Belegungen ist
':> 0.1 1 1 1 1 1 die zutreffende.
1 0 0 0 1 1 1 In jeder Belegung ist B
1 0 1 1 1 0 1 schuldig, insofern ist B auf
jeden Fall schuldig.
=101 0 1 1 1 1
Ob er allein gehandelt hat,
1 1 1 1 1 0 1

oder ob er einen Komplizen
(entweder A oder C) hatte,
ist mit den vorliegenden
Fakten noch unklar.




Inspektor Craig — Teil 2

Mr. McGregor, ein Londoner Ladeninhaber, rief bei Scotland Yard an und

teilte mit, dass sein Laden ausgeraubt worden sei. Drei Verdachtige, A, B BaYATY I}P/N__,,,fﬂ
und C, wurden zum Verhor geholt. Folgende Tatbestande wurden ermittelt: ———7

Jeder der Manner A, B und C war am Tag des Geschehens in dem Laden &

gewesen, und kein anderer hatte den Laden an dem Tag betreten.

H,
Wenn A schuldig ist, so hat er genau einen Komplizen. | ;};%TREMMS
] B -z

Wenn B unschuldig ist, so ist auch C unschuldig. oK =

Wenn genau zwei schuldig sind, dann ist A einer von ihnen.

Wenn C unschuldig ist, so ist auch B unschuldig. The Riddle of Dracula

and Other Logical Puzzles

Wen hat Inspektor Craig beschuldigt? R AYMOND M SMULLYAN
Stellen Sie aussagelogische Formeln fiir alle flinf Fakten auf und ; S

verwenden Sie eine Wahrheitstabelle. —
(aus R. Smullyan: "Wie heil3t dieses Buch?")




Inspektor Craig — Teil 2 — Losung

Formalisierung: A = A ist schuldig, etc.

Jeder der Manner A, B und C war am Tag des Geschehens in dem Laden
gewesen, und kein anderer hatte den Laden an dem Tag betreten:
AVBVC

Wenn A schuldig ist, so hat er genau einen Komplizen:
A—-> (BA=C)V(=BAC)

Wenn B unschuldig ist, so ist auch C unschuldig:
—B = =C

Wenn genau zwei schuldig sind, dann ist A einer von ihnen:
—|(B AC A —|A)

Wenn C unschuldig ist, so ist auch B unschuldig:
—C — =B




Inspektor Craig — Teil 2 — Losung

1B C | AVBVC | A= (BA-OV(BAD (8 1 C A1)
0 1 1 1

0O 0 O 1

0O 0 1 1 1 0 1 1
0O 1 0 1 1 1 1 0
0O 1 1 1 1 1 0) 1
1 0 O 1 0 1 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1
1 1 O 1 1 1 1 0
1 1 1 1 0 1 1 1

Alle Zeilen sind falsch. Ergo konnen nicht alle Fakten stimmen.
Vielleicht haben wir einen Fehler in unserer Formalisierung?

Losung auf der nachsten Folie.




Inspektor Craig — Teil 2 — Losung

Ladeninhaber McGregor, der die Anschuldigung erhoben hat, war an dem Tag
natlrlich auch im Laden. Verdachtig...

Jeder der Manner A, B und C war am Tag des Geschehens in dem Laden
gewesen, und kein anderer hatte den Laden an dem Tag betreten:
AVBVCVM

0O 0 0 1

Ergo ist McGregor der Schuldige, er hat den Raub fingiert.




Aquivalenzumformungen

Zeigen Sie durch Verwendung der Rechenregeln folgende
Aquivalenzen:

(AN-B)->C=CV(A—-B)
Ao B==(=AVv-B)AN(AVB))
ANB->C)VaAANC=AN-BV(((CVB)A(CV —B))

Tipp: Sie dirfen frei auswéhlen, wie Sie die Aquivalenz zeigen.
Sie konnen also die rechte Seite zur linken oder die linke Seite
zur rechten umformen. Sie konnen auch beide Seiten zu einer — —

gleichen dritten Formel umformen. 4 4




Aquivalenzumformungen

Zeigen Sie durch Verwendung der Rechenregeln folgende
Aquivalenzen:

(AN-B)->C=CV(A—-B)

(AN-B) > C Implikation auflosen
-(AAN=B)VC(C DeMorgan
—AVBVC Kommutativ
CV-AVEB Implikation

Cv(A-B)




Aquivalenzumformungen

Zeigen Sie durch Verwendung der Rechenregeln folgende
Aquivalenzen:

Ao B==(=AVv-B)AN(AVB))
- ((mAV-B)AN(AV B)) DeMorgan
—(mAV-B)V-(AVvB) DeMorgan
——AAN—--BV-(AVB) Doppelte Negation
AANBV-(AVB) DeMorgan
AANBV —ANA-B Aquivalenz
Ao B




Aquivalenzumformungen

Zeigen Sie durch Verwendung der Rechenregeln folgende Aquivalenzen:
ANB->C)V-ANC=AN-BV(((CVB)A(CV =B))

Links:

ANB->C)V-AANC Auflésen Implikation
AN(ABVC)V-ANANC Distributivgesetz
AN=BVAANC V=AAC Distributivgesetz
AN=BV((AV-A)AC Tautologie
AN-BVTAC Neutrales Element
AN-BVC

Rechts:

AAN-BV ((CVB)A(CVAB)) Distributivgesetz
AAN=BV(CV (B A-B)) Kontradiktion
AAN-BV(CVL) Neutrales Element

AN-BVC




Aussagenlogik — giiltig, kontingent oder unerfullbar?

AN-A4

AV —-A

AVA

—(AAN—=B) > AV =B
(AANABAC) > ~(=AAN-BA=0)
AANB - =(AVB)

—AV (AAB)V (AA=B)
AAN—-A—-> BV -B
AV—-A->BA-B
AANBVCA-BV-AAC
AVBV—(AAB) > AANBA=(AVB)




Aussagenlogik — giiltig, kontingent oder unerfullbar?

AN-A4

AV —-A X

AVA X
—(AAN—=B) > AV =B

(AANABAC) > ~(=AAN-BA=0)

AANB - =(AVB) X

—AV (AAB)V (AA=B)

AAN—-A—-> BV -B

AV—-A->BA-B X
AANBVCA-BV-AAC X
AVBV—(AAB) > AANBA=(AVB) X




Konjunktive Normalform

Wandeln Sie folgende Formeln mittels des in der Vorlesung
vorgestellten Algorithmus in KNF um:

(AAN-B) - (=CVD)
—(AA(BV-C)A-(AAD))
(CA=-C)V(BAD)V -A

—(AA=B)V =((DV-aC)A=(=B - —4))
(AVaB)A(CVA)AN-D

VAV




Konjunktive Normalform — Losungen

Wandeln Sie folgende Formeln mittels des in der Vorlesung vorgestellten
Algorithmus in KNF um:

(AN-B) - (ACV D)
—(AAN=B)V(=CV
(1A V a—B) Vg)_l
—AVBV-CV

—|A/\%BV—|C /\—lA/\DB
Va(BV-aC)V-a-(AAD)
AV (ABAa-C)V(AAD)
AV (ABAC)V(AAD)
—AV =B) A (= VC))
(—.Av—.B)/\(—.AVC)) (( v—.B AVC )V D)
V
C

\/

V(AA
A ((=
AV aBVA VC\;1 A —|AVCVD

/\
—A )/\ (=4 C)
TVaB)A( /\ —| -B VD) (_IAV VD)
/\T)/\((—.Av—. v (—.Av VD)
T/\((_IAV_IB vV D) —| VD))
B D R AT




Konjunktive Normalform — Losungen

\Ié\m!\deln Sie folgende Formeln mittels des in der Vorlesung vorgestellten Algorithmus in
um:

(CA=C)V(BAD)V-A
CASC)V((BV=A)A (DY -A)
g CvVB(\(/B—.\,/cl)ﬁf)({:\ \(/DDVvﬁ—'.% )/\A(S.ﬁccvvp(\(/B—.\,/al)ﬁf)(/—\.éDv\fa_\'/Aﬂ)%))

—(A N =B) V—|((D VaC)A-(=B - —|A))
(mAV-=a=B)Va((DV-AC)A=(=B - —|A))
(mAVB)Va((DV-AC)A=(—=—BV-4)
(mAVB)Val(DV-AC)A(=—=—=BA-A— ))
(mAVB)V 5((DVaC)A(=BAA)
(mAVB)V (=(DV=C) V(=B AA))
—AVB)V (_ID/\_I_IC)V(_I_IBV_IA))
—“AVB)V(=DAC)V(BV-A)
-DAC)V(=AVB VBV —A)

-DAC)V (=AVB)
_IDV_IAVB)/\(CV_IAVB)

(Av-aB)A(CVA)A-D
Bereits in KNF ©




Resolventen

Finden Sie firr jede Klauselmenge moglichst viele Resolventen.
Ist die Klauselmenge erfiillbar?

2. S={{4},{-4,-C},{-B},{B,C}}
b. S={{4,B,C},{=4,B},{-B,C},{~C, A}}
c. S={{D},{-4,B},{4,-B},{-D}}
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Resolventen — Losung

Finden Sie fir jede Klauselmenge moglichst viele Resolventen.
Ist die Klauselmenge erfillbar?

S = g_{A}, {—4,-C},{-B},{B,C}}
Unerfullbar, Resolventen: {=C},{=A4, B}, {C}

S={{4,B,C},{=4,B},{=B,C},{~C, A}
Erfullbar, Resolventen:
{B,C},{A,C},{A,B},{B,~C},{—=A,C},{=B, A}

S = g{D}, {—4,B},{A,—~B},{-D}}
Unerfullbar, Resolventen: O,{B, =B}, {A, A}




Rote Nasen

O

R ﬁ/)
Folgende Fakten dirften jedem Kind bekannt sein:
Wer eine rote Nase hat, ist ein Rentier, Clown oder Saufer.
Clowns und Saufer haben zwei Beine.

Rentiere haben vier Beine. ~

Wer zwei Beine hat, hat nicht vier Beine (und umgekehrt).
Rudolph hat eine rote Nase und vier Beine.
Stellen Sie aussagelogische Formeln fiir alle Fakten auf und zeigen Sie

mittels Resolution, dass Rudolph ein Rentier ist.




Rote Nasen — Losung

af,
Folgende Fakten dirften jedem Kind bekannt sein: °
Wer eine rote Nase hat, ist ein Rentier, Clown oder Saufer.

N—->RVCVS

Clowns und Saufer haben zwei Beine.
Rentiere haben vier Beine.

R-V
Wer zwei Beine hat, hat nicht vier Beine (und umgekehrt).

/Z oV

Rudolph hat eine rote Nase und vier Beine.

N AV \}\ /«/

Zu zeigende Implikation: Rudolph ist ein Rentier
(N>RVCVS)A(CVS->Z)AR->VIANZ o V)ANAV) >R .




Rote Nasen — Losung

Teste die Implikation mittels Resolution (Unerfullbarkeit, dass die
Implikation nicht gilt):
(N>RVCVS)A(CVS->Z)ANR>V)IANZ o V)AINAV)AAR

Bilde KNF: Implikationen und Aquivalenzen aufldsen:
(ANVRVCVS)A(A((CVSVZIN(ARVVIANWZVV)A(AZVAV))
ANAV)A-R

Regeln von DeMorgan:
(ANVRVCVS)A((ACA=-S)VZ)N(=RVY)
AN(EZVVYNEZVV)ANWNAV)A=R

Distributivgesetze:
(ANVRVCVS)AN((ACVZYN(ASVZY)A(=RVY)
ANEZVWNEZVV)ANWNAV)IA=R

Assoziativgesetze:
(ANVRVCVS)IAN(ACVIY)N(SVZ)Y A(RRVV)IAN(ZVV)A(-Z
V—|V) ANAV A=R

O

ad.
o/
3

4




Rote Nasen — Losung

Klauselmenge aus Formel in KNF:
{=N,R,C,S},{—C,Z},{=S,Z},{-R, V}{Z,V},{=Z, -V}, {N},{V},{=R}

Resolution:

{V} {=Z,4V} {N} {-=N,R,C,S}
{=C,Z} {-Z} {=S,7} {R,C,S} {-R}
{-C} {5} {C,S}

{c} . . ..
/ Die Formel ist unerfillbar.

—Die Implikation gilt.
U —>Rudolph ist ein Rentier.

aa.
o/
32




Tableaus

Beweisen Sie mittels eines Tableaus, dass die Formel unerfiillbar ist:

(AVaBVC)AN(C ->D)A=(AAB)A(-DVB)A(=A->C)A(A < D)

S
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Tableaus — Losung

Beweisen Sie mittels eines Tableaus, dass die Formel unerfiillbar ist:
(AV-BVC)AN(C > D)AN-(AANB)AN(=DVB)A(mA->C)N(A < D)

Umwandlung in NNF: Implikationen und Aquivalenzen auflésen:
(AVAaBVC)AN(ACVD)A=-(AANB)A(ADVB)A(=—=AVC)
A((mAVD)A(AV D))

Gesetze von DeMorgan:
(AV-BVC)AN(ACVD)A(mAV-B)A(=DVB)A(==AVC)
A((mAVD)A(AV D))

Doppelte Negationen entfernen:
(AVAaBVC)A(ACVD)AN(=AV-AB)A(ADVB)A(AVC)
A((mAVD)A(AV D))




1 (AVABVC)AN(ACVD)A(RAV-B)A(=DVB)A(AVC) Eingabe
A((mAVD)A(AV =D))

2 AV-aBvVC(C 1: A

3 -CVD

4 —AV B

5 -DVB

6 AvC

7 (=AVD)A(AV =D)

8 —AVD 7: N\

9 AV =D

10 —-D 9:V

11 | -A% 8:V

12 7 —-D% B 5:V

13 | ¢ & —-A%2 | -B% 4: v

14 | ¢ i Z i =C D% 3:V

15 | % & Z & C4 7 6:V

16 | % Z Z 4 & —-A% | D% 4 8:V




Sprichworter

Stellen Sie pradikatenlogische Formeln fiir die folgenden
Sprichworter auf:

Hunde, die bellen, beiRen nicht.

Ohne Fleil? kein Preis.

Es ist noch kein Meister vom Himmel gefallen.
Wer andern eine Grube grabt, fallt selbst hinein.

Zwei Tode kann niemand sterben.




Sprichworter — Losung

Stellen Sie pradikatenlogische Formeln fiir die folgenden Sprichworter auf:

Hunde, die bellen, beilden nicht.
Vh(Hund(h) A Bell(h) - —Beiss(h))

Ohne Fleild kein Preis.
=f = -p

Es ist noch kein Meister vom Himmel gefallen.
—3Ax(Meister(x) A VomHimmel(x))

Wer andern eine Grube grabt, fallt selbst hinein.
Grube(g) A Graebt(x, g) )

vxvg (/\ dy(x = y A Fuer(y, g)) — Faelltin(x, g)
Zwei Tode kann niemand sterben.

—3Ix(Ay3z(Tod(y) ATod(z) Ay # z A Stirbt(x,y) A Stirbt(x, z))))




Pradikatenlogik — Terme und Atome (Mehrfachantworten moglich)
Variablen: {x, y, z}

Funktionen: {a(®), p(0) ¢(0) (1) 4(1) 2(1), +(2) y@n
Pradikate: {Prim™®, =) > ¢ 400

Term Kein
Grundterm
V17

x>y

f(x) +g(x)

&

/[
17mod 2 =0

Prim(x) A Prim(x + 1)
COS2X = COS X
Ax(Prim(x * 2))

a? + b? = ¢?

f(g(a + b))




Pradikatenlogik — Terme und Atome — Losung
Variablen: {x, y, z}
Funktionen: {a(®), p(0) ¢(0) (1) 4(1) 2(1), +(2) y@n
Pradikate: {Prim™®, =) > ¢ 400

Term Kein
Grundterm
V17 X

x>y X X
fx) +g(x)

o

17mod 2 =0 X X
Prim(x) A Prim(x + 1)

COS2X = COS X X X
Ax(Prim(x * 2))

a’ + b? = ¢? X X

f(g(a + b))




Tierwelt

Ubersetzen Sie die

pradikatenlogischen Satze in
natlirliche Sprache und geben Sie
an, ob sie wahr sind :

Vx(Schal(x) — Gestreif t(SchwanZ(x)))
Ix(Banane(x) A -Affe(x))
Vx(Vogel(x) & —(Beine(x) = 4))

Vx(Gegenstinde(x) = 0 - Ay(y # x A
Gegenstande(y) > Gegenstande(x)))

Vx(Affe(x) - (Banane(x) &
—Hut(x)))

Vx(Vogel(x) - Hut(x))
IxVy(Gegenstinde(x) >
Gegenstinde(y))
Vy3dx(Gegenstinde(y) =
Gegenstéinde(x))
Ix3y(Frucht(x) = Frucht(y))

VxVy((y + xg - (Speziesgxg =
gpezies y) v Gegenstande(x) #
egenstande (y?))




Tierwelt — Losung

Ubersetzen Sie die
pradikatenlogischen Satze in
natlirliche Sprache und geben Sie
an, ob sie wahr sind :

Vx(Schal(x) — Gestreif t(Schwanz(x)))
Ix(Banane(x) A -Affe(x))
Vx(Vogel(x) & —(Beine(x) = 4))

Vx(Gegenstinde(x) = 0 - Ay(y # x A
Gegenstande(y) > Gegenstande(x)))

Vx(Affe(x) - (Banane(x) &
—Hut(x)) )

Wer einen Schal tragt, hat einen gestreiften
Schwanz (wahr)

Es gibt ein Tier, das eine Banane hat und kein
Affe ist (wahr)

Alle Tiere sind entweder Vogel oder haben vier
Beine (falsch)

Fir jedes Tier, das keine Gegenstande hat, gibt
es ein Tier, das mehr Gegenstande hat (wahr)

Alle Affen haben entweder eine Banane oder
einen Hut (falsch)




Tierwelt — Losung

Ubersetzen Sie die

pradikatenlogischen Satze in

natlirliche Sprache und geben Sie

an, ob sie wahr sind :

Vx(Vogel(x) - Hut(x))

Elx‘v’y(Ge genstande(x) >
Ge genstéinde(y))

VyEIx(Gegenstéinde(y) =
Ge gensté’mde(x))

Ix3y(Frucht(x) = Frucht(y))
vay((a/ =+ xg — (Spezies
YV

Spezies e
egenstande(y

%e)nstande

¢

)

=+

Alle Vogel tragen einen Hut (wahr)

Es gibt ein Tier, das die meisten
Gegenstande hat (falsch)

Fir alle Tiere gibt es ein anderes Tier, das
gleichviele Gegenstande hat (wahr)

Es gibt zwei Tiere, die die gleiche Frucht
haben (wahr)

Zwei verschiedene Tiere haben entweder
die gleiche Spezies oder eine verschiedene
Anzahl an Gegenstanden (falsch)




Skolemisierung

Wandeln Sie folgende Formeln mittels des in der Vorlesung
vorgestellten Algorithmus in Skolem-Form um:

Ay(=VxP(x,y))
Vx=3y(P(x,y) © =P(y,x))
VzAx(-(3yQ(x,y,2z) AAyQ(z,y,x)))




Skolemisierung — Losung

Wandeln Sie folgende Formeln mittels des in der Vorlesung
vorgestellten Algorithmus in Skolem-Form um:

Ay(=VxP(x,y))
NNF:

dy(Ix—=P(x,y))

Skolemisierung:
Ax—P(x, )
—|P(d, C)




Skolemisierung — Losung

Wandeln Sie folgende Formeln mittels des in der Vorlesung
vorgestellten Algorithmus in Skolem-Form um:

Vx—=3y(P(x,y) & =P(y,x))
NNF:
Vx—=3y((P(x,y) V Py, x)) A (=P(x,y) V ~P(y,x)))
VxVy-((P(x,y) VP, x)) A(=P(x,y) VaP(y,x)))
VxVy (=(P(x,y) VP(y,x)) V(=P(x,y) V-P(y,x)))
VxVy ((=P(x,y) A=P(y,x))V (==P(x,y) A ==P(y,x)))
VxVy ((P(x,y) A=P(y,x)) V (P(x,¥) AP(y,x)))
Skolemisierung:
VxVy (=P(x,y) APy, x)) V (P(x,y) A P(y,%)))

(hat bereits keine Existenzquantoren)

©matthewleadbeater




Skolemisierung — Losung

Wandeln Sie folgende Formeln mittels des in der Vorlesung
vorgestellten Algorithmus in Skolem-Form um:

vz3Ax(~(3yQ(x,y,2) AIyQ(z,y,x)))
NNF:

Vz3ax(—=3yQ(x,y,z) V =3yQ(z,vy,x))
Vzax(Vy—-Q(x,y,z) VVy=Q(z,vy,x))

Skolemisierung:

Vz(Vy-Q(f(2),¥,2) VVy=0Q(2 Y, f(2)))




Skolemisierung mit Miniscoping

Wandeln Sie folgende Formeln mittels des in der Vorlesung
vorgestellten Algorithmus in Skolem-Form mit Miniscoping
um:

—-Vx3y(P(x,x) = P(x,y))
Vx(Fy(P(x,y) AQ(Y)) A3z(Q(2) V =P (x,2)))

Vx—3y(Vz(Q(x,y,z) = =0Q(z,y,x)) A (AzP(z) A
(Q(xr Z, .X') - Q(Z, Z, Z))))




Skolemisierung mit Miniscoping — Losung

Wandeln Sie folgende Formeln mittels des in der Vorlesung
vorgestellten Algorithmus in Skolem-Form mit Miniscoping um:

—Vx3y(P(x,x) > P(x,y))

NNF:

—-Vx3y(=P(x,x) V P(x,y))
dx—=3y(=P(x,x) VP(x,y))
AxVy—-(=P(x,x) V P(x,y))
AxVy (==P(x,x) A =P(x,y))
AxVy(P(x,x) A =P(x,y))

Miniscoping:

Ax (P(x,x) AVy=P(x,y))
Skolemisierung

P(c,c) AVy=P(c,y)




Skolemisierung mit Miniscoping — Losung

Wandeln Sie folgende Formeln mittels des in der Vorlesung
vorgestellten Algorithmus in Skolem-Form mit Miniscoping um:

Vx(@y(P(x,y) AQ(y)) A3z(Q(2) V =P(x,2)))
(Bereits in NNF)

Miniscoping:

Vx(3y(P(x,y) AQ()) A (3zQ(z) V Iz-P(x, 2)))
Vx3y(P(x,y) AQ(y)) ANVx(3zQ(z) V Az—P(x, z))
Vx3dy(P(x,y) AQ(y)) A (3zQ(z) VVx3Iz—-P(x,z))
Skolemform:

Vx(P(x, f(x) AQ(f(x)) AN (3zQ(z) VVxIz—-P(x,z))
Vx(P(x, f(x)) AQ(f(x))) A (Q(c) VVxIz=P(x,2))
Vx(P(x, f(x)) AQ(f(x))) A (Q(c) VVx=P(x,g(x)))




Skolemisierung mit Miniscoping — Losung

Wandeln Sie folgende Formeln mittels des in der Vorlesung vorgestellten Algorithmus in
Skolem-Form mit Miniscoping um:

Vx-3y(Vz(Q(x,¥,2) = =Q(z,y,x)) A3z(P(2) A (Q(x,2,x) = Q(2,2,2))))
NNF:
Va—3y(Vz(=Q(x,y,2) V =Q(2,y,x)) A3z(P(2) A (=Q(x,2,x) V Q(2,2,2))))
VaVy—(Vz(=Q(x,y,2) V =Q(2,y,x)) A3z(P(2) A (=Q(x,2,%) V Q(2, 2, 2))))
VxVy (=Vz(=Q(x, ¥, 2) V =Q(2,¥, X)) V =3z(P(2) A (=Q(x, 2,x) V (2,2, 2))))
VxVy (3z=(=Q(x,y,2) V =Q(2,y, %)) VVz=(P(2) A (=Q(x, 2,x) V (2,2, 2))))
VxVy (3z (==Q(x, y,2) A 7=0Q(2,y, %)) V Vz(=P(2) V ~(=0Q(x, z,x) V Q(z, z, 2))))
VaVy 3z (2=Q(x,y,2) A==Q(2,¥,x)) VVz(=P(2) V (==0Q(x, z,x) A =Q(2,2,2))))
VaVy (3z (Q(x,y,2) AQ(z,y,x)) VVz(=P(2) V (Q(x,2,x) A =Q(z, 2, 2))))




Skolemisierung mit Miniscoping — Losung

Wandeln Sie folgende Formeln mittels des in der Vorlesung
vorgestellten Algorithmus in Skolem-Form mit Miniscoping
um:

Vx—=3y(Vz(Q(x,y,z) - =Q(z,y,x)) AAz(P(z) A
(Q(x,z,x) = Q(z,2,2))))
NNF:
VxVy (3z (Q(x,y,2) AQ(z,y,x)) VVz(=P(z) V (Q(x,z, x)
A _'Q(Zr Z, Z))))
(bereits im Miniscope)
Skolemisierung:

Vaxvy (Q(x,y, f(x,y) AQ(f(x,¥),¥,x)) VVz(—P(2)
V (Q(x,z,x) A=Q(z, 2, 2))))




Unifikatoren

Versuchen Sie, Unifikatoren fiir folgende Paare von Atomen zu
finden, falls moglich:

P(f(x)) und P(f(g(¥)))
P(f(g(x)))und P(g(y¥))
Q(x, f(¥)) und Q(g(y),x)
R(x,y,f(¥)) und R(x, f (2), 2)




Unifikatoren — Losungen

Versuchen Sie, Unifikatoren fiir folgende Paare von Atomen zu finden, falls
moglich:

P(f(x))und P(f (g(¥)))
[x/g9(y)]
P(f(g(x))) und P(g())

Unifikation nicht moglich

Q(x, f(¥)) und Q(g(¥), x)
Variablenumbenennung: Q(x, f(v)) und Q(g(v), w)

[x/g),w/f(y)]
R(x,y,f(¥)) und R(x, f(2), 2)

Unifikation nicht moéglich (nicht unifizierbar aufgrund Anzahl der f)

z.B. mit Algorithmus: [y/f (z )%
R(x, f(2),f(f(2))) und R(x f(2),z)
[z/f (f(2)) (scheitert an Occurs-Check)




Romeo und Julia

In Verona gelten seit jeher folgende Regeln:
Familie Montague ist mit den Capulets verfeindet.
Familie Capulet ist mit den Montagues verfeindet.
Seine Feinde liebt man nicht.

Nun tragt sich allerdings folgendes zu:
Romeo gehort zur Familie Montague.
Julia gehort zur Familie Capulet.

Romeo und Julia lieben sich.

Stellen Sie pradikatenlogische Formeln fiir Regeln und Fakten auf
auf. Zeigen Sie mittels pradikatenlogischer Resolution, dass Regeln _ 7
und Fakten nicht widerspruchsfrei sind. ek




Romeo und Julia — Losung

Regeln:

1. Familie Montague ist mit den Capulets verfeindet.
VxVy(M(x) A C(y) — Feind(x,y))

/. Familie Capulet ist mit den Montagues verfeindet.
VxVy(C(x) AM(y) —» Feind(x,y))

3. Seine Feinde liebt man nicht.
VxVy(Feind(x,y) — —Liebt(x,y))

Fakten:

a. Romeo gehort zur Familie Montague.
M(r)

0. Julia gehort zur Familie Capulet.
40))

C. Romeo und Julia lieben sich.
Liebt(r,j) A Liebt(j, 1)
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Romeo und Julia — Losung

Widersruchfreiheit: Aus1 A2 A3 AaAbAc kann kein
Widerspruch abgeleitet werden. Also, Anwendung des
Resolutionsverfahrens, um die leere Klausel abzuleiten.

NNF:
VxVy(=M(x) V =C(y) V Feind(x,y)) A
VxVy(=C(x) VaM(y) Vv Feind(x,y)) A
VxVy(—=Feind(x,y) V =Liebt(x,y)) A
M(r) A
C(j) A

Liebt(r,j) A Liebt(j, 1) ‘ 0 0. UMF%’
HCZY AU =N

Bereits in Skolemform (keine Existenzquantoren). ©




Romeo und Julia — Losung

Allquantoren entfernen, Variablen umbenennen:
(=M (x) VaC(y) V Feind(x,y)) A

(=C(u) VM)V Feind(u,v)) A
(=Feind(w, z) V =Liebt(w, z)) A

M(r) A

C()A

Liebt(r,j) A Liebt(j, )

ereits in KNF ©. ©

> S O T N

ULIET
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Romeo und Julia — Losung

Klauselmenge:

{=M(x), =C(y), Feind(x,y)},
{=C(u), =M (v), Feind(u,v)},
{—Feind(w, z), - Liebt(w, z)},
{M(r)},
€U}
{Liebt(r,j)},
{Liebt(j,r)}
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Romeo und Julia — Losung

Ableitung der leeren Klausel:

{M(r)} {=M(x), ~C(y), Feind(x,y)}
[x/7]
()} {(=C(y), Feind(r,y)}
lv/Jl
{=Feind(w, z), —Liebt(w,z)} {Feind(r,j)}
w/r,z/j]

Regeln und Fakten sind nicht

{Liebt(r,j)} {ﬂLiebt(T,j)} widerspruchsfrei. Romeos und
Julias Liebe verstof3t gegen die
gesellschaftlichen Regeln.
(Die Resolution funktioniert

O auch analog uber Julias Liebe zu
Romeo.)
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Piratenschatz

Sie sind auf der Suche nach einem alten Piratenschatz. Folgendes steht fest:
Der Schatz ist auf einer der vier Inseln Grenada, Barbados, St. Lucia, oder Martinique vergraben.

Martinique ist nordlich von St. Lucia.

St. Lucia ist nordlich von Barbados.

Barbados ist nérdlich von Grenada.

Wenn A noérdlich von B und B nordlich von C, dann ist A auch nordlich von C.
Wenn A nordlich von B ist, dann ist B stidlich von A.

Keine Insel ist nérdlich oder stdlich von sich selbst.

Inseln sind entweder steinig oder sandig.

Inseln sudlich von St. Lucia sind steinig.

Inseln nordlich von Barbados sind sandig.

In steinigen Boden kann man keinen Schatz vergraben.

Die Schatzinsel ist sidlich von Martinique.

Finden Sie den Piratenschatz. Stellen Sie pradikatenlogische Formeln fiir alle Fakten auf. Stellen sie eine
Hypothese auf, welches die Schatzinsel ist und beweisen Sie ihre Hypothese mit pradikatenlogischer Resolution.




Piratenschatz — Losung

Sie sind auf der Suche nach einem alten Piratenschatz. Folgendes steht fest:
Der Schatz ist auf einer der vier Inseln Grenada, Barbados, St. Lucia, oder Martinique

vergraben.
Sch(g) vV Sch(b) V Sch(l) v Sch(m)

Martinique ist nérdlich von St. Lucia.

N(m, )
St. Lucia ist nordlich von Barbados.

N(l,b)
Barbados ist nordlich von Grenada.

N(b, g)

Wenn A nordlich von B und B nordlich von C, dann ist A auch nérdlich von C.
VxVyVz(N(x,y) ANN(y,z) - N(x,2z))

Wenn A nordlich von B ist, dann ist B stidlich von A.
VxVy(N(x,y) = S(y,x))




Piratenschatz — Losung

Sie sind auf der Suche nach einem alten Piratenschatz. Folgendes steht fest:

Keine Insel ist nordlich oder stidlich von sich selbst.
Vx (=N (x,x) A =S(x, x))

Inseln sind entweder steinig oder sandig.
Vx(Sa%x) o =S5t(x))

Inseln sudlich von St. Lucia sind steinig.
Vx(S(x,1) - St(x))

Inseln noérdlich von Barbados sind sandig.
Vx(N(x,b) — Sa(x))

In steinigen Boden kann man keinen Schatz vergraben.
Vx(St(x) = =Sch(x))

Die Schatzinsel ist stidlich von Martinique.
Vx(Sch(x) - S(x,m))

Hypothese: Der Schatz ist auf St. Lucia.

Sch(l)




Piratenschatz — Losung

Formel flir die Resolution:

Sch(g) vV Sch(b) V Sch(l) vV Sch(m) AN(m,l) AN(L,b) AN(b,g) ANVxVyVz(N(x,y)
AN(y,z) - N(x,z)) AVxVy(N(x,y) = S(y,x)) AVX(=N(x,x) A =S(x,x)) AVx(Sa(x)
o aSt(x)) AVx(S(x, 1) - St(x)) AVx(N(x,b) = Sa(x)) AVx(St(x)

— aSch(x)) AVx(Sch(x) = S(x,m)) A =Sch(l)




Piratenschatz — Losung

NNF:
Sch(g) vV Sch(b) V Sch(l) Vv Sch(m) AN(m,l) AN(L,b) AN(b,g) ANVxVyVz(=N(x,y)
VaN(y,z) VN(x,z)) AVxVy(=N(x,y) VS(y,x)) AVx(=N(x,x) A =S(x, x))
AVx((Sa(x) VSt(x)) A (=Sa(x) vV -aSt(x))) AVx(=S(x, 1) v St(x)) AVx(=N(x, b)
VSa(x)) AVx(=St(x) V aSch(x)) AVx(=Sch(x) v S(x,m)) A =Sch(l)




Piratenschatz — Losung

Miniscoping: (bereits skolemisiert)
Sch(g) vV Sch(b) V Sch(l) Vv Sch(m) AN(m,l) AN(L,b) AN(b,g) ANVxVyVz(=N(x,y)
VAaN(y,z) VN(x,z)) AVxVy(=N(x,y) VS(y,x)) AVx=N(x,x) AVx—S(x, x)
AVx((Sa(x) VSt(x)) A (=Sa(x) vV -aSt(x))) AVx(=S(x, 1) v St(x)) AVx(=N(x, b)
VSa(x)) AVx(=St(x) V aSch(x)) AVx(=Sch(x) v S(x,m)) A =Sch(l)




Piratenschatz — Losung

Variablen umbenennen und Allquantoren weglassen:
Sch(g) vV Sch(b) V Sch(l) vV Sch(m) AN(m,l) AN(l,b) AN(b,g) A=N(x,y) V-aN(y, z)
VN(x,z) A -N(w,w)VSw,v) A=N(c,c) A=S(d,d) ASa(u) v St(u) A =Sa(h)

VaSt(h) A=S(, 1) vSt(i) A=N(,b) vV Sa(j) A =St(k) Vv =Sch(k) A =Sch(q) v S(q, m)
N _ISCh(l)




Piratenschatz — Losung

Klauselmenge (bereits in KNF):
{{Sch(g),Sch(b),Sch(l),Sch(m)},
{N(m, D)},

{N(,b)},

{N(b,9)},

{—lN(X, y)r —IN(Y; Z), N(X, Z)};
{=N(v,w),S(w,v)},
{—IN(C, C)};

{—IS(d, d)};

{Sa(u), St(u)},
{—lSa(h), —|St(h)},
{=S(,0),St(i)},
{=N(j,b),Sa(j)},
{—|St(k), _ISCh(k)},
{~Sch(q),S(q,m)},
{_ISCh(l)}}




Piratenschatz — Losung

Grundidee: Alle vier Inseln ausschliefen, um aus
{Sch(g),Sch(b),Sch(l),Sch(m)} die leere Klausel abzuleiten.

{=Sch(q), S(q,m)} {(=S(d, d)}
S~ _—Ta/mam
{aSch(m)}

Martinique ist nicht stdlich von
sich selbst, aber der Schatz muss
sudlich von Martinique sein.
Ergo ist der Schatz nicht auf
Martinigue vergraben.




Piratenschatz — Losung

{N(,b)} {=N(,w),S(w,v)}

N T

{S(h, D} {=5@G,0D,St@)}

N

{st(b)} {=St(k),=Sch(k)}

O\ A

{=Sch(b)}

Barbados ist sudlich von St.
Lucia, also ist Barbados steinig.
Wenn Barbados steinig ist, kann
der Schatz dort nicht vergraben
sein.




Piratenschatz — Losung

{N(, D)} {=N(x,y),~N(y,z), N(x,z)}

\ M y/b]

{N(b, g)} {; _'N(b) Z)) N(lr Z)}

N

{N(l, g)} {—IN(U, W)r S(W, v)}

Grenada ist sudlich von St. Lucia
\‘/[U/l: w/g] (was wir Uber Barbados zeigen

. ) mussen), also ist Grenada steinig.
{S(g, D} (=8 D, St()} Wenn Grenada steinig ist, kann

_ der Schatz dort nicht vergraben
[i/g] sein.

{St(g)} {=St(k),=Sch(k)}

O\ Ao

{—Sch(g)}




Piratenschatz — Losung

e

(Sch(g), Sch(b), Sch(D), Sch(m)}  {=Sch(m)}
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(Sch(g), Sch(b),Sch(D)}  {=Sch(b)}
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Sch(g), Sch(D)} {~Sch(g)}

~_

{Sch(D} {=Sch(D}

N

O

Mittels der Klauseln, die wir auf
den vorigen Folien abgeleitet
haben und der negierten
Konklusion =Sch(l) kénnen wir
nun die leere Klausel ableiten.
Die Formel ist unerfullbar, die
Konklusion gilt also:

Der Schatz ist auf St. Lucia
vergraben.




Maus und Elefant

Folgende Fakten sind bekannt:
Mause wohnen in Mauseléchern.
Wer in einem Mausloch wohnt, ist klein.
Wer klein ist, ist nicht groR.

Elefanten sind groR.

Stellen Sie pradikatenlogische Formeln fiir alle Fakten auf und zeigen Sie
mittels eines Tableaus, dass eine Maus kein Elefant ist.




Maus und Elefant — Losung

Folgende Fakten sind bekannt:

Mause wohnen in Mauselochern.
Vx(Maus(x) = Loch(x))

Wer in einem Mausloch wohnt, ist klein.
Vx(Loch(x) = Klein(x))

Wer klein ist, ist nicht groR.
Vx(Klein(x) » —Grofd(x))

Elefanten sind groRs.
Vx(Elefant(x) — Grof3(x))

Eine Maus ist kein Elefant:
Vx(Maus(x) —» —Elefant(x))




Maus und Elefant — Losung

Vx(Maus(x) = Loch(x)) AVx(Loch(x) = Klein(x)) AVx(Klein(x)
— =Grofd(x)) AVx(Elefant(x) = Grofd(x)) A =Vx(Maus(x)
— = Elefant(x))

NNF
Vx(=Maus(x) V Loch(x)) AVx(=Loch(x) V Klein(x)) A Vx(—=Klein(x)
V =Grofd(x)) AVx(=Elefant(x) V Grofd(x)) A =Vx(—=Maus(x)
V =Elefant(x))
Vx(=Maus(x) V Loch(x)) AVx(=Loch(x) V Klein(x)) A Vx(=Klein(x)
V =Grofd(x)) AVx(=Elefant(x) V Grofd(x)) A Ax—(=Maus(x)
V —Elefant(x))
Vx(=Maus(x) V Loch(x)) AVx(=Loch(x) V Klein(x)) A Vx(—=Klein(x)
V =Grofd(x)) AVx(=Elefant(x) V Grofd(x)) A Ax(——-Maus(x)
A ——Elefant(x))
Vx(—=Maus(x) V Loch(x)) AVx(—=Loch(x) V Klein(x)) AVx(—=Klein(x)
V =Grofd(x)) AVx(=Elefant(x) V Grofd(x)) A Ix(Maus(x) A Elefant(x))




Maus und Elefant — Losung

=

Vx(—=Maus(x) V Loch(x)) AVx(—Loch(x) V Klein(x)) A Vx(—=Klein(x)
V =Grofd(x)) AVx(—Elefant(x) V Grofd(x)) Adx(Maus(x) A Elefant(x))

Eingabe

Vx(—=Maus(x) V Loch(x))

1: A

Vx(—Loch(x) V Klein(x))

Vx(=Klein(x) V =Grofd(x))

Vx(—Elefant(x) V Grofd(x))

Ax(Maus(x) A Elefant(x))

Maus (k) A Elefant(k)

6:3(x/k)

Maus (k)

7: N\

ORI N[O Ln | DI W[N

Elefant(k)




Maus und Elefant — Losung

10 —Elefant(k) v Grof3(k) 5:V(x/k)
11 —Elefant(k) 29 Grofs(k) 10: vV
12 Z —Maus(k) V Loch(k) 2:V(x/k)
13 Z —Maus(k) 28 Loch(k) 12: V
14 Z Z —Loch(k) Vv Klein(k) 3:V(x/k)
15 Z Z —Loch(k) 212 Klein(k) 14: V
16 Z Z Z —Klein(k) v ~GrofR(k) 4:v(x/k)
17 Z Z Z —Klein(k) 215 | =Grof3(k) 211 16: V

Jedes Spalte des Tableaus enthalt einen Clash, also ist die Formel in Zeile 1 unerfillbar. Die Konklusion
Vx(Maus(x) - —Elefant(x)) gilt also unter den Pramissen (unsere vier Fakten).

Ergo: Eine Maus ist kein Elefant.




[t/d]
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