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1. Schwingungen

1.1. Differentialgleichung

Harmonische Schwingungen kann man als Projektion einer gleichférmigen Kreis-
bewegung betrachten. Hierbei bildet man den Phasenwinkel auf der x-Achse (Abszisse) ab,
sowie die Projektion des Zeigers auf die y-Achse (Ordinate) als Auslenkung (Elongation) y(t).
Der Scheitelpunkt der periodischen Funktion beschreibt die maximale Auslenkung der
Schwingung, die Amplitude y. Bei einer gleichférmigen Kreisbewegung ist der Phasenwinkel ¢
eine lineare Funktion der Zeit.

d=wt+ do (1.1)

y
N
N g /)
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Hierbei stellt w die Kreisfrequenz der Schwingung dar, und ¢o den Phasenwinkel zum
Zeitpunkt t = 0. Die Kreisfrequenz ergibt sich aus der Periodendauer T, in der eine Umdrehung
durchlaufen wird, bzw. aus der Frequenz f der Schwingung.

Bild 1.1 Harmonische Schwingung

w=2mn/T=2mnf (1.2)

Die Auslenkung in Abhé&ngigkeit der Zeit lasst sich als harmonische Schwingung in
folgender Weise beschreiben:

y(t) = ¥ sin (¢) =¥ sin (w t + do) (1.3)

Diese Gleichung beschreibt die Vertikalkomponente der Kreisbewegung des Zeigers in
Abbildung 1.1. Die Vertikalkomponente pendelt auf der y-Achse des Kreises zwischen den
Werten +1 und -1. Dabei ist die Geschwindigkeit der Vertikalkomponente nicht konstant. Die
oberen und unteren Scheitelpunkten sind Umkehrpunkte, hier kommt die Auslenkung zum
Stillstand. Bei den Nulldurchgangen ist die Geschwindigkeit jeweils maximal, jedoch mit
unterschiedlicher Richtung (abwérts bzw. aufwérts). Die Geschwindigkeit der Auslenkung y(t)
lasst sich durch Differenzieren nach der Zeit errechnen.

v(t) =y(t) =y w sin (0 t + Po+ TV2) =y wcos (wt+ do) (1.4)

Die Schreibweise y bedeutet hierbei die Differenzierung d/dt nach der Zeit. Es zeigt sich,
dass die Geschwindigkeit der Pendelbewegung der Auslenkung um eine Viertelperiode (1v/2)

S. Rupp, 2013 T2ELA2001.1, T2ELN2001.1 4
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voraus lauft. Erneutes Differenzieren nach der Zeit ergibt die Beschleunigung der Pendel-
bewegung des Zeigers auf der y- Achse.

at) =y(t) =y w2sin (Wt + o+ 1) =-yw?2sin (wt+ o) (1.5)

Die Beschleunigung der Pendelbewegung ist gegeniiber der Auslenkung eine halbe
Periode (m) versetzt, folgt also der Auslenkung mit umgekehrten Vorzeichen. Im Punkt der
maximalen Auslenkung ist auch die Beschleunigung maximal: im unteren Umkehrpunkt wird
maximal nach oben beschleunigt, im oberen Umkehrpunkt maximal nach unten. In den
Nulldurchgéngen gibt es keine Beschleunigung.

Die zur Auslenkung umgekehrt gepolte Beschleunigung ist charakteristisch fur
Schwingungen. Physikalisch Iasst sich eine solche Beschleunigung durch eine Ruckstellkraft
erzeugen, beispielsweise bei einem Pendel durch eine Feder mit Ruhepunkt im Nulldurchgang.
In diesem Fall findet ein periodischer Wechsel zwischen potentieller Energie (maximal in den
Endpunkten) und kinetischer Energie (maximal in den Nulldurchgédngen) statt. Far
elektromagnetische Schwingungen gilt der gleiche Zusammenhang flr die Beschleunigung von
Ladungen in einem Leiter. Die Energie pendelt hier zwischen elektrischem Feld (Endpunkte)
und magnetischem Feld (Nulldurchgénge).

Schwingungen lassen sich als Differentialgleichung folgendermassen beschreiben:
y(t) + we? y(t) =0 (1.6)

Hierbei ist wo = 2mt /T die Eigenfrequenz der Schwingung. Wie die Betrachtung gezeigt
hat, erflllen die periodische Funktionen wie in Gleichung (1.3) diese Bedingung. Gleichung
(1.3) ist somit eine Lésung der Differentialgleichung (1.6).

Gleichung (1.6) beschreibt eine ungedéampfte Schwingung. Reale Schwingungen
verlieren Energie und kommen ohne Energiezufuhr irgendwann zum Stillstand. Gedampfte
Schwingungen werden durch folgende Differentialgleichung beschrieben:

V() + 20 y(t) + w2 y(t) =0 (1.7)
Im Unterschied zum unbedadmpften Fall findet sich jetzt ein geschwindigkeits-
proportionaler Anteil, der eine Reibung oder einen Widerstand zum Ausdruck bringt. Die

Konstante © wird als Abklingkoeffizient bezeichnet. Die Gleichung der geddmpften Schwingung
wird durch Funktionen folgenden Typs geldst:

y(t) = Yo €3t sin(d) = Yo €3t sin(wdt + Po) (1.8)

Zusatzlich zum periodischen Anteil sin(¢) enthéalt diese Funktion einen mit der Zeit
exponentiell abklingenden Anteil et. Die Frequenz der Schwingung ist ebenfalls gedampft. Die
Kreisfrequenz der gedédmpften Schwingung in Gleichung (1.8) mit w4 bezeichnet (Eigenfrequenz
der gedampften Schwingung). Die Frequenz der ungedampften Schwingung (Eigenfrequenz
der ungedampften Schwingung) und ist mit wo bezeichnet.

Zwischen diesen beiden GrdBen besteht als Voraussetzung fir die Ldsung der
Differentialgleichung (1.7) folgender Zusammenhang:

W2 = W2 - B2 (1.9)
Die Schwingungsdauer betragt folglich
Ta=2r/ w4 =21/V (we? - 82) (1.10)

S. Rupp, 2013 T2ELA2001.1, T2ELN2001.1 5
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Bild 1.2 Geddmpfte Schwingung

Die gedampfte Schwingung gemaB Gleichung (1.7) umfasst als Verallgemeinerung von
Gleichung (1.3) den ungedampften Fall, wenn der Abklingkoeffizient =0 ist. Ein weiterer
spezieller Fall ist der aperiodische Grenzfall, der sich ergibt, wenn &=wo ist. Abhé&ngig vom
Startwert y(0), also vom Phasenwinkel ¢o gem&B Gleichung (1.8), kehrt das System nach
einmaliger Auslenkung ohne periodische Schwingung in die Ruhelage zuriick.

Der Begriff ,Eigenfrequenz® soll auf die durch den ungeddmpften bzw, gedampften
Schwingkreis gegebene Frequenz hinweisen, im Unterschied zur Erregung von Schwingungen
durch &uBere Einflisse (erzwungene Schwingungen). Die Eigenfrequenz kennzeichnet den
Resonanzbereich des Schwingkreises.

1.2. Mechanische Schwingungen

Im mechanischen Fall lassen sich Schwingungen beispielsweise an einem Federpendel
beobachten, wir in Abbildung 1.3 dargestellt. Die Federkonstante k beschreibt die Kraft, die fur
eine Auslenkung der Feder erforderlich ist und wird demzufolge in Newton pro Meter gemessen.
Um die Masse m zu bewegen ist nach dem Grundgesetz der Dynamik eine Kraft erforderlich,

die proportional zur Masse, sowie zur Beschleunigung der Masse ist: F = m a. Diese Kraft misst
sich mit der Kraft zur Auslenkung der Feder um die Entfernung y.

ma=-yk (1.11)

Die Beschleunigung wirkt hierbei entgegen der Auslenkung. Durch Umformung und

Einsetzen der zweiten Ableitung des Weges y(t) fur die Beschleunigung a(t) = y(t) erhalt man
die Differentialgleichung der Schwingung.

S. Rupp, 2013 T2ELA2001.1, T2ELN2001.1 6
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Ein Vergleich mit Gleichung (1.6) zeigt, dass der Fakior k/m das Quadrat der
Eigenfrequenz des Federpendels beschreibt, k/m = we?, (wobei w = wo, da im ungedédmpften
Fall das Pendel mit der Eigenfrequenz des ungedampften Schwingkreises schwingt). Das
Verhéltnis von Federkraft zur Masse bestimmt die Eigenfrequenz der Schwingung.

Bild 1.3 Federpendel

Die Energie des ungedampft schwingenden Systems ist konstant. Die Energie ergibt sich
aus der Kombination von kinetischer Energie und potentieller Energie. In den Nulldurchgéngen
ist das Pendel am schnellsten, hat also die gréBte kinetische Energie. Da die Nulldurchgénge
dem Ruhepunkt der Feder entsprechen, ist hier die potentielle Energie gleich Null. An den
Umkehrpunkten ist die Auslenkung am gréBten und somit die potentielle Energie maximal. Da
an den Umkehrpunkten die Geschwindigkeit des Pendels Null ist, ist die kinetische Energie hier
ebenfalls gleich Null.

GemaB Definition der potentiellen Energie E, und der kinetischen Energie Ex ergibt sich
folgender Zusammenhang.

E=Ep+Ex= 1/2ky2 +1/2mv2 (1.13)

Durch Einsetzen der Auslenkung y = ¥ sin (wt + ®o), (siehe Gleichung (1.3)), sowie der
Geschwindigkeit v = § w sin (ot + ¢o + T/2) (siehe Gleichung (1.4)) ergibt sich insgesamt fur die
Energie des Systems:

E =1/2 k y2sin2(wt + ¢o) + 1/2 m y2 w2 sinZ(wt + do + TV/2) (1.14)

Durch Einsetzen von m w2 = k ergeben sich fur beide Anteile der Energie gleiche
Amplituden der GréBe E = 1/2 k y2. Fir den Verlauf beider Energieanteile ergibt sich das
folgende Diagramm.

S. Rupp, 2013 T2ELA2001.1, T2ELN2001.1 7
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Bild 1.4 potentielle Energie und kinetische Energie

Ubung 1.1: Weise nach, dass die Summe aus kinetischen Energie und potentieller Energie
konstant ist. Wie groB ist die Gesamtenergie? Wie groB sind die Mittelwerte der jeweiligen

Energieanteile? In welcher physikalischen Einheit wird die Energie dargestellt?

1.3. Elektrische Schwingungen

In einem elektrischen Schwingkreis befindet sich eine Kapazitét C und eine Induktivitat L.
Zur initialen Auslenkung wird die Kapazitat mit der Ladungsmenge Q geladen. Die schwingende
GroBe ist die Ladung mit dem Augenblickswert q(t).

UL

Bild 1.5 elektrischer Schwingkreis

S. Rupp, 2013
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Zu jedem Zeitpunkt missen die Spannungen Uber der Kapazitdt und der Induktivitat
Ubereinstimmen, d.h. uL + uc = 0. Durch Einsetzen von uc = q(t)/C und uL = L di/dt = L g (1)
ergibt sich die Differentialgleichung der Schwingung.

g ®+(/LC)qt)=0 (1.15)

Durch Vergleich mit der Differentialgleichung (1.6) ergibt sich die Eigenfrequenz der
Schwingung zu

wo? = 1/ LC (1.16)

Fir die Periodendauer der Schwingung erhélt man somit T = 2rt/ wo = 2n/ vV LC. Eine
Lésung der Differentialgleichung (1.15) ist die Funktion

qt) =q” sin (wt + do) (1.17)

Durch Division der Gleichung (1.17) durch die Kapazitat C ergibt sich die Spannung u(t).
Durch Differenzieren von Gleichung (1.17) nach der Zeit erhalt man den Strom i(t).

u(t) = G sin (ot + o) (1.18)
i(t) =g~ w sin (wt + ¢o+ 1/2) =1 cos (wt + ¢o) (1.19)

T — 1T N

Bild 1.6 Verlauf von Strom und Spannung

Das Pendeln der Ladung im Schwingkreis fiihrt zum wechselweisen Aufbau eines
elektrischen Feldes in der Kapazitat und eines magnetischen Feldes in der Induktivitat. Strom
und Spannung schwingen mit 90° phasenversetzt. Die Spannung folgt der Ladung und folgt
somit in Analogie zum mechanischen Pendel der Auslenkung y(t). Der Strom als zeitliche
Ableitung folgt der Geschwindigkeit der Ladung und somit in Analogie zum mechanischen
Pendel der Geschwindigkeit v(t) als zeitliche Ableitung der Auslenkung.

Laut Definition gilt fur die elektrische Energie und fir die magnetische Energie

Ec=1/2C u2 (1.20)

S. Rupp, 2013 T2ELA2001.1, T2ELN2001.1 9
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EL=1/2L12 (1.21)

Durch Einsetzen der Spannung u(t) und des Stromes i(t) gemaB Gleichungen (1.18) und
(1.19) erhalt man fir die elektrische und magnetische Energie ahnliche Verhéltnisse wie bei der
mechanischen Schwingung zwischen potentieller Energie und kinetischer Energie. Die gesamte
Energie im Sinne der Summe der elektrischen und magnetischen Energie ist konstant. Die
Energie pendelt zwischen beiden Formen: im Spannungsmaximum ist die elekirische Energie
maximal und keine magnetische Energie vorhanden, im Strommaximum ist das magnetische
Feld maximal und kein elektrisches Feld vorhanden.

Ubung 1.2: Berechne durch Einsetzen von (1.18) und (1.19) in Gleichungen (1.20) und (1.21)
die gesamte Energie des Schwingkreises. Zeige, dass die Summe einen konstanten Wert
ergibt. Berechne den Anteil der elektrischen Energie. Hinweis: Verwende Gleichung (1.16) und
die Beziehung u = g/C. In welchen physikalischen Einheiten werden elektrische und
magnetische Energie wiedergegeben?

Enthalt der Schwingkreis einen elektrischen Widerstand R, so ergibt sich eine gedampfte
Schwingung. Die Differentialgleichung erhdlt man gemaB der Maschenregel aus der Summe
der Spannungen uL + Ur + Uc = 0, wobei sich fir die Spannung ur die Beziehungur=Ri=Rq’
verwenden lasst. Man erhdlt die Differentialgleichung

ag®m+RLgMt)+(1/LC)qt)=0 (1.21)

Ubung 1.3: Berechne mit Hilfe der Beziehungen aus Abschnitt 1.1 den Abklingkoeffizienten des
gedampften Schwingkreises, die Eigenfrequenz des ungedadmpften Schwingkreises, sowie die
Periodendauer der Schwingung. Unter welchen Bedingungen ergibt sich der aperiodische
Grenzfall?

1.4. Phasorenschreibweise

Fir harmonische periodische Funktionen ldsst sich der Schreibaufwand durch eine
Schreibweise vereinfachen, die Amplitude und Phase als Zeiger (engl. Phasor) darstellt. Die
komplexe Funktion z(t) I&sst sich beschreiben als

Z() =260 =2ei+oy) =2 g% e ot (1.22)

Hierbei wurde der Phasenwinkel ¢ = w t + ¢o wiederum als lineare Funktion der Zeit
angesetzt. Die komplexe GroBe z = Z e i% wird als Phasor bezeichnet. Die komplexe Funktion
z(t) hat die Amplitude 2, sowie den Ausdruck e i®, der einen Zeiger der Lange 1 in der
komplexen Ebene darstellt, wie die folgende Abbildung zeigt. Hierbei gilt

eiv=cos () +jsin(P) (1.23)

Demzufolge lasst sich z(t) durch eine reale und eine imagindre Komponente beschreiben.
Die reale Zeitfunktion x(t) erhalt man aus dem Realteil von z(t).

z(ty=2cos(d)+jzsin(d)= 2cos (wt+ do) +]j2sin(wt + ¢o) (1.24)
x(t) = Re{z(t) } =z cos (wt + Po) (1.25)

Diese Darstellung entspricht nun wieder der urspringlich gewéhlten Darstellung in
Abschnitt 1.1, siehe Gleichung (1.3). Der Konvention folgend, den Realteil auf die x-Achse zu

S. Rupp, 2013 T2ELA2001.1, T2ELN2001.1 10
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projizieren, wurde in Gleichung (1.25) fur die reelle Zeitfunktion die Projektion x(t) = Z cos (wt +
®o) verwendet, statt y(t)= ¥ sin (ot + ¢o) in Gleichung (1.3). Beide Darstellungen sind véllig
aquivalent, da cos() und sin() durch einen Unterschied von 2 im Nullphasenwinkel aus
einander hervorgehen (¢'o = ¢o + TV/2).

Iy x = Re {Z(0)}

y=Im{z(o) | 2 / \ /Z \

x = Re {z(¢)} - TR=n

| AT

Bild 1.7 Zeigerdarstellung

Der Vorteil der Phasorenschreibweise besteht darin, dass sich fiir Differentialgleichungen
die Kreisbewegung des Zeigers durch einen Faktor et als invariante GréBe mitfuhren lasst.
Abgesehen von dieser Kreisbewegung ist die betrachtete GréBe h als Zeiger nach Betrag und
Phase dargestellt: z = Z ei%. Ableitungen nach der Zeit fihren zu Faktoren jw, die sich in
gewohnter Form fur komplexwertige Netzelemente verwenden lassen (Ableitung d/dt ei*t = jw
eiet). Die Differentialgleichung (1.7) lautet in Phasorenschreibweise wie folgt.

Z°()+20 2’ (t) + wo2 z(t) =0 (1.26)
Die Gleichung wird in Phasorenschreibweise durch Funktionen folgenden Typs geldst:

zZ(t) = zedteilt+d) =2 givgedte vt =2 givge (w-3)t (1.27)
Fur die erste und zweite Ableitung erhélt man somit:

Z'(t) = (jw - ) z(t) (1.28)

z7(t) = (jw - 8)2 z(t) (1.29)

Durch Einsetzen von (1.28) und (1.29) in die Differentialgleichung (1.26) erhalt man den
bereits in (1.9) genannten Zusammenhang zwischen der Eigenfrequenz w des gedampften
Schwingkreises, dem Abklingkoeffizienten & und der Eigenfrequenz wo der ungedéampften
Schwingung.

W2 = g2 - B2 (1.30)

Ubung 1.4: Weise die Beziehung (1.30) durch Einsetzen von (1.28) und (1.29) in die
Differentialgleichung (1.26) nach.

S. Rupp, 2013 T2ELA2001.1, T2ELN2001.1 11
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Der Anschaulichkeit halber sei die Differentialgleichung des gedampften elektrischen
Schwingkreis nochmals im Zeitbereich sowie in Phasorenschreibweise berechnet. Anwendung
der Maschenregel ergibt die Differentialgleichung im Zeitbereich bzw. in Phasorenschreibweise,
wie in der Tabelle unten aufgefiihrt. Die Spannung uc an der Kapazitét Iasst sich aus dem Strom
bestimmen und fuhrt zu einer weiteren Gleichung.

uL uc

Bild 1.6 geddmpfter Schwingkreis

Beide Gleichungen lassen sich zu einer Gleichung zusammenfihren. Bei der
Differentialgleichung im Zeitbereich erfolgt dies durch erneutes Differenzieren nach der Zeit,
einsetzen von duc/dt und Erweiterung mit C zur Ubersichtlicheren Darstellung. In Phasoren-
schreibweise kann Uc direkt eingesetzt werden, die erneute Differenzierung erfolgt implizit
durch Erweiterung mit jwC.

Differentialgleichung Phasorenschreibweise
(1)Ldi/dt + Ri + uc=0 (1) joLl +RI1 + Uc=0
(2) i = C duc/dt (2) 1 =jwC Uc
LC d2i/dtz + RCdi/dt + i=0 (jw)2LC1l + jwRCI +1 =0
2. Wellen

Unter Wellen versteht man sich ortlich ausbreitende Bewegungen. In der mathe-
matischen Beschreibung ergibt sich dadurch eine 6rtliche Komponente in einen geeigneten
Koordinatensystem. In ihrer Ausbreitungsrichtung bewegt sich die Welle in einem homogenen
Medium mit konstanter Geschwindigkeit fort.

Die folgende Abbildung zeigt das Prinzip. Das Koordinatensystem y ruht im Ursprung O.
Ein Koordinatensystem y" bewegt sich mit der Welle mit gleichférmiger Geschwindigkeit v in
Richtung der x-Achse und legt dabei die Entfernung x = v t zuriick.

Bezogen auf das sich mitbewegendes Koordinatensystem y'mit Ursprung O” kann die
Wellenfunktion beschrieben werden durch y'= y’(x), wobei y’(x) den ortlichen Verlauf der
Wellenfunktion beschreibt. Bezogen auf das ruhende Koordinatensystem y kann die
Wellenfunktion beschrieben werden durch y = y(x - vt).

S. Rupp, 2013 T2ELA2001.1, T2ELN2001.1 12
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Die Wellenfunktion hangt somit vom Ort x und von der Zeit t ab: y = y (x, t). Eine nach
rechts laufende Welle l&sst sich im gezeigten Beispiel durch die Beziehung y =y (x - vt)
beschreiben, eine nach links laufende Welle durch die Beziehungy =y (x + vt).
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Bild 1.7 Wellenfunktion

Als Wellenfunktionen kommen natlrlich auch harmonische Schwingungen in Frage.
Wahrend bei einer reinen Schwingung wie beispielsweise beim in Abschnitt 1.2 beschriebenen
mechanischen Schwingung sich die Masse nur aufwérts oder abwérts y-Achse pendelt, kommt
bei einer Welle eine zuséatzliche Ausbreitung in einer weiteren Raumrichtung, wie beispielsweise
der x-Achse hinzu. Die Gleichungen erhalten einen zuséatzlichen ortsabhangigen Teil in
Ausbreitungsrichtung.

Im mechanischen Beispiel kénnte man hierfir das Federpendel zu einer Reihe
gekoppelter Pendel erweitern und erhélt somit ein Muster fir eine transversale Welle bzw.
Querwelle (die Massen schwingen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der Welle). Sinngemaf
ware ein zum Hertzschen Dipol aufgebogener Schwingkreis ein Erzeuger fir eine transversale
elektromagnetische Welle: Die Ladungen schwingen in Richtung der Dipolachse, die radiale
Welle breitet sich senkrecht zur Dipolachse aus.

2.1. Wellengleichung
Die Wellengleichung ist eine partielle Differentialgleichung der Form
L& _y
ox 62 8Z2 - (2.1)
Die y-Achse gibt hierbei die Richtung der Auslenkung bzw. Schwingungsrichtung an.
Gleichung (2.1) besagt, dass die zweite Ableitung der Auslenkung nach der Zeit proportional ist
zur zweiten Ableitung der Auslenkung nach dem Ort. Hierbei kennzeichnet ¢ die Ausbreitungs-
geschwindigkeit. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist abh&ngig von den physikalischen

Eigenschaften des Mediums, in dem sich die Welle ausbreitet, bei mechanischen Wellen
beispielsweise von der Elastizitat bzw. Dichte.

Eine Losung der Wellengleichung ist jede Funktionen der Form

y=y (t£x/c) (2.2)

S. Rupp, 2013 T2ELA2001.1, T2ELN2001.1 13



Elektrotechnik, 4. Semester, Wellen und Leitungen

whi DHBEW

[ le H

Stungirt

also jede beliebige Funktion, die zweimal differenzierbar nach Ort und Zeit ist. Beliebige
Anregungen bzw. Stérungen kénnen sich als Welle durch ein Medium ausbreiten. Fir den Fall
harmonischer Schwingungen als Anregung der Welle ergibt sich eine Lésung der Form

y(t,x) = ¥ sin w (t - x/c) (2.3)

Die Schwingungsphase ist also ortsabhéngig. Das Verhaltnis der Laufstrecke x zur
Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ bestimmt die Laufzeit, um die eine Schwingungsphase am Ort x
spater ankommt. Die Zeit t zur Berechnung der Auslenkung y(t,x) ist fir den Ort x um diese
Laufzeit zu verkleinern.

Durch Einsetzen von w = 2 it/ T und Einflihrung der Wellenlange A = ¢ * T (die Strecke,
die wéhrend einer Periode T durchlaufen wird), ergibt sich fur die harmonische Welle die Form

y(t,x) = y sin 2m (/T - x/A) (2.4)

Die Form (2.4) zeigt, dass harmonische Wellen durch zeitliche und 6rtliche Periodizitat
gekennzeichnet sind (Periodendauer T und Wellenldnge A). Das negative Vorzeichen in
Gleichung (2.4) beschreibt die Ausbreitung in positiver x-Richtung, wie bereits eingangs
erlautert. Fur eine Ausbreitung in umgekehrter Richtung wéare das Vorzeichen zu wechseln.

2.2. Mechanische Wellen

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist bei mechanischen Wellen durch die Eigenschaften
des Mediums gegeben, beispielsweise die Spannkraft und den Querschnitt einer Saite, bzw.
durch die Elastizitdt und Dichte, bzw. Kompressibilitdt und Dichte. Durch unterschiedliche
physikalische Eigenschaften in angrenzenden Medien ergeben sich somit unterschiedliche
Ausbreitungsgeschwindigkeiten.

Bei der Ausbreitung einer Welle vom einem Medium ins benachbarte Medium ergeben
sich daher gemaB Gleichung (2.4) Phasenspriinge, die sich durch Reflexionen an den
Grenzflachen bemerkbar machen. Bei Wellen auf einem Seil lassen sich diese Phdnomene
sehr anschaulich zeigen bzw. animieren (siehe Animationen im Web).

Beim Ubergang von einem dinnen Seil auf ein dickeres Seil (geringere Ausbreitungs-
geschwindigkeit) wird beispielsweise ein Teil der einlaufenden Welle mit umgekehrtem
Vorzeichen reflektiert, ein anderer Teil weiter libertragen. Im extremen Fall, wenn man das Ende
des diinnen Seils festbindet, wird die einlaufende Welle mit umgekehrtem Vorzeichen komplett
reflektiert. SinngemaB verhélt sich der Ubergang von einem dicken Seil auf ein diinneres Seil.
An der Grenzflache erfolgt eine Reflexion mit gleichem Vorzeichen, ein anderer Teil der Welle
breitet sich weiter fort. Im Extremfall erhélt man eine totale Reflexion, wenn man das Seil mit
offenem Ende lasst (bzw. mit einem Ring an einem in Richtung der Auslenkung aufgestellten
Stab fuhrt).

Ineinander laufende Wellen Giberlagern sich (Prinzip der Superposition). Im Falle von total
reflektierten harmonischen Wellen ergeben sich stehende Wellen. Diese Félle sind aus der
Akustik bestens bekannt und Grundlage der diesbezliglichen Musikinstrumente. Die
mathematische Beschreibung erhdlt man aus der Addition der Beschreibungen fiir die
hinlaufende Welle (2.5) und riicklaufende Welle (2.6).

y1 =y sin 2 (/T — x/A) (2.5)

y2 =y sin 2 (YT + x/A) (2.6)
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yi+Yy2 = ¥ (sin 2 (/T = x/A)) + (sin 2t (/T + x/N))
Y1+ Y2 =2y cos(2rx/A) sin(2rit/T) (2.7)

Es ergibt sich eine harmonische Schwingung mit ortsabhangiger Amplitude. Die
ortsabhangige Amplitude hat Maxima der Héhe 2y an den Stellen, wo sich die gegeneinander
laufenden Wellen verstarken, und Minima (Auslenkung = 0) an den Stellen, wo sich beide
Wellen gegenseitig ausléschen. In Medien begrenzter Lange (z.B. Gitarrensaite, Orgelpfeife)
bilden sich stehende Wellen so, dass diese Lange einem ganzzahligen Vielfachen der halben
Wellenlange entspricht. Grund hierflr ist, dass sich an der Grenzflache entweder ein Maximum
der stehenden Welle (offenes Ende) bzw. ein Minimum der stehenden Welle (festes Ende)
befinden kann.

Mit der Wellenausbreitung wird Schwingungsenergie der Teilchen innerhalb des Mediums
weitergegeben, die Wellenausbreitung ist also mit einem Transport von Energie verbunden. Die
Energiedichte ist abhangig von der Dichte des Mediums (linear), sowie von der Geschwindigkeit
der Teilchen (quadratisch). Energiestrom, Leistung bzw. Intensitdt sind proportional zur
Energiedichte, sowie zur Ausbreitungsgeschwindigkeit. Das Produkt aus Dichte des Mediums p
und der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ wird auch als Wellenwiderstand bezeichnet

Z=pc ~Vp (2.8)

Da die Ausbreitungsgeschwindigkeit wiederum von der Dichte abhéngt, beschreibt der
Wellenwiderstand die Harte bzw. Steitheit eines Mediums fir Kraft und Bewegung bei
mechanischen Wellen. SinngemaB beschreibt der elektrische Wellenwiderstand die
Eigenschaften des Mediums bzgl. Spannung und Strom bei Wellen auf elektrischen Leitungen,
bzw. zwischen elektrischer und magnetischer Feldstérke bei elektromagnetischen Wellen.

2.3. Elektromagnetische Wellen

Fur elektromagnetische Wellen wird man erwarten, dass sich durch Ersetzen der
Auslenkung y(t,x) in der Differentialgleichung (2.1) durch die Spannung u(t,x) bzw. durch den
Strom i(t,x) Ldésungen der Form gemaB Gleichung (2.4) finden lassen, wobei dort ebenfalls die
Auslenkung durch die Spannung bzw. den Strom zu ersetzen ist.

u(t,x) = G sin 2t (/T - x/A) (2.9)

i(t,x) = Tsin 2 (/T - x/A) (2.10)

Die Wellenldange wéare wiederum abhangig von der Ausbreitungsgeschwindigkeit der
Welle im Medium, und somit abhéngig von den elektrischen Eigenschaften des Mediums.

i(x) L Ax i(X + AX)
u(x) C' AX —I— u(x + Ax)
AX

Bild 2.1 Ersatzschaltbild einer verlustlosen Leitung
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Bei Wellen auf Leitungen lassen sich die elektrischen Eigenschaften im einfachsten Fall
durch einen induktiven und kapazitiven Leitungsbelag beschreiben. Die Abbildung zeigt ein
einfaches Leitungsmodell der Lange Ax. Hierbei erhalt man du/dx aus dem Differenzenquotient
(u(x+Ax) - u(x)) Ax far Ax -> 0. Mit den Zahlpfeilen gemaR Abbildung 2.1 ergibt sich das
negative Vorzeichen in Gleichung (2.11). Sinngemaf gilt die gleiche Vorgehensweise fiir den
Strom (i(x+AXx) - i(x))/Ax.

Die Differentialgleichung der Welle lasst sich unmittelbar aus diesem Ersatzschaltbild
herleiten. Fur die differentielle Spannung und den differentiellen Strom aus dem Ersatzschaltbild
gelten:

- du/ dx = L’di/ dt 2.11)
- di /dx = C’du/ dt (2.12)

Differenzieren der Gleichung (2.11) nach dem Ort und Einsetzen von Gleichung (2.12) fur
den Strom di/dx fuhrt zur Wellengleichung.

d2u /dx2 = L'C"d2u/ dt2 (2.13)

Vergleich mit der Wellengleichung (2.1) flhrt auf die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ der
Welle auf der Leitung:

c=1/VLC (2.14)

Als Lésungen der Wellengleichung (2.13) kommt der bereits in Gleichung (2.9) genannte
Ansatz fur die Spannung u(t,x) in Frage, bzw. Gleichung (2.10) als Ansatz fiir den Strom i(t,x).
Aus Gleichung (2.11) erhdlt man einen Zusammenhang zwischen Spannung und Strom, aus
der sich der Wellenwiderstand errechnen lasst. Hierzu wird der Ansatz (2.9) fiir Spannung nach
dem Ort abgeleitet du/ dx, sowie der Ansatz (2.10) fir den Strom nach der Zeit di /dt.

du /dx =d (G sin 2rt (YT - x/A)) / dx = G 2r/A cos 2 (/T - x/\) (2.15)
di/dt=d (i sin 2t (/T - x/A)) / dt =1 21T cos 2t (YT - x/A) (2.16)
Einsetzen von (2.15) und (2.16) in (2.11) ergibt G 2r/A = L™ 7 21/T bzw.

0 =L'NT i=Rwi (2.17)

Der Ausdruck AT = A f = ¢ ist gleich der Ausbreitungsgeschwindigkeit. Bertcksichtigung
von Gleichung (2.14) ergibt fur den Wellenwiderstand

Rw=L MT=Lc=VL/C (2.18)

Der Vergleich mit mechanischen Wellen Iasst erwarten, dass sich im Zusammenhang mit
Reflexionen durch Uberlagerung der riicklaufigen Welle mit der einlaufenden Welle unter
Umsténden stehende Wellen fir Strom und Spannung ergeben. Diese Effekte werden
zusammen mit den praxisrelevanten Methoden fir verlustlose und verlustbehaftete Leitungen in
einem spéateren Abschnitt ndher betrachtet.

2.4. Phasorenschreibweise

In Phasorenschreibweise lassen sich die in Abschnitt 2.3 hergeleiteten Zusammenhéange
noch etwas bequemer wiedergeben. Wie in dieser Schreibweise Ublich, wird die Differenzierung
nach der Zeit durch Verwendung der komplexen Widerstande und Leitwerte impliziert.
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Die Abbildung zeigt nochmals das Ersatzschaltbild der verlustlosen Leitung mit dem
Induktivitatsbelag L' (bzw. dem komplexen Widerstandsbelag jwL"), sowie dem Kapazitatsbelag
C’ (bzw. dem komplexen Leitwert jwC").

| jwl Ax | (X + AX)
S Y Y
—_—
U jJwC'Ax == | U (x + Ax)
dx

Bild 2.2 Ersatzschaltbild einer verlustlosen Leitung in Phasorenschreibweise

Die differentielle Spannung dU/dx erhalt man aus dem Differenzenquotienten (U(x+ Ax) -
U(x)) Ax far Ax -> 0. Mit den Zahlpfeilen gemaly Abbildung 2.2 ergibt sich das negative
Vorzeichen in Gleichung (2.19). Sinngemal gilt die gleiche Vorgehensweise flir den Strom (I(x
+ AXx) - I(x))/ As. Fur die differentielle Spannung und den differentiellen Strom aus dem
Ersatzschaltbild gelten:

-dU/dx = jolL | (2.19)
-dl/dx =jwC" U (2.20)

Erneutes Differenzieren von (2.19) nach d/dx und anschliessendes Einsetzen von (2.20)
n (2.19) ergibt die komplexe Form der Wellengleichung:

d2U / dx2 = joL” jwC" U (2.21)
Diese Gleichung erfillt ein Losungsansatz der Form

U=e-¥ (2.22)
Durch Einsetzen des Ansatzes (2.22) in die Differentialgleichung (2.21) erhalt man

d2U/dxz2=y2 U (2.23)
Vergleich mit der Wellengleichung (2.21) ergibt fir die Ausbreitungskonstante

y=joVL'C (2.24)

Aus der Beziehung zwischen Spannung und Strom lasst sich aus Gleichung (2.19) unter
Verwendung des Ansatzes (2.22) wiederum der Wellenwiderstand errechnen.

dU/dx =y U =jolL" | (2.25)
Einsetzen von y aus (2.24) und Umformen ergibt den Wellenwiderstand
Rw=U/1=VL/C (2.26)

Zum Vergleich der beiden Schreibweisen flr die Wellengleichung hier nochmals eine
Gegenlberstellung der Differentialgleichung nach der Zeit mit der Phasorenschreibweise.
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Differentialgleichung Phasorenschreibweise
du/ dx = L"di/ dt dU/ dx = jwL" |
di /dx = C’'du/ dt dl /dx = jwC" U
d2u /dx2 = L"C"d2u/ dt2 d2U / dx2 = jwL’ jwC’ U
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3. Wellenausbreitung auf Leitungen

3.1. Zweileitersysteme

Als Zweileitersysteme werden ldngshomogene Strukturen mit zwei Leitern betrachtet,
also Leitungen mit konstantem Querschnitt. Hierbei wird angenommen, dass die Wellenlange
groB ist gegen die Querausdehnung der Leitung. Durch diese Forderung sollen Wellentypen
wie bei Hohlleitern ausgeschlossen werden. Im ldngshomogenen Zweileiter pflanzt sich die
Welle als reine transversale Welle in Richtung der Langsausdehnung der Leitung fort. Beispiele
fur langshomogene Zweileiter wéren koaxiale Leitungen, Zweidraht-Leitungen, sowie
Leiterbahnen.

Koaxiale Leitung @ I
[

Zweidraht-Leitung ()
o

VII

x

Leiterbahnen Langsausdehnung Z

[ ]
y
Bild 3.1 Beispiele fiir ldngshomogene Zweileiter

Bei einer Frequenz von 300 Megahertz betrdgt die Wellenldnge unter Freiraum-
bedingungen etwa einem Meter. Somit wére die Wellenldnge in der GréBenordnung der
Leitungslénge, jedoch groB in Verhéltnis zu gangigen Leitungsquerschnitten. Zur Ubersicht sind
in der folgenden Abbildung einige Wellenlangen in Abhangigkeit der Frequenz dargestellt.
Typische Effekte der Hochfrequenztechnik sind immer dann zu erwarten, wenn die Wellenlange
in die GréBenordnung der Anordnung bzw. der Schaltung kommt.

Wellenlangen | Schall (Luft) Licht (Freiraum)
Frequenz 300 m/s 300 * 108 m/s
1 kHz 300 mm 300 km _
10 kHz 30 mm 30 km Audiy
1 MHz 300 ym 300 m
1 GHz 300 nm 300 mm
Ultraschall / Hochfrequenz

Bild 3.2 Wellenldngen

In der Ubersicht wurde (iberschlagig mit einer Schallgeschwindigkeit von 300 m/s und
einer Lichtgeschwindigkeit von 300 * 108 m/s gerechnet. Durch den groBen Unterschied in der
Ausbreitungsgeschwindigkeit ergeben sich Welleneffekte in der Akustik bereits innerhalb des
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Horbereiches von ca. 10 kHz. Die diesbeziiglichen elektrischen Wellenldngen sind im Verhalinis
zu gangigen Leitungsldangen und Anordnungen groB3. Anwendungen mit im Vergleich zur
elektrischen Wellenldnge kurzen Leitungen kénnen wie im statischen Fall behandelt werden.
Welleneffekte bei elektrischen Wellen sind in der Regel erst bei Frequenzen oberhalb 100 kHz
relevant, hier beginnt der Bereich der Hochfrequenztechnik.

Weiterhin werden zun&chst nur verlustlose Leitungen betrachtet. Diese Einschrénkung
trifft fir die meisten Anwendungen der Hochfrequenztechnik zu, da mit wachsender Frequenz

die Einflisse der kapazitiven und induktiven Anteile Gberwiegen.

Bild 3.3 Transversale elektromagnetische Welle

In den betrachteten Zweileitersystemen sind die elektromagnetischen Wellen transversal.
Sie breiten sich der Leitung entlang aus, wobei die elektrische und magnetische Felder
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung ausgerichtet sind. Die Abbildung zeigt die magnetischen
und elektrischen Feldlinien in der Leiteranordnung. Das Koordinatensystem wurde so gewéhlt,
dass sich der Querschnitt des Leiters in der (x,z) Ebene befindet, und die Lange der Leitung in
z-Richtung zeigt. Der untere Teil der Abbildung zeigt eine Momentaufnahme der Amplituden der
magnetischen und elektrischen Feldstarke Uber der Lange des Leitung zu einem gegebenen
Zeitpunkt. Magnetisches und elektrisches Feld sind in Phase.

3.2. Leitungsmodell (verlustlose Leitung)

Die folgende Abbildung zeigt nochmals das Ersatzschaltbild der verlustlosen Leitung mit
dem Blindwiderstand jwL" (gegeben durch den Induktivitatsbelag), sowie dem Blindleitwert jwC’
(gegeben durch den Kapazitétsbelag). Wie bereits in Abschnitt 2 berechnet, gelten fir die
differentielle Spannung und den differentiellen Strom aus dem Ersatzschaltbild:

-dU/dz = jwL" | (3.1)
-dl/dz=jwC" U (3.2)
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Hierbei erhélt man dU/dz aus dem Differenzenquotient (U(z+ Az) - U(z))/Az fir Az -> 0.
Mit den Zahlpfeilen gemal Abbildung 3.4 ergibt sich das negative Vorzeichen in Gleichung
(3.1). Sinngemalf gilt die gleiche Vorgehensweise fur den Strom (I(z + Az) - 1(z))/Az.

Durch erneutes Differenzieren von (3.1) nach d/dz und anschliessendes Einsetzen von
(3.2) in (3.1) ergibt sich die komplexe Form der Wellengleichung:

d2U / dz2 = joL” jwC’ U (3.3)

Dieser Zusammenhang wurde in Abschnitt 2 bereits hergeleitet. Der in Abschnitt 2
gewahlte Ansatz zur Lésung der Differentialgleichung sollte den Weg zur Berechnung der
Ausbreitungskonstante und des Wellenwiderstandes zeigen. Fur die Berechnung der
Ausbreitungsgeschwindigkeit und des Wellenwiderstandes wird auf Abschnitt 2.4 verwiesen.

jwL* Az I(z) JwL | (z+AZ)
+/WV'\_9.
mm;’;\_ll_— U(z)l jwC* _I__ l U(z + AZ)
<—>Az Az

Bild 3.4 Ersatzschaltbild der verlustlosen Leitung

An dieser Stelle soll auf die Lésung in Bezug auf Spannung und Strom n&her
eingegangen werden. Hierzu wird ein etwas umfangreicherer Lésungsansatz gewahlt, der mehr
Maoglichkeiten zur Interpretation bietet.

U(z) =Un ez + Urey? (3.4)

Hierbei bedeutet der erste Ausdruck eine hinlaufende Welle, der zweite Ausdruck eine
ricklaufende Welle. Die Ldsung der Wellengleichung besteht aus der Uberlagerung dieser
beiden Anteile. Die komplexen Amplituden Un und U: lassen sich in Polarkoordinaten nach
Betrag und Phase wie folgt darstellen.

Uh = |Uh| ej¢h = |Uh| el (wt+¢0h) (35)
Ur = U] ety = |Uy| e llot+dg) (3.6)

Die Ausbreitungskonstante y aus Gleichung (3.4) ist im verlustlosen Fall y = jB, wobei 3
die Phasenkonstante darstellt mit § = 2t /A. Somit ergibt sich der Ansatz (3.4) in vollstandiger
Form zu

U(z,t) = |Un| e i@t+dg) g8z 4 |U,| e i(wt+ag,) eifz (3.7)

Hierbei entsprechen die Betrdge |Un| und |Ui| der Amplitude bzw. der Lange der Zeiger in

Polarkoordinaten. Der erste Ausdruck der Summe in Gleichung (3.7) beschreibt die komplette
hinlaufende Spannungswelle, der zweite die ricklaufende Welle. Den Verlauf der Spannung
u(z,t) erhalt man durch Bildung des Realteils. Diese Form entspricht dann wieder der Lésung
der Differentialgleichung, wie in Abschnitt 2 hergeleitet.

u(z,t) = Re {U(z,1)}

u(z,t) = |Un| cos (wt - Bz + don) + |Ui| cos (wt + Bz + dor) (3.8)
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Der Strom | (z,t) lasst sich mit Hilfe der Beziehung (3.1) aus der Spannung U(z,t) durch
Differenzieren nach d/dz gemaB Gleichung (3.7) berechnen. Der Strom ergibt sich daraus
gemaB Gleichung (3.9), wobei Rw den Wellenwiderstand der Leitung bezeichnet.

I (z,t) = U(z,t) / Rw (3.9)

Ubung 3.1: Weise Gleichung (3.9) nach. Hinweis: Verwende die in Abschnitt 2 eingefiihrten
Definitionen fir die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ (2.14) und den Wellenwiderstand Rw (2.18).

Durch Bildung des Realteils erhélt man daraus den Verlauf der Stromwelle.

i (z,t) =Re{l (z,})}
i (z,t) = |Un| cos (wt - Bz + Pon)/ Rw + |U:| cos (wt + Bz + Por) / Rw (3.10)

Spannung und Strom sind also fur die sich entlang der Leitung ausbreitenden Wellen in
Phase, was sich mit der Erwartung der Ausbreitung der in Bild 3.1 gezeigten transversalen
elektromagnetischen Welle deckt. Die Spannung als skalarer Wert entspricht hierbei der
Amplitude der elektrischen Feldstarke, der Strom sinngemaB der magnetischen Feldstarke.

3.3. Wellenausbreitung

Die Ausbreitung der Spannungswelle in der Phasorenschreibweise gemaB Gleichung
(3.7) und der daraus abgeleitete Realteil nach Gleichung (3.8) lasst sich in der Kreisprojektion
veranschaulichen. Der Ubersichtlichkeit halber beschrankt sich die unten gezeigte Darstellung
hierbei auf die hinlaufende Welle und zeigt deren Ausbreitung zum Zeitpunkt t=0.

|Un| ei®on e Bz

Bild 3.5 Ausbreitung der Spannungswelle zum Zeitpunkt t=0

Der verbleibende Ausdruck U(z,0) = |Un| €i®on e7fz besteht aus dem Zeiger |Un| €i®on mit
dem Betrag |Un| dem Phasenwinkel ¢on, sowie einem ortsabhéngigen Anteil e-ifz. Der Ausdruck
eiPz beschreibt in Abhangigkeit der Koordinate z eine Drehung des Zeigers |Un| €i%n in

mathematisch negativer Richtung (im Uhrzeigersinn). Die Projektion auf die x-Achse ergibt den
Realteil der Spannungswelle.

Der ortsabhangige Anteil eifz entspricht in seiner Form dem bereits bei der Phasoren-
schreibweise der Schwingung eingeflihrten zeitabhangigen Anteil eivt. Fir jeden Zeitpunkt t
beschreibt der in Gleichung (3.7) fur die hinlaufende Spannungswelle Un(z,t) enthaltene

Ausdruck ei«t eine Drehung des Zeigers |Un| ei®on in mathematisch positiver Richtung (gegen
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den Uhrzeigersinn) um einen Winkel wt. Die Welle ist also zu einem spéteren Zeitpunkt auf der
Ortsachse z weiter vorgeruickt.

Die durch Projektion auf x-Achse erhaltenen Realteile der Spannungswelle und
Stromwelle breiten sich also auf der Leitung aus, wie in der folgenden Abbildung dargestellt. Die
gestrichelten Linien zeigen hierbei die zu einem spéteren Zeitpunkt weiter fortgeschrittene
Spannungswelle bzw. Stromwelle. Mit der Fortbewegung der Spannungswelle und Stromwelle
transportiert die Welle Energie in Ausbreitungsrichtung.

Bild 3.6 Ausbreitung der Spannungswelle und Stromwelle

Die bisher diskutierte Ausbreitung der Spannungswellen und Stromwellen gilt unter der
idealen Annahme, dass das Ausbreitungsmedium unbegrenzt ist, also fir unendlich lange
Leitungen. In diesem Fall nimmt ein Generator, der wie in der Abbildung unten gezeigt, eine
Spannung an den Anfang z=0 in die Leitung einspeist, den Wellenwiderstand der Leitung war.

Bild 3.7 Gespeiste unendlich ausgedehnte Leitung

Der Idealfall einer unendlich langen Leitung lasst sich also durch die unten gezeigten
Ersatzschaltbilder wiedergeben, wobei die unendlich lange Leitung durch ihren Wellen-
widerstand reprasentiert ist. Als Folgerung sollten sich also auch ideale Verhéltnisse dadurch
nachbilden lassen, dass man eine endliche Leitung durch eine ohmsche Last der Grésse des
Wellenwiderstandes der Leitung abschlief3t.

Bild 3.8 Ersatzschaltbild der angepassten Leitung

In diesem Fall ware der Abschlusswiderstand an die Leitung angepasst. Idealerweise ist
auch der Innenwiderstand der Einspeisung gleich dem Wellenwiderstand.
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3.4. Reflexionsfaktor

Was geschieht jedoch unter nicht idealen Voraussetzungen am Ende einer endlichen
Leitung? Unter der Voraussetzung, dass die die Lange der Leitungen flr die Laufzeiten der
Signale relevant ist, bzw. dass die Wellenldnge in der GréBenordnung der Leitungslénge ist,
lassen sich die aus der Akustik bekannten Phanomene beobachten, namlich Echos
(Reflexionen) und hierdurch uberlagerte Signale.

Ohne besondere MaBnahmen stellt das Leitungsende eine Grenzflache zwischen
unterschiedlichen Medien dar. Die folgende Abbildung zeigt eine solche Anordnung. Wenn man
am Anfang der Leitung (an der Stelle a) ein Signal einspeist, muss man mit Reflexionen des
Signals am Leitungsende rechnen (an der Stelle b in der Abbildung).

z

b
i i

: i !

1 __ . 1 |
o ﬂwr i2) *—ﬂf\ﬂk .
g — — i b

| | i

' : |

3 3 !

| us

|
Grenzflache: Reflexionen

Bild 3.9 Reflexionen am Leitungsende

Fiur harmonische Signale entstehen an der Grenzfliche ebenfalls Reflexionen der
Spannungswelle bzw. Stromwelle. Die Superposition der hin- und ricklaufende Welle
verursacht Interferenzen in Form eines Anteils stehender Wellen, wie aus der Akustik bekannt.
In der folgenden Abbildung werden folgende besonders einleuchtende Félle betrachtet: Fall A:
Kurzschluss am Leitungsende, Fall B: Leerlauf am Leitungsende (offenes Ende).

Leerlauf
Kurzschluss

Bild 3.10 Reflexionen bei offener und kurzgeschlossener Leitung

In beiden Fallen treten totale Reflexionen auf. In Fall A (Kurzschluss) stellt sich am
Leitungsende ein Spannungsminimum ein: Die Spannungswelle wird mit umgekehrten
Vorzeichen zuriick geworfen. Der Strom am kurzgeschlossenen Ende ist hingegen maximal, die
Stromwelle wird also mit gleichem Vorzeichen reflektiert.

Im Fall B (Leerlauf) kann am offenen Ende kein Strom flieBen, es gibt dort einen
Stromminimum. Die Stromwelle wird also mit umgekehrtem Vorzeichen reflektiert. Die
Spannung hingegen stellt sich am offenen Ende auf einen Maximalwert ein, die reflektierte
Welle hat gleiches Vorzeichen und gleiche Amplitude wie die einlaufende Welle.
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Durch die Uberlagerung der Wellen entstehen stehende Spannungswellen und
Stromwellen. Die Amplituden der Wellenbauche entsprechen den doppelten Amplituden der
Spannungswellen bzw. Stromwellen. An anderen Stellen gibt es Wellenknoten. Wellenb&uche
und Wellenknoten wechseln sich im Abstand einer haben Wellenldnge ab. Die Schwingungen
von Strom und Spannung sind stationdr: es findet kein Energietransport statt.

Wegen der Totalreflexion am offenen bzw. kurzgeschlossenen Ende sind Strom und
Spannung um eine Viertelwellenldange zueinander versetzt. Fir die Ausbildung stehender
Wellen muss die Leitungslange ein Vielfaches der halben Wellenldnge betragen, bzw. die
Wellen stellen sich mit einer hierzu passenden Frequenz auf die Leitungslédnge ein. Eben dieser
Effekt dient bei Musikinstrumenten zur Erzeugung von Ténen.

Ubung 3.2: Aus der Kurzschlussbedingung an der Stelle z=b am Ende der Leitung folgt fiir die
reflektierte Spannungswelle Ur (b,t) = - Un (b,t). Berechne mit Hilfe des Lésungsansatzes (3.7)
die resultierende stehende Welle.

Fir den Fall, dass die Leitung am Ende mit ihrem Wellenwiderstand abgeschlossen ist,
ist die Leitung dort reflexionsfrei. In allen anderen Fallen ist mit Reflexionen zu rechnen. Die
folgende Abbildung zeigt eine Leitung mit einem beliebigen Abschlusswiderstand R, am Ende
der Leitung.

v

<

e

Reflexionsfaktor Iy

—

| oy U ‘

Bild 3.11 Reflexionen am Leitungsende

Durch den nicht an den Wellenwiderstand Rw der Leitung angepassten Abschluss durch
Rb einstehen Reflexionen am Leitungsende. Das Verhdltnis der Amplitude der ricklaufenden
Welle zur hinlaufenden Welle wird als Reflexionsfaktor bezeichnet. Am Ende der Leitung gilt:

ro = Ur / Un (8.11)

Der Reflexionsfaktor ist abhangig von der Wahl des Lastwiderstandes. Mit den
Spannungen U, und dem Strom I, am Leitungsende gelten folgende Beziehungen am
Leitungsende.

Up=Ro Ib (3.12)
Up = Un + Us (3.13)
lb=Inh+I (3.14)

Wegen der Stetigkeit an der Grenzflache gelten ausserdem

Ih=Un/Rw, Ir=-U/Rw (3.15)
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Hieraus ergibt sich der Reflexionsfaktor am Leitungsende zu

Rb'Rw

(3.16)

Ubung 3.3: Berechne den Reflexionsfaktor am Leitungsende geméB (3.16) durch Verwendung
der Beziehungen (3.12) bis (3.15).

Ubung 3.4: Welcher Reflexionsfaktor gemaB (3.16) ergibt sich fiir die Spezialfélle (a) offene
Leitung, (b) mit dem Wellenwiderstand abgeschlossene Leitung, (c) kurzgeschlossene Leitung?
Welchen Einfluss hat der jeweils resultierende Reflexionsfaktor auf die reflektierte Spannung Ur,
beziehungsweise auf den reflektierten Strom I;? Hinweis: siehe (3.11).

In der bisherigen Betrachtung war der Reflexionsfaktor am Ende der Leitung an der Stelle
z=b von Interesse. Man kann den Reflexionsfaktor jedoch an jeder beliebigen Stelle z der
Leitung betrachten. Fir diese Betrachtung ist es zweckmadssig, den Koordinatenursprung ¢=0
ans Leitungsende zu verlegen, da der Reflexionsfaktor am Leitungsende bereits definiert ist.
Betrachtet wird nun der Reflexionsfaktor in der Entfernung € von dieser Stelle aus.

a

- —

\4

L=0

TN

X
ﬂ Reflexionsfaktor  r(L)! M ‘D

Bild 3.12 Reflexionsfaktor an der Stelle £
Der Reflexionsfaktor r an der Stelle ¢ ist definiert durch das Verhéltnis der ricklaufenden
Spannungswelle zur hinlaufenden Spannungswelle an dieser Stelle.
r(€) = Ur(t) / Un (€) (3.17)
Mit Blick auf die L&ésung der Wellengleichung (3.7) ist der Betrag des Reflexionsfaktors |r|
gegeben durch das Verhalinis der Betrége |U:|/ |Un|. Jedoch sind U; und Uy ortsabhangig wegen
der Anteile U; = |Ui| e Bzund Un = |Un| e iz, Die zeitabhangigen Anteile in (3.7) spielen fir die

Betrachtung des Reflexionsfaktors keine Rolle. Der Reflexionsfaktor r(z) ist also eine komplexe
GroBe mit ortsabhangigem Phasenwinkel.

r(z) = Ur/ Un = (|Ui| €iB2) / (|Un| e 182) = (JUr|/ |Un|) e 122 (3.18)

Mit dem gewéhlten Bezugspunkt am Ende der Leitung mit r(b) = r, ergibt sich fir den
Reflexionsfaktor r(¢) = r(b-£) an der Stelle ¢

r(€) =rp e 2Bt (3.19)
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Der Reflexionsfaktor in der Entfernung £ ist also um den Phasenwinkel ¢ = -28£in

verschoben gegenliber dem Reflexionsfaktor am Ende der Leitung. Hierbei bedeutet 3=2rvA die
Phasenkonstante der Welle. Der Faktor 2 in der Phasenverschiebung kommt daher, dass die
zunachst die hinlaufende Welle die Strecke £ vom Ausgangspunkt aus durchlauft. Im Anschluss

an die Reflexion am Ende der Leitung durchlauft die reflektierte zurticklaufende Welle erneut
die Strecke £ zuriick zum Ausgangspunkt. Dadurch benimmt sich bezlglich der Reflexion

beispielsweise eine Leitung der Lange £ = M4 wie eine Leitung der Lange A/2.

Da der Reflexionsfaktor komplex ist und bezogen auf den Abschlusswiderstand eine
Phasenverschiebung in Abhangigkeit der Leitungsldnge erzeugt, ist auch der an beliebiger
Stelle auf der Leitung gemessene Widerstand komplex. Ebenso gibt es keine Einschrdnkungen
fir den Abschlusswiderstand am Ende der Leitung. Statt des Wirkwiderstandes R, am
Leitungsende gelten die in diesem Abschnitt behandelten Beziehungen flr jeden komplexen
Abschlusswiderstand Zy. In Verallgemeinerung von (3.16) gilt dann (3.20).

Zb'Rw

r, =

3.5. Leitungstransformation

Bei bekanntem Reflexionsfaktor an einer gegeben Stelle auf der Leitung kann man
umgekehrt auf den komplexen Widerstand an dieser Stelle schlieBen. Durch Umformen der
Gleichung (3.20) erhalt man so einen Ausdruck fur die Abschlussimpedanz Zy, in Abhangigkeit
von frp.

z,= Ry (3.21)

Ist am Anfang der Leitung (an der Stelle a) der Reflexionsfaktor ra gegeben, erhélt man
sinngeman so fur den Eingangsimpedanz Ra folgende Beziehung.

1+r,
Zy= 1-r,

R, (3.22)

Die folgende Abbildung zeigt die Anordnung. Durch die Leitung der Lange a wird die
Abschlussimpedanz Zy, in die Eingangsimpedanz Z, transformiert. Den Reflexionsfaktor r, am
Ende der Leitung ermittelt man geméaB Gleichung (3.20). Der Reflexionsfaktor ra an der Stelle
£ = a ergibt sich aus Gleichung (3.19) zu

ra=Trp e i2ka (3.23)

S. Rupp, 2013 T2ELA2001.1, T2ELN2001.1 27



Elektrotechnik, 4. Semester, Wellen und Leitungen -- D H B

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg
Stuttgart

lL=a L =0

\4

»3
<

v 5 e
y la Reflexionsfaktor rb(j>

¢ —0—1 b
Za RW Ub} Zb
o

Bild 3.13 Eingangsimpedanz aus dem Reflexionsfaktor ermitteln

Auf diese Art lasst sich eine Leitung einer vorgegeben Lange zur Transformation von
Impedanzen verwenden. Als spezielle Anwendungsfélle werden der Viertelwellentransformator
(eine Leitung der Lange £ = M4) und der Halbwellentransformator (eine Leitung der Lénge £ =

N2) naher betrachtet.

Viertelwellenleitung

Fir den Viertelwellentransformator flihrt Einsetzen von £ = A4 in Gleichung (3.19) zu

ra=r(N4) =med2PN4 = ppeit =-p (3.24)

Die Viertelwellentransformation fuhrt also zu einer Umkehr des Vorzeichens des
Reflexionsfaktors am Leitungsanfang. Da die Leitung von der einlaufenden und riicklaufenden
Welle durchlaufen wird, erscheint dieser Effekt auch unmittelbar plausibel.

L / rb<j>
01 b

R, | o

o]

Bild 3.14 Viertelwellentransformation

Mit Blick auf die Gleichungen fir den Abschlussimpedanz Zy (3.21) und die Eingangs-
impedanz Z, (3.22) erkennt man, dass fur sich flr ra = - rp fir Za die Ausdricke in Zahler und
Nenner im Vergleich zu Z, vertauschen. Multiplikation der beiden Gleichungen nach Einsetzen
von ra = - 1p fihrt also zu folgender Beziehung zwischen Za und Z».

Za=Rw?/ Zs (3.25)

Ein praktischer Anwendungsfall der Viertelwellentransformation besteht darin, eine Last
mit vorgegebenen Ausgangswiderstand Ra an eine Einspeisung mit dem Innenwiderstand Rp
mit Hilfe einer geeigneten Viertelwellenleitung anzupassen. Hierzu muss der Wellenwiderstand
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der Leitung, der sich aus der Geometrie des Leiters ermittelt, geeignet gewéhlt werden, eben
gemaB Gleichung (3.25) zu Rw = V(Ra Ro).

Ubung 3.5: Eine Quelle mit Innenwiderstand Ra = 200 Ohm soll eine Last von Ry = 50 Ohm
speisen. Zur Anpassung der Impedanzen soll ein Viertelwellentransformator verwendet werden.
Wie ist der Wellenwiderstand Rw der Viertelwellenleitung zu bemessen?

Ubung 3.6: Berechne den Reflexionsfaktor r, zur Lésung von Ubung 3.5 und stelle den
Reflexionsfaktor in der komplexen Ebene dar. Bestimme hieraus den Reflexionsfaktor ra am
Eingang grafisch. Was ist fir die Viertelwellentransformation charakteristisch?

Halbwellenleitung

Fur den Halbwellentransformator wird eine Anordnung wie in der folgenden Abbildung
verwendet. Die verlustlose Leitung mit dem Wellenwiderstand Rw ist mit einer Abschluss-
impedanz Z, terminiert. Da die Leitung fehlangepasst ist, ergeben sich am Leitungsende
Reflexionen.

0 =1 b
y A

o

L=MN2 "b(jb

Bild 3.15 Halbwellenleitung

Ubung 3.7: Berechne den Reflexionsfaktor ra am Eingang des Halbwellenleiters in Abhangigkeit
von rv. Welche Eingangsimpedanz Z, ergibt sich? Welchen Einfluss haben Leitungen der Lédnge
einer halben Wellenldnge bzw. Vielfachen einer halben Wellenldnge in einer Anordnung?

Ubung 3.8: Stelle den Reflexionsfaktor r, am Ende der Leitung in der komplexen Zahlenebene
dar. Bestimme den Reflexionsfaktor ra am Leitungsanfang grafisch. Was ist flr die
Halbwellenleitung charakteristisch? Welchen Effekt ergeben Vielfache der Leitungslange?

3.6. Smith-Diagramm

Der Reflexionsfaktor ist als Verhaltnis der Amplituden von ricklaufender Welle zur
hinlaufenden Welle definiert (siehe Gleichung 3.11). DefinitionsgeménB ist der Reflexionsfaktor
eine komplexe Zahl mit Betrag kleiner 1 (da die Amplitude der reflektierten Welle nicht gréBer
sein kann als die der einlaufenden Welle). Bezogen auf den Reflexionsfaktor am Leitungsende
(bzw. am Leitungsanfang) bewirkt eine verlustlose Leitung eine reine Phasenverschiebung des
Reflexionsfaktors r(£ ) in Abhangigkeit der Entfernung (siehe Gleichung 3.19).
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In der komplexen Ebene lasst sich eine Leitungstransformation daher gut grafisch
interpretieren: die Leitung bewirkt eine Phasenverschiebung des Reflexionsfaktors, d.h. eine
Drehung des Zeigers r um den Ursprung. Die Richtung ist davon abhangig, ob man sich vom
Bezugspunkt weg bewegt, bzw. auf den Bezugspunkt zubewegt. Die Phasenverschiebung
insgesamt ist abh&ngig von der Leitungslange und beschreibt einen Halbkreis fir A/4, bzw. eine
volle Kreisbewegung bei A/2.

Zur Vereinheitlichung der Schreibweise werden die Werte der gegebenen Impedanz an
einem Ende der Leitung auf den Wellenwiderstand normiert (z = Z/Rw). Die normierten
Koordinaten der komplexen Impedanz-Ebene werden ebenfalls gleich ins Diagramm
Uubernommen. Auf diese Weise kann die Lésung der Transformation komplett grafisch erfolgen.
Vor allen Dingen bleibt auf diese Weise gegeniiber einem rein numerischen Verfahren der
Uberblick tiber den physikalischen Effekt erhalten.

Die folgende Abbildung zeigt den Einheitskreis des komplexen Reflexionsfaktors
zusammen mit den Koordinaten der auf den Wellenwiderstand der Leitung normierten
Impedanzen. Diese Darstellung wird nach seinem Urheber als Smith-Diagramm bezeichnet. Ein
Smith-Diagramm fiir Ubungsaufgaben findet sich im Web beispielsweise im Archiv der
Wikimedia unter Creative Commons Lizenz bei: Archiv Wikimedia.

]
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Bild 3.16 Smith-Diagramm (Quelle: Archiv Wikimedia)

Ubungen 3.9: Verwende fiir Ubungen 3.6 und 3.8 das Smith Diagramm aus der Abbildung.
Hinweis: Normiere hierzu die gegebene Impedanz am Leitungsende auf den Wellenwiderstand
(zo = Z» / Rw) und Ubertrage die Werte anschlieBend ins Diagramm.

Ubung 3.10: Wo finden sich folgende Punkte im Smith-Diagramm: (a) offene Leitung, (b) mit
dem Wellenwiderstand abgeschlossene Leitung, (c) kurzgeschlossene Leitung? Was bewirkt
eine Viertelwellentransformation einer offenen Leitung?

Ubung 3.11: Eine Leitung der Lange £ = 0,2 A mit Wellenwiderstand Rw = 50 Ohm ist mit einer

komplexen Impedanz Z, = (25 + j75) Ohm abgeschlossen. Berechne die Eingangsimpedanz.

Die innerhalb des Einheitskreises des Reflexionsfaktors wiedergegebenen Koordinaten
der komplexen Impedanz-Ebene im Smith-Diagramm kommen durch die Transformation gemaf
Gleichung (3.20) zustande. In normierter Schreibweise mit zo = Z, / Rw bzw. allgemein fir z =
Z / Rw lautet Gleichung (3.20) wie folgt.

z-1

r= (3.26)

z+1

Der Ursprung der z-Ebene (Impedanz-Ebene) wird somit in den Punkt r = -1 abgebildet.
Die x-Achse (Abszisse) der z-Ebene mit dem Realteil der Impedanz bleibt in der r-Ebene
erhalten. Der angepasste Zustand mit z=1 bildet dabei in den Koordinatenursprung der r-Ebene
ab. Mit wachsendem Abschlusswiderstand (bis offene Leitung) bewegt sich die Abbildung in der
r-Ebene weiter nach rechts (bis r=1).

Die imagindre Achse der z-Ebene (Ordinate) startet ebenfalls von der Abbildung des
Koordinatenursprungs bei r = -1 aus und bildet die duBere Begrenzung des Einheitskreises in
der r-Ebene. GroBe positive bzw. negative Imaginarteile treffen sich mit groBen Realteilen im
Punkt r = 1. Parallelen zur imagindren Achse in der z-Ebene (konstanter Realteil) sind in der r-
Ebene ebenfalls zu Kreisen im Inneren des Einheitskreises verbogen.

Die Kreise innerhalb des Smith-Diagramms stellen also Orte (Impedanzen) mit
konstantem Realteil dar. Umgekehrt stellen die Parallelen zur positiven reellen Achse in der z-
Ebene, die in der r-Ebene von der auf den Einheitskreis gebogenen imaginaren z-Achse aus
zum Punkt r = 1 verlaufen, Orte mit konstantem Imaginarteil der Impedanz z dar.

Ubung 3.12: Die z-Halbebene mit negativem Realteil wird im Smith Diagramm nicht abgebildet.
Welche Einschrédnkungen ergeben sich dadurch?

Ubung 3.13: Durch Spiegelung am Ursprung der r-Ebene I&sst sich im Smith-Diagramm der
Kehrwert einer Impedanz ermitteln. Prufe diesen Zusammenhang nach.

3.7. Verlustbehaftete Leitung

Im allgemeinen Fall kann man davon ausgehen, dass eine Leitung zuséatzlich zum
Induktivititsbelag einen Widerstandsbelag aufweist (bedingt durch ohmsche Verluste), sowie
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zusétzlich zum Kapazitatsbelag einen Leitwertbelag (bedingt durch Verluste im Dielektrikum).
Die folgende Abbildung zeigt das Ersatzschaltbild eines solchen Leitungsabschnitts.

R’ Lf

T

dz

Bild 3.17 Ersatzschaltbild der verlustbehafteten Leitung

Die Differentialgleichung der verlustbehafteten Leitung wird auch als Telegraphen-
gleichung bezeichnet. Der Name deutet auf die Relevanz der Leitungsverluste im nieder-
frequenten Bereich (10kHz) und lange Leitungen (ca. 5 km) hin. Die Herleitung der Differential-
gleichung geschieht auf die gleiche Weise wie eingangs in Abschnitt 3.1 gezeigt. Fur die
differentielle Spannung und den differentiellen Strom ergeben sich aus dem Ersatzschaltbild
folgende Beziehungen.

-dU/dz = (R +jwL) | (3.27)
-dl /dz = (G +joC’) U (3.28)

Durch erneutes Differenzieren von (3.27) nach d/dz und anschliessendes Einsetzen von
(3.28) in (3.27) ergibt sich die Telegraphengleichung:

d2U /dz2 = (R'+jwl’) (G +jwC’) U (3.29)

Als Ldésungsansatz kommt wiederum eine Kombination aus hinlaufender und
ricklaufender Wellen in Frage, wie bereits in Abschnitt 3.1 in Gleichung (3.4) eingefuhrt.

U(z) =Une¥z + Urev? (3.30)
Allerdings ist die Ausbreitungskonstante vy jetzt eine komplexe GréBe der Form
vy=a+jB= V(R +jwL) (G+jwC)) (3.31)

Hierbei bezeichnet a = Re{y} die Dampfungskonstante und B = Im{y} die Phasen-
konstante der Welle. Aus diesem Ansatz heraus lassen sich die Gleichungen fiir Spannung und
Strom wiederum berechnen. Gegenuiber der Berechnung aus Abschnitt 3.1 kommt jetzt die ein
exponentieller Ausdruck e-az mit der Dampfungskonstante a dazu. Bei Beschrankung auf die die
hinlaufende Welle ergibt sich folgender Ausdruck.

U(z) = Unh e¥2= Un ez g -6z (3.32)

Den Spannungsverlauf u(z,t) nach Ort und Zeit erh&lt man wie gewohnt durch Ergdnzung
des zeitabhangigen Anteils e #@tund Bildung des Realteils, wobei Un = [Un| €i®on verwendet wird.

u(z,t) = Re { Un ez g -ifz g ot}
u(z,t) = |Un| ez cos (wt - Bz + Pon) (3.33)

Je langer die Spannungswelle die Leitung durchlduft, desto starker wird sie gedampft.
Das ubrige Verhalten entspricht dem der verlustlosen Leitung. Durch Differenzieren der
Spannung in Gleichung (3.32) nach dz und Einsetzen der Lésung in Gleichung (3.27) Iasst sich
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der Strom ermitteln, sowie aus dem Verhdltnis von Spannung und Strom dann der
Wellenwiderstand der verlustbehafteten Leitung. Fir den komplexen Wellenwiderstand erhalt

man:
R+ joL’
7 = _
= Vo3 oG (3.34)

Ubung 3.14 : Berechne Gleichung (3.34) unter Verwendung von (3.27), (3.31) und (3.32)

Ubung 3.15: Wie verhélt sich der komplexe Wellenwiderstand (3.34) fiir hohe Frequenzen?

Ob ein komplexer Wellenwiderstand zu bericksichtigen ist, kann man bei gegebener
Frequenz und gegebenen Impedanzen und Admittanzen entscheiden. In der Regel Uberwiegt
bei Frequenzen oberhalb 100 kHz der frequenzabhangige induktive und kapazitive Anteil, so
dass man sich auf den reellen Wellenwiderstand Zw = Rw = V(L'/C") beschranken kann.

In der Praxis der Hochfrequenztechnik Uberwiegt daher die verlustlose Leitung. Als
Spezialfall kann man Leitungen mit geringen Verlusten betrachten, d.h. R'<< joL"” und G'<<
jwC’. Hierbei beldsst man den Wellenwiderstand als reelle GréBe gemaB Rw = V(L'/C"), fiihrt
jedoch eine Dampfungskonstante ein, die sich aus folgender Vereinfachung ergibt.

v2= (R+joL") (G'+jwC)
v2=(jw)2CL (1 + R/jwL" + G'/jwC” + R°'G'/(jw)2C’'L") (3.35)

Der letzte Ausdruck mit den quadratischen Anteilen kann hierbei vernachlassigt werden.

Unter Verwendung der Naherung v (14x) = 1 + x/2 fiir x<<1 ergibt sich folgender Wert.

Y = (jw)VC'L" + 1/2 (R/Rw + G'Rw) (3.36)
Somit wéren

a=Re{y}=1/2 (R/Rw + G'Rw) (3.37)

B=Im{y} =wVC'L (3.38)

Die Dampfungskonstante a enthélt einen Anteil fir die ohmschen Verluste (R") im Leiter,
sowie einen Anteil (G”) fir die Verluste im Dielekirikum. Die Phasenkonstante B verbleibt in der
bekannten Form wie bei der verlustlosen Leitung.
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4. Streuparameter

Mit Hilfe der Streuung von Wellen lassen sich die Eigenschaften von Schaltungen mit
mehreren Eingdngen oder Ausgéngen beschreiben. Diese sogenannten Streuparameter haben
die Eigenschaft, dass sie sich messtechnisch leichter erfassen lassen als Impedanzen oder
Admittanzen. Schaltungen mit zwei Toren (z.B. einem Eingangstor und Ausgangstor)
bezeichnet man als Zweitore. Die Abbildung zeigt ein Zweitor, das an jedem Tor mit einer
Leitung beschaltet ist.

Z, Z,
|y 5!
— iU,  Zweitor Uy |
Ry : | Rw;
—a —o—
Ly E 2
WellengréBen a1, b1, az, b2
ry I
a o a
; +> Zwesitor “ o ?
1 ' : 2
S S —O—
Rw1 . Rw,

Bild 4.1 Zweitor mit Anschlussleitungen und WellengréBen

Die Eigenschaften des Zweitors lassen sich mit Hilfe der Spannungswellen bzw.
Stromwellen an jedem Tor beschreiben. Jedes Tor fiir sich betrachtet stellt einen Abschluss der
jeweils angeschlossenen Leitung dar. Die beiden Tore sind mit 1 und 2 indiziert. Fur die
Beschreibung des Zweitors durch Streuparameter werden zunachst WellengréBen als normierte
Spannungswellen eingefiihrt.

4.1. Einfuihrung von WellengréBen

Als WellengréBen a und b werden folgende normierte Spannungswellen eingefihrt,
wobei i den Torindex bezeichnet.

ai = Uni / VRwi (4.1)
bi = Ui / VRwi (4.2)

Somit stellt a1 die am Tor 1 einlaufende normierte Spannungswelle dar, by die von Tor 1
reflektierte, zurticklaufende normierte Spannungswelle. Die Normierung erfolgt an jedem Tor auf
den Wellenwiderstand der jeweiligen Anschlussleitungen, ist also fiur die beiden Tore
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unterschiedlich. Die jeweiligen Reflexionsfaktoren r1 bzw. r2 erhélt man wie gewohnt aus dem
Verhéltnis der rlcklaufenden zur hinlaufenden Spannungswelle, wobei sich hierzu auch die
normierten GréBen a; und b; verwenden lassen.

Die physikalische Einheit der WellengréBen ist V//Q. Die Normierung auf die Wurzel der
Wellenwidersténde verfolgt den Zweck, dass sich aus den WellengréBen recht einfach die
Leistung berechnen lasst. So ergeben sich fur die auf das Tor i zulaufende Wirkleistung bzw.
vom Tor i reflektierte Wirkleistung auf der Anschlussleitung:

Pai = (ai a')/2 = 1ail2/ 2 (4.3)
Pyi = (bi bi")/2 = Ibil2/ 2 (4.4)

Hierbei bezeichnen a” und bi" die konjugiert komplexen GréBen zu ai und b; (der
Imaginarteil der konjugiert komplexen GréBe hat jeweils das umgekehrte Vorzeichen des
Imaginarteils der GroBe).

Ubung 4.1 : Priifen Sie die Beziehungen (4.3) und (4.4) mit Hilfe der Spannungswellen und
Stromwellen geméaB Abbildung 4.1 nach. Hinweis: Un und U; besitzen komplexe Amplituden,
keine Effektivwerte.

Die WellengréBen stellen nur eine normierte Schreibweise dar. Alls bisher mit Hilfe der
Spannungswellen, Stromwellen hergeleiteten Zusammenhéange bleiben weiterhin glltig. Aus
den WellengréBen lassen sich unmittelbar die Spannungswellen und Stromwellen berechnen.
Hierfir werden folgende Zusammenhénge benutzt:

Ui = Uni + U (4.5)
li = (Uni - Ur) / Rwi (4.6)

Durch Einsetzen der Beziehungen (4.1) und (4.2) erhalt man hieraus die Spannungen
und Stréme an den Toren.

Ui = (ai + bi) VRwi (4.7)
li = (ai - b)) / VRwi (4.8)

Ubung 4.2: Zeigen Sie, dass sich umgekehrt die WellengréBen aus den Spannungen und
Strdmen an den Toren mit folgendem Ergebnis berechnen lassen:

ai=(Ui+Rwil)/ (2 \/RWi) (4.9)

bi = (Ui - Rwi ) / (2 VRwi) (4.10)

4.2. Beschreibung eines Zweitors durch Streuparameter

Die Streuparameter geben das Verhalten des Zweitors bzgl. der WellengréBen wieder,
d.h. welche reflektierten WellengréBen bzw. transmittierten Wellengr6Ben sich aus den
einlaufenden WellengréBen an beiden Toren ergeben. Die Wellengr6Ben werden durch die
Streuparameter miteinander verknupft. Fiir die Reflexionsfaktoren ry und r2 an Tor 1 bzw. Tor 2
ist das nichts Neues. Jedoch zeigen die Streuparameter auch Abhéngigkeiten zwischen beiden
Toren, d.h. den jeweils transmittierten Teil.
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Wie in der Abbildung gezeigt, ergibt sich die an Tor 1 zurlicklaufende WellengréBe b1 aus
dem an Tor 1 reflektierten Anteil von a1, sowie aus dem an Tor 2 transmittierten Anteil von ax.
Ebenso ergibt sich die an Tor 2 zuriicklaufende WellengrdéBe bz aus dem an Tor 2 reflektierten
Anteil von az, sowie dem an Tor 1 transmittierten Anteil von aj.

Zweitor
a _ b
1 821 2
ﬂ S
_—] Sy S22 o
b, S, . a,
Rwi1 R

Bild 4.2 Streuparameter des Zweitors

Es ergeben sich also die Gleichungen:
b1 =s1ar+siza (4.11)
b2 =521 @1 + Sz @2 (4.12)

In Matrixform ergibt sich mit Hilfe der Streumatrix S der gleiche Zusammenhang in
folgender Schreibweise:

b, S Si2 ay
- (4.13)
b, Sy S ay
[ —;

S

Die einzelnen Streuparameter lassen sich mit Hilfe spezieller Randbedingungen fir aj
bzw. a2 interpretieren.

s11 = by / aq fUr a2 = 0: Eingangsreflexionsfaktor bei angepasstem Ausgang (4.14)
S12 = b1 / a2 fir a1 = 0: Ruckwartstransmissionsfaktor bei angepasstem Eingang (4.15)
Se1 = bz / a1 fir a2 = 0: Vorwartstransmissionsfaktor bei angepasstem Ausgang  (4.16)
S22 = ba / az fur a1 = 0: Ausgangsreflexionsfaktor bei angepasstem Eingang (4.17)

Dass s11 und s22 Reflexionsfaktoren am Eingang bzw. Ausgang darstellen, ergibt sich
unmittelbar durch Einsetzen von (4.1) und (4.2) in die Gleichungen (4.14) und (4.17).

Ubung 4.3: Weisen Sie nach, dass si1 und s> Reflexionsfaktoren am Eingang bzw. Ausgang
darstellen.

Da die speziellen Randbedingungen jeweils Anpassung an der gegenlberliegenden Seite
bedeuten, sind die Streuparameter ndher am gewdinschten Arbeitspunkt und messtechnisch
ebenfalls erfassbar. Bei Impedanzmatrizen bzw. Admittanzmatrizen hatte man als Rand-
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bedingungen Kurzschliisse bzw. Leerlauf. Solche Randbedingungen sind bei hochfrequenz-
technischen Schaltungen bzw. bei Verstarkern wesentlich unguinstiger realisierbar.

4.3. Eigenschaften aus Streuparametern ablesen

Leistungsbilanz

Der Eingangsreflexionsfaktor (bzw. Ausgangsreflexionsfaktor) gestattet unmittelbar die
Berechnung der am Eingang (bzw. Ausgang) reflektierten Wirkleistung (siehe Gleichungen (4.3)
und (4.4)), wenn die jeweils andere Seite angepasst ist. Aus der reflektierten Leistung lasst sich
unmittelbar die vom Zweitor aufgenommene Leistung bestimmen.

Ubertragene
Leistung

Einfligedampfung

Reflexion

Zweitor

Bild 4.3 Leistungsbilanz

So betrachtet verursacht die Reflexion eine Reduktion der Leistung, bzw. eine
Reflexionsddmpfung (engl. Return Loss). SinngemaB ergibt sich aus den Transmissions-
faktoren die Einfugedédmpfungen (engl. Insertion Loss), bzw. bei Verstarkern die Einflige-
verstarkung. In logarithmischer Schreibweise lassen sich aus den Streuparameter unmittelbar
Leistungsfaktoren bzw. Ddmpfungen ablesen.

Verlustfreiheit

Ein passives Zweitor ist verlustfrei, wenn in keinem Betriebszustand Energie verloren
geht. Aufgenommene Leistung muss also wieder zum Vorschein kommen, bzw. die Summe der
zulaufenden und ablaufenden Wirkleistung muss konstant sein.

Fir ein mit a1 gespeistes Zweitor bedeutet das: Pat1 = Po1 + Po2. Flr ein mit a2 gespeistes
Zweitor gilt sinngemé&B: Pa2 = Pp2 + Poi. Flr ein verlustloses Zweitor ergibt sich hieraus fir die
Streuparameter:

Is1112 + Is2112 =1 (4.18)

IS02l2 + 181212 =1 (4.19)

Ubung 4.4: Weisen Sie (4.18) nach. Hinweis: Verwenden Sie Par = Po1 + Pp2, sowie die
Gleichungen (4.3) und (4.4).

Ubertragungssymmetrie

Sofern bei einem Zweitor si2 = s21 gilt, ist das Zweitor Ubertragungssymmetrisch (bzw.
reziprok). In diesem Fall kénnen Ort von Ursache und Wirkung vertauscht werden, ohne dass
sich die Beziehungen zwischen Ursache und Wirkung &ndern. Mit anderen Worten spielt es
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keine Rolle, ob das Zweitor vorwarts oder rickwérts herum eingebaut wird, sofern seine
Bezugswiderstédnde an beiden Toren gleich sind.

Ubertragunssymmetrie (Reziprozitat) ist bei Zweitoren gegeben, die aus Widerstéanden,
Kapazitadten und Induktivitdten bestehen. In der Regel also dann, wenn passive und verlustlose
Komponenten und Materialien verwendet werden, die keine richtungsabhéngigen (anisotrope)
Eigenschaften haben.

Vollsténdige Symmetrie

Eine vollstdndigen Symmetrie ist dann gegeben, wenn nicht nur die Transmissions-
faktoren in beiden Richtungen gleich sind (Ubertragungssymmetrie, si2 = s»1), sondern
zusatzlich die Reflexionsfaktoren, also si11 = s21. Eine solche Symmetrie ist beispielsweise bei
symmetrischem Schaltungsaufbau gegeben.

Rdckwirkungsfreiheit

Ein Zweitor ist rickwirkungsfrei, wenn es in einer Richtung Ubertragt, in der umgekehrten
Richtung jedoch nicht. Ruckwirkungsfreiheit ist mit Symmetrie natlrlich nicht vereinbar. Ein
rackwirkungsfreies Verhalten besitzen beispielsweise Verstérker, die in Vorwartsrichtung ideal
Ubertragen, in Ruckwartsrichtung jedoch eine hohe Isolation (mdglichst geringe Ruckwarts-
Ubertragung) aufweisen. FUr die Streuparameter ergibt sich bei Riickwirkungsfreiheit dann si2 =
0 (keine Rickwartstbertragung) und sz1 # 0 (=1 bei idealer Vorwartstubertragung)).

4.4. Streuparameter berechnen

Die in der folgenden Abbildung gezeigte Schaltung zeigt ein Zweitor mit Eingangs-
impedanzen Z1 und Z», sowie mit den Bezugswiderstdnden Rws und Rwe. Fir die Bestimmung
der Streuparameter ist das Zweitor definitionsgemaB an Tor 2 mit einer Last Rw2 beschaltet,
sowie an Tor 1 mit einer Last Rw1.

Z,

Zweitor il R

W2

—o—

Rw: '

Bild 4.4 Ermittlung der Reflexionsfaktoren und Transmissionsfaktoren am Zweitor
Die Reflexionsfaktoren ergeben sich unmittelbar aus den Eingangsimpedanzen Z; und
den Bezugswiderstédnden Rwi. Man erhélt mit den Randbedingungen gemaR (4.14) und (4.17):
st = (Z1 - Rw1) / (Z1 + Rw1) (4.20)
S22 = (Z2 - Rwz) / (Z2 + Rwe) (4.21)

Die Transmissionsfaktoren erhélt man aus der ans andere Tor transmittierten Spannung,
indem man das Zweitor an einem Tor mit einer angepassten Spannungsquelle speist. Die
Abbildung oben gibt die Anordnung zur Bestimmung von sz; wieder (Vorwértstransmissions-
faktor bei angepasstem Ausgang). Man erhélt fur die Transmissionsfaktoren:
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s21= (2 U2/ Uot) * V(Rwi/Rwo) (4.22)
s12= (2 U1/ Uo2) * V(Rwz/Rw1) (4.23)

Fur sz ist die Anordnung aus Abbildung 4.4 sinngemaB mit Einspeisung Uo2 an Tor 2 und
Berechnen von U; an Tor 1 umzuandern.

Ubung 4.5: Weisen Sie die Berechnungsformel (4.22) nach. Verwenden Sie hierzu die
Definitionen (4.16), (4.1) und (4.2) sowie die Beziehung (4.5) jeweils am Eingangstor und
Ausgangstor in Bezug auf die Anordnung gemag Bild 4.4.

Als Beispiel seien die Streuparameter einer verlustlosen, angepassten Leitung berechnet.
Die folgende Abbildung zeigt die Anordnung. Die Leitung der Lange hat den Wellenwiderstand
Rw. Die Reflexionsfaktoren sind in diesem Fall beide Null, da die Leitung eingangsseitig und
ausgangsseitig angepasst ist (Innenwiderstand bzw. Abschlusswiderstand = Wellenwiderstand).

S11=82=0 (4.24)
Zweitor §
Q 1
Rw Uzi Rw
A T
ke
I

Bild 4.5 Verlustlose, angepasste Leitung

Aus Griinden der Symmetrie sind auch die Transmissionsfaktoren gleich, d.h. s21 = s12.
Der Vorwértstransmissionsfaktor ergibt sich gemaB Gleichung (4.22) zu

So1= (2 U2/ Uo1) (4.25)

Aus den Betrachtungen zur Leitungstransformation aus Abschnitt 2 ist bekannt, dass es
im angepassten Fall fir die Anordnung nach Bild 4.5 nur eine fortschreitende Spannungswelle
in Vorwartsrichtung gibt. Wenn man Die Leitung eingangsseitig durch ihren Wellenwiderstand
ersetzt, ergibt sich die Spannung U: am Eingang aus der Spannungsteilerregel zu U1 = Uo1/2,
beziehungsweise umgekehrt Uo1 = 2 U1. Zwischen Uz und U bewirkt die Leitungstransformation
Uber eine Lange ¢ gemaB der Losung der Wellengleichung (hinlaufende Welle) lediglich eine
Phasenverschiebung geman

U2 = U-| e -iBt (426)

Durch Einsetzen in Gleichung (4.25) erhalt man s21 = U2/ Uq = e B¢, Hieraus ergibt sich
die Streumatrix zu

s = (4.27)

S. Rupp, 2013 T2ELA2001.1, T2ELN2001.1 39




Elektrotechnik, 4. Semester, Wellen und Leitungen

Duale Hochsct
Baden-Wiir
Stuttgart

mh DHBW

5. Freie Wellen

Dieser Abschnitt 16st sich von den leitungsgebundenen Wellen. Im Fernfeld der Leitungen
und Antennen erhalt man freie Wellen, die sinngemaB die Echos der beschleunigten Ladungen
darstellen.

5.1. Vom Schwingkreis zum Dipol

Im elektrischen Schwingkreis findet ein periodischer Wechsel zwischen der im
elektrischen Feld (Kapazitat) gespeicherten Energie statt, und der im magnetischen Feld
(Induktivitdt) gespeicherten Energie, wie in den Abschnitt 1 gezeigt. Wenn man den
Schwingkreis zu einem Dipol aufbiegt, bleiben die Eigenschaften des Schwingkreises erhalten.
Die Felder um den Dipol breiten sich im gesamten Raum aus.

S

/u

Bild 5.1 Vom Schwingkreis zum Dipol

Die Verbreitung der Felder im Raum ist mit Abstrahlung von Energie verbunden, die
durch Zufuhr von Energie an die Antenne aufrecht erhalten wird. Die Antenne folgt so einer
erzwungen Schwingung mit der Frequenz der Einspeisung. Die elektrischen und magnetischen
Felder verhalten sich bei niedrigen Frequenzen &hnlich statischen Feldern. Die Maxima der
elektrischen Felder und magnetischen Felder wechseln sich ab, wie in Abschnitt 1 gezeigt.

i I TETTT N

S SE

Bild 5.2 Felder bei kleinen Frequenzen

Die magnetischen Feldlinien umschlieBen den Strom (bewegte Ladungen, das Maximum
des Stroms befindet sich in der Mitte des Dipols zum Zeitpunkt des Maximums des
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magnetischen Feldes). Die elekirischen Felder entspringen und enden an ihren Quellen, den
Ladungen (maximal an den Enden des Dipols zum Zeitpunkt des Maximums des elektrischen

Feldes).

Mit wachsender Frequenz machen sich Laufzeiteffekte in Bezug auf die Ausdehnung der
Anordnung bemerkbar. Wahrend der Ausbreitung der Felder im Raum findet auch ein Wechsel
der Ladungen im Dipol statt. Wenn eine Halbwelle der Schwingung der Lange des Dipols
entspricht, hat sich der Dipol wahrend der Laufzeit der Halbwelle gerade umgepolt.

| =

®
© o

®
© o

Bild 5.3 Abschntirung der Feldlinien bei hbheren Frequenzen

Bezlglich der Abstrahlung des Dipols unterscheidet man zwischen Nahfeld und Fernfeld.
Im Nahfeld bestimmen Ladungen und Stréme das Feld, wie im Inneren der Abbildung oben zu
erkennen. Wie beim Schwingkreis sind Magnetfeld und elektrisches Feld hier nicht in Phase,
sondern wechseln ihre Maxima im Abstand einer Viertelperiode. Die Feldstarken des Nahfeldes
klingen jedoch mit wachsender der Entfernung rasch ab (mit 1/r2 bzw. 1/r3, ohne Beweis).

Im Fernfeld spielen die Strdome und Ladungen des Dipols keine unmittelbare Rolle mehr.
Elektrische und magnetische Felder sind miteinander verkoppelt und bedingen sich gegenseitig.
Der Beitrag der Feldstarken im Fernfeld dominiert mit wachsender Entfernung, da er weniger
rasch abklingt als die Beitrdge aus dem Nahfeld (mit 1/r, ohne Beweis).

5.2. Elektromagnetische Wellen im Fernfeld

Elektromagnetische Phanomene lassen sich mit Hilfe der Maxwellschen Gleichung auf
sehr allgemeine Art beschreiben. In folgenden beschreiben die Feldstarken Vektoren, wobei in
der Schreibweise auf die Kennzeichnung durch einen berstrichenen Pfeil verzichtet wurde.

rot E = - dB/dt (Induktionsgesetz) (5.1)
rot B=poJ + Ho€o dE/At (Durchflutungsgesetz) (5.2)

Das Induktionsgesetz besagt, dass Anderungen der magnetischen Induktion elektrische
Felder erzeugen koénnen. Dieser Zusammenhang wurde bereits beim Schwingkreis bzw. bei
leitungsgebundenen Wellen verwendet, wobei eine Anderung des Strom an einer Induktivitét
eine Spannung erzeugt. In Gleichung (5.1) beschreibt den allgemeinen Fall.

Die mathematische Konstruktion der Rotation (rot) sollte qualitativ als Indikator flr Wirbel
des elektrischen Feldes verstanden werden (bzw. genauer flr die Wirbeldichte eines Vektor-
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feldes). Die Entstehung solcher Wirbel der elektrischen Feldstarke ist in Abbildung 5.3 zu
erkennen. Die Anwendung dieser mathematischen Operation wird spater bei der Berechnung
der Wellengleichung gezeigt.

Das Durchflutungsgesetz besagt, dass ein Strom (Stromdichte J) ein Magnetfeld erzeugt
(erster Ausdruck in Gleichung (5.2), sowie dass auch eine Anderung der elektrischen Feldstérke
ein Magnetfeld erzeugen kann (zweiter Ausdruck in Gleichung (5.2). Die Rotation kennzeichnet
die Gestalt des Magnetfeldes in Form von Wirbeln (geschlossenen Feldlinien).

Zwei weitere Gleichungen beschreiben die Quellen der elektrischen und magnetischen
Felder. Die mathematische Konstruktion der Divergenz (div) sollte hierbei qualitativ als Indikator
fur Quellen verstanden werden.

div E = p/eo (Ladungen als Quellen elekir. Felder) (5.3)
divB=0 (magnet. Felder sind quellenfrei) (5.4)

Die bisher beschriebenen Gleichungen beschreiben den allgemein gtiltigen Fall.

rot E = - dB/at E
AR
L1 [ A 11
|Y = " I I E B
S
O
Bild 5.5 Fernfeld

Im Fernfeld des Dipols lassen sich die folgenden Vereinfachungen treffen: (1) Der Strom
spielt fern des Dipols spielt keine Rolle. Hierdurch entféllt der erste Ausdruck auf der rechten
Seite im Durchflutungsgesetz. (2) Fern des Dipols sind auch die elektrischen Felder quellenfrei.
Hierdurch entfallt der Ausdruck (Ladungsdichte p) auf der rechten Seite der Gleichung (5.3).

Zusammengefasst gelten fiir Wellen im Fernfeld folgende Bedingungen:

rot E = - dB/ot (Induktionsgesetz) (5.5)
rot B = poeo JE/dt (Durchflutungsgesetz) (5.6)
dvE=0 (elektr. Felder sind quellenfrei) (5.7)
divB=0 (magnet. Felder sind quellenfrei) (5.8)

Diese Gleichungen beschreiben auf allgemeine Weise die Spielregeln fir elektro-
magnetische Wellen im Fernfeld einer Antenne. L&sungen dieser Gleichungen sind
elektromagnetische Wellen, bei denen das elekirische und magnetische Feld miteinander
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verkoppelt ist, d.h. beide Felder treten gemeinsam auf und Richtung und Phase der Felder
stehen in fester Beziehung zueinander.

Es ist auch unmittelbar zu erkennen, dass die Kopplung der Felder im statischen Fall
nicht funktioniert: Falls E = konstant (d.h. im elektrostatischen Fall) ergibt sich sich kein
magnetisches Feld. Falls B = konstant (d.h. fur statische magnetische Felder) ergibt sich kein
elektrisches Feld.

Beispiele fur die Losungen der Gleichungen fir Wellen im Fernfeld sind ebene Wellen
(mit Wellenfront in Ausbreitungsrichtung), Kugelwellen, linear polarisierte Wellen, zirkular
polarisierte Wellen und viele andere Wellentypen. Uberlagerungen einzelner Wellen sind
ebenfalls Lésungen der Gleichungen.

5.3. Ebene Wellen als L6sung

Als Bespiel fur eine Lésung des Gleichungssystems fur Wellen im Fernfeld (d.h. ohne
Ladung und Strom) wird eine linear polarisierte, ebene Welle betrachtet. Die elektrische
Feldstarke und magnetische Flussdichte der Welle lassen sich in vektorieller Form wie folgt
beschreiben. Dabei wird angenommen, dass die elektrische Welle in der x-Ebene schwingt und
sich in Richtung der z-Achse ausbreitet. Die magnetische Welle schwingt in der y-Ebene.

Bild 4.6 Feldstdrken der ebenen linear polarisierte Welle

Elektrisches Feld:

Ex (x,y,2,t) = Eo sin(wt - Bz) (5.9)
Ey (X’y,z,t) =0 (510)
E; (x,y,z,t) =0 (5.11)

Magnetisches Feld:

Bx (x,y,z,t) =0 (5.12)
By (x,y,z,t) = Bo sin(wt - Bz) (5.13)
B: (x,y,z,t) =0 (5.14)

Der Ansatz lasst sich nun durch Einsetzen in die Maxwellgleichungen Uberprifen.
Komponentenweise ergibt sich fur rot E = - dB/dt geméaB Gleichung (5.5):
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8Ez/8y - aEy/aZ = - dBy/at (515)
aEx/aZ - aEz/aX =- aBy/at (516)
OE,/8x - AE/dy = - IB./at (5.17)

Fur die ebene Welle liefern hierzu gemaB Gleichungen (5.9) bis (5.11) nur die x-
Komponente von E einen Beitrag, sowie die y-Komponente von B gemaB Gleichungen (5.13).
Einsetzen in die Gleichungen (5.15) und (5.17) ergeben auf beiden Seiten 0. Fir (5.16) erhalt
man:

- B Eo cos (wt - Bz) =- w Bo cos (wt - Bz) (5.18)

Komponentenweise ergibt sich fur Gleichung (5.6) rot B = pogo JE/at:

9B./dy - 9By/dz = HoEo AEX/A (5.19)
9Bx/dz - AB./dX = Moo OE,/dt (5.20)
3By/dx - AB/dy = Moo OE/dt (5.21)

Einsetzen der Ldsung (5.9) bis (5.14) in die Gleichungen (5.20) und (5.21) ergibt auf
beiden Seiten 0. Fur (5.19) erhalt man:

B Bo cos (wt - Bz) = w Hogo Eo cos (wt - B2) (5.22)
Uberpriifen der Quellenfreiheit gemaB Gleichungen (5.7) und (5.8) ergibt:

div E = dEx/0x + JEy/dy + 0Ez/0z =0 (5.23)

div B = dBx/0x + dBy/dy + dBz/0z =0 (5.24)

Somit ware gezeigt, dass die ebene Welle gemaB Vorgabe (5.9) bis (5.14) eine Lésung
der Maxwellgleichungen ist. Die Maxwellgleichungen (5.5) bis (5.8) verlangen, dass E und B
senkrecht aufeinander stehen und nicht phasenverschoben zueinander sind. Ein Ansatz, der
diese Bedingungen nicht erfilllt, wiirde der Uberpriifung nicht standhalten.

AuBerdem liefern die fir die ebene Welle abgeleiteten Gleichungen (5.18) und (5.22)
folgende Bedingungen:

BEo=wBo (5.25)

B Bo = w Mogo Eo (5.26)
Hieraus ergibt sich durch Auflésen nach B und Gleichsetzen:

Bo?/Eo? = Ho€o (5.27)
Durch Einsetzen in (5.25) erhalt man:

w/B = ¢ = 1/ V(Hogo) (5.28)

Das Verhélinis der Kreisfrequenz zur Phasenkonstante (Wellenzahl) entspricht der
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle, in diesem Fall unter Freiraumbedingungen also der
Licht-geschwindigkeit c.

Zusammengefasst ist die ebene Welle eine Lésung der Maxwellgleichungen, da
E und B als senkrecht zur Ausbreitungsrichtung orientiert sind (transversale Welle)
E und B senkrecht aufeinander stehen
die Amplituden der Felder E und B sich verhalten wie Bo/Eo = V(jo€0)
E und B in Phase sind zueinander
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Kreisfrequenz und Wellenzahl sich verhalten wie w/B = 1/ V(ogo).

Die Wellen im Beispiel war linear polarisiert, d.h.die Feldstarke E verblieb stets in einer
Richtung (x-Achse). Wenn E die Polarisationsrichtung vorgibt und B dem Vektor E folgt, sind
unter Einhaltung der genannten Bedingungen auch andere Félle denkbar, wie z.B. zirkulare
bzw. elliptische Polarisation.

5.4. Wellengleichungen

Aus den Maxwellgleichungen lassen sich auch Wellengleichungen fiir E und B herleiten.
Die Vorgehensweise entspricht hierbei ganz dem in den Abschnitten 2 und 3 fir leitungs-
gebundenen Wellen. Hierbei geht man aus von den Beziehungen aus Abschnitt 5.2:

rot E = - oB/at (Induktionsgesetz) (5.5)

rot B = pogo oE/ot (Durchflutungsgesetz) (5.6)

Erneute Anwendung der Operation rot auf beide Seiten von (5.5) ergibt

rot rot E = - rot dB/dt = - 9/t rot B (5.29)
Durch Einsetzen von (5.6) ergibt sich

rot rot E = - po€o 92/0t2 E (5.30)
Der Ausdruck auf der linken Seit verlangt hierbei noch nach mathematischer Pflege:

rot rot E = grad (div E) - AE (5.31)

Wegen der Quellenfreiheit nach Gleichung (5.7) ist div E = 0. Somit ergibt sich die
Wellengleichung fiir die elektrische Feldstérke in vektorieller Form.

AE = pogo 32/0t2 E (5.32)

Hierbei bezeichnet A den Laplace Operator. Gleichung (5.32) bedeutet komponenten-
weise ausgeschrieben:

FPE/Ot2 = 1/(pogo) ( B2Ex/dx2 + B2Ex/dy2 + 32E,/922) (5.33)
OPE,/ot2 = 1/(pogo) ( 2E,/0x2 + 2E,/dy2 + 92E,/dz2) (5.34)
O2E/0t2 = 1/(pogo) ( B2E/Ix2 + 2EL/dy2 + 02E1922) (5.35)

Aus der Wellengleichung lasst sich die Ausbreitungsgeschwindigkeit direkt ablesen,
namlich ¢ = 1V(Wogo). Fiir das Magnetfeld erhalt man auf die gleiche Weise ebenfalls eine
Wellengleichung. Ohne weitere Herleitung ergibt sich:

AB = pogo 9%/0t2 B (5.36)

Auch hier ergibt sich als Ausbreitungsgeschwindigkeit die Lichtgeschwindigkeit. Die
Anwendung des Laplace Operators erfolgt sinngemaB wie fir den Vektor der elekirischen
Feldstarke. Als abgeleitete GréBen sind die Wellengleichungen jedoch weniger aussagekréftig
als die Maxwellgleichungen. Die Wellengleichungen liefern beispielsweise nicht mehr die
Kopplung zwischen E und B. Zusammenhéange wie am Ende von Abschnitt 5.3 aufgezéhlt, sind
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nicht aus den einfacheren Wellengleichungen abzuleiten, sondern aus den Maxwellgleichungen
gemaB (5.5) bis (5.8).

5.5. Kugelwellen

Wahrend ebene Wellen eine ebene Wellenfront aufweisen und mit konstanter Feldstarke
in ihrer Ausbreitungsrichtung den Raum durchwandern, gehen Kugelwellen radial von einem
Punkt aus. Kugelwellen haben in alle Richtungen die gleiche Amplitude. Allerdings nimmt die
Feldstarke mit der Entfernung ab, da sich die Welle ja in den Raum verteilt.

Mathematisch lassen sich Kugelwellen beschreiben durch
E (r, t) = (Eo/ Irl) sin(wt - B2) (5.37)

Hierbei ist E der Vektor der elektrischen Feldstarke, und r der Vektor der Ortskoordinate
in Kugelkoordinaten. Die Feldstérke ist in bei gegebener Entfernung Irl zum Ursprung in allen
Richtungen konstant und nimmt mit der Entfernung ab.

Da die Energie der Welle, die durch die gesamte Kugeloberflache hindurchgeht, konstant
ist, die Kugeloberflache jedoch mit dem Quadrat der Entfernung (des Radius) zunimmt, nimmt
die Energie der Welle bezogen auf die Flache im Quadrat der Entfernung ab. Da die Energie
eine quadratische Funktion des Amplitude der Feldstérke ist, nimmt die Feldstarke linear mit der
Entfernung ab, d.h. im Verhéltnis 1/Irl.
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6. Ubungen

6.1. Leistungsanpassung

Eine Spannungsquelle mit Innenwiderstand 8 Q versorgt eine Last Re.

(1)  Berechne die von der Last aufgenommene Leistung.

(2) Wann ist die aufgenommene Leistung maximal?

(3) Wie groB ist die aufgenommene Leistung im Maximum (in Abh&ngigkeit der
Quellspannung u1)?

R1
8 Q—0—
U 4 Q
R. |8
L 16 Q

(4) Berechne die in R2 umgesetzte Leistung P2an im angepassten Fall in Abhéngigkeit
von Ri. Setze die in Rz im allgemeinen Fall umgesetzte Leistung P2 ins Verhdltnis
zu P2an. Hinweis: Bezeichnet man das Maximum als angepassten Fall (R2=R1), so
ergibt sich fir das Verhaltnis aus der an Rz umgesetzten Leistung P2 zur an Rz im
angepassten Fall umgesetzten Leistung P2an die folgende Beziehung: P2/P2an =
4R1R2/ (R1 + R2)2.

&

6.2. Hochfrequenzanwendungen

Welche Anschliisse aus der Rechnerwelt bzw. Haushalt fallen nach Uberschlagiger
Berechnung der Wellenlange unter die Kategorie ,Hochfrequenztechnik*:

(1)  serielle Schnittstelle mit 9600 Baud?

(2) USB 2.0 mit Datenrate von ca. 300 Mbit/s Gber Kabel von ca. 1 m Lange?
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VGA Anschluss fir Datenprojektor mit 1024 x 768 Bildpunkten Auflésung und 75
Hz Bildfrequenz Uber 5 m Kabel?

Prozessorkarten und Motherboards mit 2 GHz Taktfrequenz?

Feldbusse in der industriellen Fertigung mit Fast Ethernet (100 Mbit/s) Uber 20
Meter?

DCF77 Empfénger mit 77,5 kHz zur Uhrensynchronisation in Geraten?

6.3. Leitungstransformation

Der Abschlusswiderstand Rp,=8Q aus Aufgabe 1.1 wird und Uber ein 10 Meter langes
Koaxialkabel mit 75 Q Wellenwiderstand und Verkirzungsfaktor v/ic = 0,66 angeschlossen

(RG-59 Ante

, a

nnenkabel). Die Einspeisung befindet sich an der Stelle a.

y

v

b
Reflexionsfaktor 'y (:i)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

S. Rupp, 2013

Berechne das Verhéltnis I/A bei folgenden Frequenzen: (a) 10 kHz, (b) 100 kHz, (c)
1 MHz, (d) 3 MHz.

Berechne den Reflexionsfaktor r, am Ende der Leitung.

Berechne den Reflexionsfaktor ra am Anfang der Leitung zu den gegebenen
Frequenzen (numerisch, bzw. grafische Darstellung des Effektes im Smith-
Diagramm).

Berechne den Eingangswiderstand Za bei den gegebenen Frequenzen (mit Smith-
Diagramm).

Wie wirde sich ein Viertelwellentransformator auf Z, auswirken? Bei welcher
Frequenz ergibt sich dieser Effekt?

Welcher Anteil der Leistung im Vergleich direkten Anschluss von Ry an der
Einspeisung wird beim Viertelwellentransformator von der Leitung noch auf-
genommen?

Mit welchem Abschlusswiderstand muisste man die Viertelwellenleitung ab-
schlieBen, um den Eingang an die Quelle anzupassen?

Die Kapazitat des Kabels ist mit 68 pF pro Meter angegeben. Berechne mit Hilfe
des Wellenwiderstandes und des Kapazitatsbelags die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit der Welle auf dem Kabel. Welcher Verkirzungsfaktor ergibt sich?
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6.4. Leistungsaufnahme bei komplexen Abschlusswiderstanden

Ein 50 Q Kabel wird mit den folgenden Widerstidnden abgeschlossen. Welche Leistung
wird bezogen auf 1 W Eingangsleistung aufgenommen? Bemerkung: Die aufgenommene

Leitung ist aus der reflektierten Leistung zu berechnen (Pref = Ir12 * Pin).

(1)
(2
3
4

6

)
)
)
)
)
7)

—_— e~ o~~~
9]

Ro=10Q

Rp=25Q

Zp =j 25 Q (reine Induktivitat)

Zp =-j 100 Q (reine Kapazitéat)

Zp =10 Q -j 100 Q (verlustbehaftete Kapazitat)
offene Leitung

kurzgeschlossene Leitung

6.5. Stehwellenverhéaltnis

Wahrend die Totalreflexion zu stehenden Wellen auf einer Leitung flhrt, fuhrt eine
teilweise Reflexion zu einer ,Welligkeit* der Spannungswellen und Stromwellen auf der Leitung.
Die lokalen Minima und Maxima lassen sich messtechnisch gut erfassen. Das sogenannte
Stehwellenverhaltnis s (bzw. auf englisch SWR - standing wave ratio) gibt das Verhaltnis der
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Maxima zu den Minima an. Da die Maxima aus der positiven Uberlagerung von hinlaufender
und ricklaufender Welle entstehen (fir die Spannung also Umax = |Unl + [Ul), die Minima aus

der negativen Uberlagerung von hinlaufender und riicklaufender Welle (Umin = [Unl - 1Ul), ergibt

sich das Stehwellenverhéltnis zu

s = Umax/ Unmin = (IUnl + 1Ul) / (1Unl - [U)

(1)  Stehwellenverhélinis s und der Betrag des Reflexionsfaktors Irl lassen sich
ineinander umrechnen. Zeige, dass folgende Beziehungen gelten:

s=(1+1rl)/(1 - Irl)

Irl=(s-1)/(s+1)

(2)  Wie lassen sich mit Hilfe des Smith-Diagramms s und Irl ineinander umrechnen?
Lésung: Da die Gleichung
Irn=(s-1)/(s+1)
in ihrer Form der Gleichung
r=(z-1)/(z+1)
fir normierte Impedanzen entspricht, lasst sich s direkt in Smith-Diagramm einzeichnen.

Das Stehwellenverhaltnis 1asst sich wie eine Impedanz auf der Projektion der reellen z-
Achse im Smith-Diagramm ablesen.

Beispiel: Es wird ein Stehwellenverhélinis von s = 3,8 gemessen.

Der zugehdrige Reflexionsfaktor ist durch Vermessung des Radius (Betrag Irl) zu
ermitteln. Hierzu sind geeignete Smith-Diagramme mit einer Skala fUr r ausgestattet, an der der
Betrag unmittelbar per Zirkel abgelesen werden kann.
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% Stehwellenverhaltnis
zugehdriger

LR
57
LERRERS
AL
AR
QYA SesSey:
7

sfaktor

Reflexion

L
L

Beispiel: z, = 0,5 -1 0,33

Umrechnung von s und Iri: (1) s wie eine Impedanz eintragen, zugehdrigen Betrag Irl im

Diagramm ablesen. (2) Z, Représentant fur r ins Diagramm eintragen, s ergibt sich auf dem

Kreis mit Irl auf der reellen Achse und wird wie Re (z) an dieser Stelle abgelesen.

<4 Startpunkt:

1\

o5

%
S
%

o

S

“

-j0,33

5

’

z2,=0

!

)9
X

t‘a::ﬁ

.
ot

zugehoriger

<
S5

o%
<>
5

sfaktor

Reflexion

* Stehwellenverhéltnis

2,2

S =
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T2ELA2001.1, T2ELN2001.1

S. Rupp, 2013



Elektrotechnik, 4. Semester, Wellen und Leitungen -- D H BW

[ l Ho
,'.‘ (

Stu((girt

6.6. Blindwiderstande und Blindleitwerte im Smith-Diagramm

Blindwiderstédnde (Reaktanzen) bzw. Blindleitwerte (Suszeptanzen) bilden auf die
imagindre Achse eines komplexen Widerstands (Impedanz) bzw. eines komplexen Leitwertes
(Admittanz) ab. Transformationen durch Blindwiderstdnde bzw. Blindleitwerte sind daher leicht
im Smith-Diagramm abzubilden.

(1)  Wahlen Sie als Startpunkt den Realteil eines Abschlusswiderstandes Z, im Smith-

Diagramm (z.B. z,=0,5 bzw. z,=2 oder einen anderen Wert) und ergénzen Sie als
Imaginarteil eine Induktivitat (jXb = jwL).

(2)  Welcher Weg im Diagramm ergibt sich durch Vergréssern der Induktivitat?

(3) Welcher Weg im Diagramm ergibt sich durch Verkleinern der Induktivitat?

(4) Wohin fuhrt der Weg fiir sehr groBe Induktivitdten (L->), bzw. fir sehr kleine

Induktivitédten (L->0)?
(5) Wie lasst sich aus der im Diagramm abgelesenen Reaktanz X (in Q) die bendétigte
Induktivitét in H (bzw. nH) bestimmen?
(6) Wahlen Sie als Startpunkt den Realteil eines Abschlusswiderstandes Z, im Smith-
Diagramm und ergénzen Sie als Imaginarteil eine Kapazitat (jXp = 1/ jwC = -j/wC).
(7)  Welcher Weg im Diagramm ergibt sich durch Vergrossern der Kapazitat?
Welcher Weg im Diagramm ergibt sich durch Verkleinern der Kapazitat?
(9) Wohin fiuhrt der Weg fir sehr groBe Kapazitdten (C->) bzw. fur sehr kleine

Kapazitaten (C->0)?

(10) Wie lasst sich aus der im Diagramm abgelesenen Reaktanz X (in Q) die bendétigte

Kapazitat in F (bzw. pF) bestimmen?

—_~
&

6.7. Anpassschaltung

Folgende Aufgaben sollen mit Hilfe des Smith-Diagramms gel&st werden.

(1)  Anpasskreis: Ist der Abschlusswiderstand Rp = Rw gleich dem Wellenwiderstand,
so ist die Leitung reflexionsfrei abgeschlossen. Bestimme die Lage des
Anpasskreises, fir den gilt Re {Zv} = Rw.

(2) Anpassschaltung: Die Abschlussimpedanz Zy, soll wie in der folgenden Abbildung
gezeigt mit Hilfe einer Leitung der Lange £ und einer Serienreaktanz jXs auf die

Eingangsimpedanz Z, angepasst werden.

o X, FO O

S

N
o

o——0 o

Gegeben sind folgende Werte: Rw = 75 Q, Zy = (37,5 - j25) Q, Za = 75 Q. Zur
Anpassung ist eine Leitung der Lange £, sowie ein konzentriertes reaktives Bauteil bei

einer Frequenz von 300 MHz zu verwenden. Berechnen Sie die Leitungslange und
Reaktanz. Hinweis: Bestimmen Sie Startpunkt und Ziel der Transformation im
Diagramm. Tragen Sie die Abschlussimpedanz Zy ins Diagramm ein und transformieren
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Sie durch Vergréssern der Leitungsldange bis zu einem der Schnittpunkte zum
Anpasskreis. Von dort transformieren Sie mit Hilfe der Reaktanz zum Zielpunkt der
Transformation. Die Frequenz wird anschliessend zum Umrechnen von Q in pF bzw. in
nH bzw. bendtigt.

Lésung:

Frage 1: Fur den Anpasskreis gilt Re {Zv} = Rw. Der Anpasskreis entspricht also einer
Parallelen zur imagindren Z-Achse im Punkt Rw auf der reellen Z-Achse. In normierter
Schreibweise gilt Re {zv= Z» /Rw} = 1. Lage siehe Smith-Diagramm unten.

Anpasskreis: Re (Zv) = Rw

LR
LRI
LR

4 Startpunkt:

2, =05 -j0,33

<

RS
P LRRISSS

5
<535

)
o
A
5
5

25
5

%
botes
295%
£y

QKIS
2
(S8
LS
T Se20%
*

N
o
N
o)
I
—

94
[ 775
i

Frage (2): Lésungsweg: Als Anpassregel lasst sich das Vorgehen folgendermassen
formulieren: Wirkwidersténde transformieren, Blindwiderstdnde kompensieren.

In Schritt (1) transformiert man z, mit Hilfe einer Leitung auf den Anpasskreis. Dadurch
wird der Realteil von zp auf den gewinschten Eingangswiderstand gebracht. Die Leitung in
Kombination mit z, hat eine Eingangsimpedanz mit Re (ze1 = 1).

In Schritt (2) kann man dann den Imaginarteil von z, mit Hilfe einer Serienreaktanz
annullieren, so dass die Eingangsimpedanz reell wird und dem Wellenwiderstand entspricht,
dh Ze2 = 1

Schritt 1: siehe folgendes Smith Diagramm.
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Schritt (1): durch Leitungstransformation auf
den Anpasskreis

ER KRR RS
4.2."‘.:.:‘:’:’}@“:‘:‘:‘:: 5
LB
%
ISR
.... . A

L7
3/

bR v

Leitungsléangen:

patsth et
Susteisggeieess
SRS
3 BN SBRELS
EE
QR i‘l. 4

% * l/A =0,066 + 0,156
I

¥ I/A=0,066 + 0,343

Ergebnis:
Re (z plus Leitungstransformation) = 1

Fur den ersten Schnittpunkt erhdlt man durch Ablesen der normierten Leitungslénge: l1/A
= 0,222, fur den zweiten Schnittpunkt erhalt man I2/A = 0,409.

Bei f = 300 MHz und mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit von v = 300 *106 m/s ergibt
sich eine Wellenlange von A = 1m. Somit sind |1 = 0,222 m bzw. I> = 0,409 m. (Bemerkung:
Realistisch, jedoch ohne Einfluss auf die Vorgehensweise, wére ein Verkirzungsfaktor von z.B.
v/c = 0,66).

Schritt 2: Von Schnittpunkt 1 aus kann man den Zielpunkt mit einer negativen Reaktanz
Xs erreichen, siehe folgendes Smith-Diagramm. Durch Ablesen erhélt man zs = -j 0,85. Durch
Entnormieren (Multiplikation mit Rw) erhélt man Zs = - j 63,8 Q. Mit Xs = 1/wC ergibt sich die
Kapazitat C = 1/ Xsw = 8,3 pF.

Vom Schnittpunkt 2 aus erreicht man den Zielpunkt mit einer positiven Reaktanz. Durch
Ablesen erhalt man zs = j 0,85. Durch Entnormieren (Multiplikation mit Rw) erhélt man Zs = j
63,8 Q. Mit Xs = wL ergibt sich die Induktivitdt L = Xs/ w = 213 nH.
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Schritt (2): durch Serienreaktanz zu r=|

*
x =-0,85
*
x =+ 0,85
v

OO

T
fesfstestes

8% ‘$“:¢ 5
SR

G5
S

6.8. Berechnung komplexer Impedanzen

Das Smith-Diagramm soll fir Impedanztransformationen verwendet werden. Starte fur
die folgenden Falle jeweils mit einer beliebigen Abschlussimpedanz Zy und erganze.

(1)

—
W N

—
a1 b
Rt NS BN N N~

—~
)

(7)
(8)
)
(10)
(11)
(12)

(13)

Paralleler reeller Widerstand zu Z,. Hinweis: Transformiere den Startpunkt Z, durch
Spiegelung am Ursprung in die Admittanz Yy. Ergdnze dann den Leitwert des
parallel geschalteten Widerstands. Transformiere das Ergebnis durch Spiegelung
zurtck in eine Impedanz.

Serielle Induktivitat jX, zu Zp.

Parallele Induktivitat jXp zu Zb.

Serielle Kapazitat -jX, zu Z».

Parallele Kapazitat -jX, zu Zs.

Parallele Induktivitat jXp zu einer Serienschaltung von Z, und einer Induktivitat jXs.
Hinweis: Zweistufige Transformation, ausgehend von Z, mit der Serienschaltung
beginnen.

Parallele Kapazitat -jXp zu einer Serienschaltung von Z, und einer Induktivitat jXs.
Parallele Induktivitét jX, zu einer Serienschaltung von Zy, und einer Kapazitat -jXs.
Parallele Kapazitat -jXp zu einer Serienschaltung von Z, und einer Kapazitat -jXs.
Serielle Kapazitat -jX, zu einer Parallelschaltung von Z, und einer Induktivitat jXs.
Serielle Induktivitéat jX, zu einer Parallelschaltung von Z, und einer Induktivitat jXs.
Serielle Schaltung von Z, und Induktivitat jXs mit anschliessender Viertelwellen-
transformation

Serielle Schaltung von Z, und Kapazitat -jXs mit anschliessender Viertelwellen-
transformation
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6.9. Frequenzgange im Smith-Diagramm

Da sich Reaktanzen jX, = jwL auch durch Erhéhen der Kreisfrequenz w vergréssern
lassen (bzw. Blindleitwerte jYb = jwC), lassen sich mit dem Smith-Diagramm grundsétzlich auch
der Verlauf des Frequenzganges darstellen, beispielsweise der des Eingangswiderstandes
einer Schaltung. Betrachte den Frequenzgang fur die folgenden Félle.

(1)  Serielle Induktivitat jX, zu Zo.
(2) Parallele Induktivitat jXp zu Zp.
(3) Serielle Kapazitat -jXp zu Zs.
(4) Parallele Kapazitét -jXp zu Zs.

6.10. Verhalten kurzer Leitungen

Betrachte das Verhalten folgender kurzer Leitungen im Smith Diagramm (bei
vorgegebener Frequenz). Verhalten sich die Leitungen induktiv oder kapazitiv? Wie wirkt sich
eine Vergrésserung bzw. Verringerung der Leitungslange aus?

(1)  kurzgeschlossene kurze Leitung (£ < N4)

)

(3)  kurzgeschlossene kurze Leitung (£ > A4)

(4)

offene kurze Leitung (£ < A\/4)

offene kurze Leitung (£ > N4).

6.11. Berechnung der Streuparameter

Ein Zweitor auf konzentrierten Bauteilen (keine Leitungen und Leitungseffekte) besteht
aus einer Impedanz Z wie in der Abbildung gezeigt.

Zweitor

| RW RW

Frage 1.1: Berechnen Sie die S-Parameter des Zweitors mit der BezugsgréB8e Rw an beiden
Toren.

Frage 1.2: Uberpriifen Sie die Plausibilitit des Ergebnisses mit Hilfe folgender Grenzfalle: (1)
Kurzschluss (Z = 0), (2) Leerlauf (Z -> unendlich).

6.12. Streuparameter und Wirkleistung

Aus den Streuparametern lassen sich direkt Wirkleistungen fur die Leistungsbilanz
ablesen. So erhalt man im logarithmischen Massstab

$11'99 = 20 Ig sl Reflexionsddmpfung (engl. Return Loss)

S21l09 = 20 Ig Is21l Einfugeddmpfung (engl. Insertion Loss)
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Die logarithmischen Werte werden durch die Pseudo-Einheit dB gekennzeichnet.
Dadurch kann ein spezieller Index fur logarithmische Werte entfallen. Der Begriff der Dampfung
bei der Reflexionsdampfung ist hierbei insofern etwas ungllcklich gewéhlt, da ja keine
Dampfung stattfindet, sondern dieser Anteil durch Reflexion verloren geht. Reflexionsverlust
wére ein zutreffender Ausdruck (siehe englische Begriffswahl).

Zweitor
Pay — 5 Pb,
: S :
Po,
Rws Rw:

GemanB Definition der WellengrdBen erhélt man fir den Eingangsreflexionsfaktor:
Is1112 = Ib1l12/ 1a112 = Pp1/ Pat

Das Betragsquadrat des Eingangsreflexionsfaktors gibt das Verhdaltnis der von Tor 1
reflektierten Wirkleistung zur auf Tor 1 zulaufenden Wirkleistung wieder. Demnach lasst sich
aus dem Vorwértstransmissionsfaktor auf das Verhéltnis der am Tor 2 auslaufenden
Wirkleistung zur an Tor 1 zulaufenden Wirkleistung schlieBen.

Is2112 = Ib2l2/ la112 = Pp2/ Pai

Frage 2.1: Ein Zweitor hat einen Eingangsreflexionsfaktor von s¢11 = 0,1. Berechnen Sie die
Reflexionsdampfung im logarithmischen Massstab. Welcher Anteil der Wirkleistung wird
reflektiert?

Frage 2.2: Berechnen Sie die Leistungsbilanz (oben genannte Wirkleistungen) fiir das Zweitor
aus Aufgabe 1 fur Z = Rw. Ist das Zweitor verlustlos? Wie grof ist die Einflgedampfung?

6.13. Verkettung von Zweitoren

Ein Zweitor aus konzentrierten Bauelementen (Zweitor A mit Serienimpedanz Z) wird mit
einem Zweitor bestehend aus einer verlustlosen Leitung mit Wellenwiderstand Rw und
Leitungslange £ verkettet.

Zweitor B Zweitor A
o o o ] o
Ry ! o z |
o < 0 0
' Ry Ry ' ' Ry Ry !

Frage 3.1: Berechnen Sie die Streuparameter fir Zweitor A mit der BezugsgréBe Rw an beiden
Toren.
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Frage 3.2: Prifen Sie die Plausibilitdt lhrer Berechnung fir die Grenzfalle: (1) Z =0, (2) Z >
unendlich.

Frage 3.3: Berechnen Sie die Streuparameter fir Zweitor B mit der BezugsgréBe Rw an beiden
Toren.

Frage 3.4: Es seien Z = Rw und £ = M4. Wie lauten die Streumatrizen der Zweitore A und B?
Wie sind die Leistungsbilanzen von Zweitor A bzw. Zweitor B?
Frage 3.5: Kette von B und A fiir den Fall Z = Rw und £ = MN4: Berechnen Sie die Streu-

parameter der Kette bestehend aus Zweitor B und Zweitor A.

6.14. Polarisation

Durch Uberlagerung zweier Wellen, die in unterschiedlichen Richtungen schwingen,
entstehen polarisierte Wellen. Gegeben seinen zwei ebene Wellen E; und E2, wobei E den
Vektor des elektrischen Feldes beschreibt:

Ei(z) =E1 e iBz+01) gilw) g Welle 1 in der y-Ebene
Eo(z) = E2 e i(Bz+92) g i(wt) gy Welle 2 in der x-Ebene

Beide Wellen breiten sich in Richtung der z-Achse aus. Beide Wellen sind transversale
Wellen, wobei die Schwingungsrichtung im ersten Fall in der y-Ebene, im zweiten Fall in der x-
Ebene verlauft. Die Ausdricke ey und ex bedeuten Einheitsvektoren in y-Richtung bzw. x-
Richtung. Durch Uberlagerung ergibt sich die Welle

E(z) = E1(z) + E2(z) = (E1 e 1Bz+91) g, + E2 e Bz+02) g i) g,) g iwh

Je nach Phasenwinkel ¢1 und ¢2 und Amplituden E2 und E: stellen sich unterschiedliche
Arten der Polarisation ein:

(1) lineare Polarisation: ¢1 = ¢2

(2)  zirkulare Polarisation: ¢1 = ¢2 +- 900 und E1 = E2

(8) elliptische Polarisation: ¢1 = ¢2 + 90°und E1 = E>

Frage: Stellen Sie mit Hilfe der Wellen 1 und 2 die Arten der Polarisation in einer Skizze dar.

6.15. Reflexionen an Grenzflachen

Freie Wellen werden beim Ubergang von einem Medium in in anderes Medium ebenfalls
an der Grenzflache reflektiert.

Grenzflache
En i

Hn

Et

Ht

€r1, Ur1, O1 €r2, Mr2, 02
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Die Abbildung beschreibt den senkrechten Einfall einer ebenen transversalen elektro-
magnetischen Welle vom Medium 1 €1, ur1, 01 auf das angrenzende Medium 2 mit den Eigen-
schaften er2, U2, 02, wobei € die relative Dielektrizitdtskonstante, pr die relative Permeabilitat,
sowie o die Leitféahigkeit beschreibt (sofern es sich um ein leitfdhiges Medium handelt). Der
Vektor S beschreibt die Ausbreitungsrichtung der Welle (hier: entlang der z-Achse).

Aus dem Materialeigenschaften lassen sich wiederum Wellenwiderstédnde ableiten. In
verlustlosen Medium gilt:

Rwi = V([o Wri / €0 €6) = Rwo V(Jri/en)

wobei Rwo = V(Ho/€0) den Wellenwiderstand des freien Raumes bezeichnet.

Sofern ein Medium leitfahig ist (d.h. verlustbehaftet), wird der Wellenwiderstand komplex:
Zwi = V(o Wi / (01 + €0 €1))

GemaB den Wellengleichungen fiir Felder ergibt sich in Medium 1 die Uberlagerung der
einfallenden Welle mit der reflektierten Welle:

E1(z) = Eno (eiPzey +r1 eifzgy) e ilwh
H1(z) = (Eno/Zwi) (-eTBz ex + r e iFzgy) e i@

Hierbei beschreibt Eno die Amplitude der hinlaufenden Welle in Medium 1, und r den
Reflexionsfaktor an der Grenzflache der Medien. Der Reflexionsfaktor beschreibt die Amplitude
der reflektierten Welle im Verhélinis zur Amplitude der einlaufenden Welle. Hinter der
Grenzflache findet sich der transmittierte Teil der Welle.

Ex(z) =t Enoe bz ey e I(0)
Hz(z) = t (Eno/Zwi) (-e72 ex) e i«

Hierbei beschreibt t den Transmissionsfaktor. Der Transmissionsfaktor ist als Verhéltnis
der Amplitude der ins Medium 2 transmittierten Welle zur Amplitude der einlaufenden Welle
definiert.

An der Grenzflache gelten folgende Stetigkeitsbedingungen fur die Amplituden:
Eon =Ein + Exr (5.1)
Ean/Rwz = (E1n - E1r) /Rwi (5.2)

Frage 5.1: Berechnen Sie aus (5.1) und (5.2) den Reflexionsfaktor r in Abhangigkeit der
Wellenwiderstédnde beider Medien. Der Reflexionsfaktor ist definiert als: r = E1,/E1n.

Frage 5.2: Berechnen Sie aus (5.1) und (5.2) den Transmissionsfaktor t in Abhangigkeit der
Wellenwiderstande beider Medien. Der Transmissionsfaktor ist definiert als: t = Eon /E1n.

Frage 5.3: Beweisen Sie folgende Beziehungen: (1) 1+ r =1, (2) r = (Rwz - Rw1)/ (Rwz2 + Rw1), (3)
t =2 Rwz/ (Rwz + Rw1)

Frage 5.4: Wahrend die relativen Permeabilitdtszahlen bei den meisten Materialen p, sich nicht
unterscheiden und etwas pr = 1 betragen, variieren die relativen Dielektrizitdtszahlen &,
deutlich. Welchen Einfluss hat ein Unterschied von g im angrenzenden Medium auf die
Reflexion und Transmission?
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Frage 5.5: Eine ebene Welle trifft senkrecht auf ein ideal leitendes Medium (o2 -> unendlich).
Welcher Reflexionsfaktor und welcher Transmissionsfaktor ergibt sich? Welche Werte
haben die elektrische Feldstarke und die magnetische Feldstarke an der Grenzflache?

6.16. Anpassschaltung

Die Aufgabe soll mit Hilfe des Smith-Diagramms geldst werden. Anpassschaltung: Die
Abschlussimpedanz Z, soll wie in der folgenden Abbildung gezeigt mit Hilfe einer Leitung der
Lange £ und einer Serienreaktanz Xs auf die Eingangsimpedanz Z, angepasst werden.

o X, FO O

S

Py
=
N
(o

o -0 o

Z

a

Gegeben sind folgende Werte: Rw = 50 Q, Zy, = (25 + j25) Q, Za = 50 Q. Zur Anpassung
soll eine Leitung der Lange £, sowie ein konzentriertes Bauteil verwendet werden.

Die Schaltung wird einer Frequenz von 36,6 MHz betrieben. Der Verkirzungsfaktor der
Leitung betragt v/c = 0,66.

Frage 1.1: Erlautern Sie den Ldsungsweg. Beschreiben Sie hierzu Startpunkt und Ziel der
Transformation, sowie den Weg der Transformation im Smith Diagramm und die
Lésungsmaoglichkeiten. Wahlen Sie eine Losung aus.

Startpunkt ist die Abschlussimpedanz Zy,, in normierter Schreibweise zp= 0,5 + j 0,5. Ziel
der Transformation ist eine angepasste Eingangsimpedanz Za = Rw, bzw. in normierter
Schreibweise za = 1.
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Anpasskreis: Re (Zv) = Rw

.
ey
g tad

eSS

4 Startpunkt:

z,=0,5 +j0,5

Diese Werte lassen sich direkt ins Smith Diagramm eintragen. Der Losungsweg fuhrt
Uber 2 Schritte: (1) mit Hilfe einer Leitung wird zy auf den Anpasskreis transformiert. Auf dem
Anpasskreis gilt Re {z»* = 1}. (2) der Imaginéarteil kann nun mit Hilfe einer Reaktanz Xs
kompensiert werden. Der Wert der Reaktanz lasst sich im Smith-Diagramm auf der imaginéaren
Achse ablesen (Entfernung vom Schnittpunkt zy* zum Zielpunkt za).

Da es zwei Schnittpunkte der Leitungstransformation mit dem Anpasskreis gibt, gibt es
zwei Lésungen fur Xs: zum einen mit negativem Imaginérteil, zu realisieren mit einer Kapazitét,
zum anderen mit einem positiven Imaginarteil, zu realisieren mit einer Induktivitat.

Frage 1.2: Berechnen Sie die Leitungslange £ und Reaktanz Xs flr die gewahlte Losung.
Berechnen Sie die bendtigte Kapazitéat bzw. Induktivitat.
Vom Startpunkt z, zum ersten Schnittpunkt wird eine Leitungsldnge von £/\ = 0,074

bendtigt, zum zweiten Schnittpunkt eine Leitungslange von £ /A = 0,25.
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Anpasskreis: Re (Zy) = Rw

LR
LR
LR
T

et .
L

LK

LRZL

Leitungsléngen:
(1) /A =0,162 - 0,088

(2) I\ = 0,338 - 0,088

Ergebnis:
Re { zb plus Leitungstransformation} = 1

Die zur Kompensation benétigten Reaktanzen erhdlt man aus den Impedanzen an den
Schnittpunkten: -j xs= -j (also -jXs= -j50 Q) fir den ersten Schnittpunkt, bzw. j xs = j (also jXs =
j50 Q) im zweiten Schnittpunkt. Die zugehdrigen Reaktanzen berechnen sich aus Xs = wL, bzw.
Xs = 1/wC.

Berechnete Werte:
. A=c*vic/f=5,41m
. 4/\=0,074, £=0,40 m

. C=87pF

. £/A=0,25, £=1,35m
. L=217nH

Frage 1.3: Wie wirken sich Ungenauigkeiten in der Leitungslange aus? Erldutern Sie den
Einfluss einer zu langen bzw. zu kurzen Leitung auf die Anpassung.

Der Anpasskreis wird nicht genau getroffen, d.h. (1) es verbleibt fir za ein Realteil
ungleich dem Wellenwiderstand, (2) die Kompensation des Imaginarteils mit der berechneten
Reaktanz funktioniert ebenfalls nicht mehr genau, es verbleibt ein Imaginérteil..

Im ersten Schnittpunkt: Zu lange Leitung: Realteil wird groBer als der Wellenwiderstand,
die Kompensation mit der berechneten Reaktanz reicht nicht ganz aus (es verbleibt ein positiver
Imaginarteil). Zu kurze Leitung: Realteil wird kleiner als der Wellenwiderstand, es wird Uber-
kompensiert (es verbleibt ein negativer Imaginarteil).

Im zweiten Schnittpunkt: Zu lange Leitung: Realteil wird kleiner als der Wellenwiderstand,
die Kompensation mit der berechneten Reaktanz fallt zu groB aus (es verbleibt ein positiver
Imaginarteil). Zu kurze Leitung: Realteil wird gréBer als der Wellenwiderstand, es wird
unterkompensiert (es verbleibt ein negativer Imaginérteil).
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Frage 1.4: Welche Wirkleistung im Verhéltnis zur eingespeisten Leistung im angepassten Fall
nimmt die Schaltung auf in den folgenden Fallen: (1) ohne Anpass-schaltung (Zy direkt an

der Quelle angeschlossen), (2) mit Anpassschaltung. Hinweis: Verwenden Sie den
Reflexionsfaktor.

Ohne Anpassschaltung:

. Reflexionsfaktor: Betrag aus dem Smith-Diagramm ermitteln, irol = 0,45 (durch
Vermessen mit Hilfe eines Zirkels bzw. durch Ablesen von z auf der reellen Achse
und errechnen aus Irpl = I(z-1)/(z+1)!.

. reflektierte Wirkleistung: Pr = Irpl2 Pin . Anteil P / Pin = Irp12 = 0,2. Es werden also
20% der Wirkleistung reflektiert und somit 80% der Wirkleistung aufgenommen.

Mit Anpassschaltung:
Reflexionsfaktor: ra=0
. reflektierte Wirkleistung: Null, somit wird die gesamte Wirkleistung aufgenommen.

Frage 1.5: Die Leitungslange flr eine der beiden mdglichen Lésungen hatte man unmittelbar
aus der Lage des Startpunktes ablesen kénnen. Warum? Erldutern Sie den Zusammen-
hang.

Der Startpunkt z, = 0,5 + j 0,5 wird durch einen Viertelwellentransformator in zy'= 1/zp.
transformiert. In diesem speziellen Fall ist za'= 1/za= 1 - j, wobei der Realteil bereits auf dem
Anpasskreis liegt. Diesen Zusammenhang kann man im Diagramm aus der Verlangerung der
Geraden durch z, und z5 erkennen, bzw. als Zahlenfreund aus dem Startwert interpretieren.

Frage 1.6: Als Alternative zur Anpassung durch Leitungstransformation und Kompensation mit
der Serienreaktanz Xs hatte man auf mit Hilfe einer parallelen Admittanz Yp (komplexer
Leitwert) direkt an der Last anpassen kdnnen, wie in der folgenden Abbildung gezeigt.
Wie muss die parallele Admittanz Y, bemessen werden? Hinweis: Verwenden Sie das
Smith-Diagramm.

Frage 1.7: Da die Admittanz Y, einen reinen Blindleitwert darstellt, kann die Admittanz Y, = jB
anstatt durch ein konzentriertes Bauelement auch durch eine Stichleitung nachgebildet
werden, wie in der Abbildung rechts gezeigt. Berechnen Sie die Leitungslange fur Yp.

o —0—0—0)
RW, L Yp Z, Z,
O O—J)—OJ
Za
Yp
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6.17. Berechnung der Streuparameter

Ein Zweitor aus konzentrierten Bauteilen (keine Leitungen und Leitungseffekte) besteht
aus einem Widerstand und einem Kondensator, wie in der Abbildung gezeigt. Die Komponenten
haben folgende Werte: R=500Q), C=40pF. Die BezugsgréBe Rw betragt 50 Q.

Zweitor

O
______0_________0____

Ry Ry

Frage 2.1: Geben Sie die Beschaltung zur Ermittlung der Streuparameter an (Skizze).

Lésung:
Zweitor .
Rw —o——|R: O——
' ' T
! Ry Ry, !
Zweitor .
|—O——|R: Rw
| : C :
! Ry Ry, !

Frage 2.2: Ist das Zweitor symmetrisch (s22 = s11)? Geben Sie bitte eine qualitative Begriindung
an.

Das Zweitor ist nicht symmetrisch, was an der Beschaltung zu erkennen ist. Fur den
Eingangsreflexionsfaktor ist C parallel zu Rw, fur den Ausgangsreflexionsfaktor ist C parallel zu
(R+Rw). Hieraus ergeben sich unterschiedliche Reflexionsfaktoren.

Frage 2.3: Ist das Zweitor Ubertragungssymmetrisch (reziprok, d.h. sz1 = s12)? Geben Sie bitte
eine qualitative Begriindung an.
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Das Zweitor ist reziprok, da nur konzentrierte Bauelemente in Form von Widerstanden
und Reaktanzen verwendet werden. Es gibt keine richtungsabh&ngigen Komponenten.

Frage 2.4: Berechnen Sie die Streumatrix fir die Frequenz f = (500/2rm) MHz mit den weiter
oben angegebenen Werten fir R, C und Rw. Hinweis: Beschreiben Sie bitte kurz den
Losungsweg, z.B. durch eine Skizze bzw. Formel.

Losungsweg:

. Eingangsreflexionsfaktor s11 und Ausgangsreflexionsfaktor s22 gemé&aB Formel r =
(Z/Rw - 1) / ZIRw + 1), wobei sich Z jeweils aus der Beschaltung ergibt

. Vorwartstransmissionsfaktor Sz21 und Rickwéartstransmissionsfaktor Si2 aus der
Formel s21=2U2/Uop1 bzw. s12=2U+4/Ug2 aus Spannungsteiler mit den gegebenen
Werten

. Fir die Berechnung gilt: R=Rw=50 Q, Xc=1/0wC=50 Q, b=wRC=R/Xc=1
. fur s11: Z =R + Rw//Zc mit Zc=1/jwC; Z/IRw= 1 + 1/(1 + jwRC)

. flr s22: Z = (R+Rw)//Zc mit Zc=1/jwC; Z/IRw=2/ (1 + jw2RC)

. flr s21=s12: aus Spannungsteiler U2/Uo1 = (Rw//Zc) / (Rw + R + Rw//Zc)

Losung:

. s11=(1/13) * (3-j 2),

. S22=(-1/13) * (1 +j 8),

. S12=S21= (2/13) * (3 -] 2)

Frage 2.5: Wie lautet die Streumatrix fir folgende Félle: (1) sehr niedrige Frequenzen (f -> 0Hz),
(2) sehr hohe Frequenzen (f -> unendlich). Priifen Sie die Ergebnisse auf Plausibilitét.

Fir niedrige Frequenzen: Die Kapazitat kann ignoriert werden. Das Zweitor ist dann auch
symmetrisch, d.h. s11=S22. LOsung: s11=s20= 1/3, S12=S21= 2/3.

Fir hohe Frequenzen: Die Kapazitdt kann als Kurzschluss betrachtet werden. In
Vorwartsrichtung ist die Schaltung von der Quelle aus betrachtet angepasst (da R vor dem
Kurzschluss), d.h. s11=0. In Ruckwartsrichtung ist die Schaltung kurzgeschlossen, d.h. sg2=-1.
Wegen des Kurzschlusses wird weder in Vorwértsrichtung noch in Ruckwartsrichtung eine
Spannung Uz bzw. Uy Ubertragen, d.h. s12=s21=0.

Frage 2.6: Bei Einspeisung an Tor 1 und Betriebsfrequenz aus Frage 2.4: (1) Welcher Anteil der
Wirkleistung wird an Tor 1 reflektiert? (2) Welcher Anteil der Wirkleistung lauft auf Tor 2
an? (2) Welcher Anteil der Wirkleistung wird im Zweitor konsumiert?

Die Leistungsanteile berechnen sich aus dem Betragsquadrat der Streuparameter. Bei
Betrieb in Vorwartsrichtung ergeben sich folgende Werte:

. s11 = (1/13)*(3 - j2) -> Is1112= (1/132)*(9+4) = 1/13 (reflektierte Wirkleistung)

. S21 = (2/13)*(3 - j2) -> Is2112= (4/132)*(9+44) = 4/13 (Ubertragene Wirkleistung)

. Somit werden 13/13 - 1/13 - 4/13 = 8/13 im Zweitor konsumiert.

6.18. Anschluss des Zweitors mit Hilfe einer Leitung

Das Zweitor aus Aufgabe 2 (gleiche Werte und gleiche Betriebsfrequenz) wird mit Hilfe
einer Leitung der Ladnge £ und mit Wellenwiderstand Rw an eine Quelle mit Innenwiderstand

Rw angeschlossen, wie in der folgenden Abbildung gezeigt.
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Frage 3.1: Welchen Effekt hat die Leitung in Abhéngigkeit ihrer Ldénge auf die Impedanz Z,?
Stellen Sie den Zusammenhang im Smith-Diagramm dar.

Losung: Leitungstransformation, d.h. Drehung des Reflexionsfaktors mit der Leitungs-
l&nge. Hierdurch auch Transformation der Impedanz Z, gemaB der Werte auf dem Kreis (im
Smith-Diagramm in normierter Schreibweise zy = Zv/Rw). Die Eingangsimpedanz betragt z» =
1,5-j0,5.

Frage 3.2: Ermitteln Sie den Eingangsreflexionsfaktor am Tor 1 rechnerisch aus dem
Eingangswiderstand Z,. Welcher Reflexionsfaktor ergibt sich in Abhéngigkeit der
Leitungsldnge am Anfang der Leitung?

fo = s11= (1/13)*(3 - 2)),
In Abhangigkeit der Leitungslénge gilt: r(l) = r, €128, d.h. Anderung des Phasenwinkels.
Frage 3.3: Kann die Leitung die aufgenommene Wirkleistung verbessern? Welche Wirkleistung

nimmt die Schaltung mit einem Viertelwellentransformator £ = M4 auf?

Die Leitung andert den Betrag des Reflexionsfaktors nicht, kann die Aufnahme der
Wirkleistung also nicht verbessern. 1s1112= 1/13 (reflektierte Wirkleistung). Somit werden 1 - 151112

= 12/13 der Wirkleistung aufgenommen.

S. Rupp, 2013 T2ELA2001.1, T2ELN2001.1 66



Elektrotechnik, 4. Semester, Wellen und Leitungen

mh DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg
Stuttgart

Frage 3.4: Mit welcher Massnahme konnte eine Anpassung an den Innenwiderstand der Quelle
erzielt werden? Beschreiben Sie eine mdgliche Lésung (keine Berechnung, nur den

Lésungsweg darstellen). Welche Verbesserung der Leistungsaufnahme kdnnte hierdurch
erzielt werden?

Kombination von Leitungstransformation und Kompensation. Die Leitung transformiert
den Realteil von Z, zu Re(Z‘v)=Rw. Dadurch andert sich zwar der Betrag des Reflexionsfaktors
nicht, jedoch liefert die Leitung eine Vorlage hierfir. Dann Kompensation dem Imaginarteils der

transformierten Impedanz Im(Z‘s) = Xs z.B. durch ein konzentriertes Bauelement der Grdsse -Xs.
Verbesserung: Reflexionsfaktor = 0, die Wirkleistung wird komplett aufgenommen.

6.19. Induktive Last

Eine Spannungsquelle mit Innenwiderstand Ro wird mit einer Wirklast R, und einer
induktiven Last Ly, betrieben, wie in folgender Abbildung gezeigt.

Leistungsschalter

Ro o X

Rb

Ly

Q

O
J

Frage 1.1 (8 Punkte): Erstellen Sie die Differentialgleichung der Schaltung. Hinweis: Geben Sie
bitte Zahlpfeile fir Strom und Spannung vor, aus denen sich die Vorzeichen ableiten
lassen.

uRO Leistungsschalter |
Ro O X
Ry, | Yrb
Uo‘ <> U
Ly | Yo

)
A4

Losung: Aus der Maschenregel folgt mit den angegebenen Zahlpfeilen:

. Uo = URo + URb + ULb , wobei ausserdem gilt
° Uro=Ro *i
Urb = Rb ¥ i

. Uro = Lp * di/dt

Insgesamt erhélt man also: uo = Ro™i + Rp *i + Lo * di/dt
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Frage 1.2 (8 Punkte): Es wird eine Gleichspannungsquelle uo verwendet. Zum Zeitpunkt t = to
wird die Spannungsquelle eingeschaltet (durch SchlieBen des vorher gedffneten

Leistungsschalters). Skizzieren Sie den Verlauf des Stroms, den Spannungsverlauf Gber
der Induktivitat, sowie den Spannungsverlauf tber der Last (Rp und Lb) auf der Zeitachse.

Lésung:
A . t
it) . . eingeschwungener Zustand
i =u0/(Ro+ Rbp)
t=to

1+ u(t)

eingeschwungener Zustand

v

t=to

A

uc(t) . Ui = i(t)* Rb + UL

uL=uo *Rp/(Ro+ Rp)=i*Rop

eingeschwungener Zustand

Frage 1.3 (8 Punkte): Die Schaltung wird mit Gleichspannung betrieben. Im eingeschwungenen
Zustand wird der Leistungsschalter zur Unterbrechung des Stromes zum Zeitpunkt t = t;
geoffnet, es entsteht ein Lichtbogen im Leistungsschalter. Wie groB muss die Spannung
Uber dem Lichtbogen werden, damit der Strom ausgeschaltet werden kann? Was
geschieht beim Ausschalten mit der in der Induktivitit gespeicherten Energie?

Losung: (1) Die Spannung Uis Uber dem Lichtbogen (Leistungsschalter) wird in der
Gleichung mit Z&hlrichtung wie Uro ergénzt: uo = Ro * i + uLs + Ro * i + Lb * di/dt

Fur die Spannung tber dem Lichtbogen ergibt sich somit:
Us=Uo - (Ro+ Rp) *i - Lp * di/dt

Da di/dt negativ sein muss, damit der Strom abnimmt, liegt die Spannung Uber dem
Leistungsschalter wahrend des Ausschaltvorgangs oberhalb von uis > uo - (Ro + Rp) * i. Nach
Abklingen der transienten Vorgange gilt uLs = uo.

(2) Die in der Induktivitat gespeicherte Energie wird im Lichtbogen und in den ohmschen
Widerstéanden in Warme umgesetzt.

Frage 1.4 (6 Punkte): Die Schaltung wird mit Wechselspannung der Frequenz 50 Hertz
betrieben. Erstellen Sie die Differentialgleichung in Phasorenschreibweise. Stellen Sie die
Spannung Uber der Last als Zeiger dar und berechnen Sie den Kosinus des
Phasenwinkels (cos (¢)) zwischen Strom und Spannung.

Losung: Die Induktivitat Ly wird als Reaktanz jX = jwLy, behandelt. Man erhalt:

Uo=(Ro+ Rb) * I + joLo* |
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UL= Rp " | + joLp* | Zeiger mit Realteil (Rp * I) und Imaginérteil (wLy* 1)
cos (¢) = Uro / ULl = Rb / V( Re? + (wLb)?)

Frage 1.5 (6 Punkte): Abschalten von Wechselstrom. Die zu Frage 1.1 erstellte Differential-
gleichung gilt auch fir das Abschalten von Wechselstrom. Wodurch vereinfacht sich bei
Wechselstrom im Vergleich zum Gleichstrom der Abschaltvorgang? Gemessen an der
Spannung uUber der Last, wann wére ein gunstiger bzw. unglnstiger Zeitpunkt zum
Betétigen des Leistungsschalters?

Losung: Wechselstrom hat Nulldurchgénge, an denen der Lichtbogen verléschen kann.
Die Spannung uber der Last eilt dem Strom um den Phasenwinkel ¢ vor. Vom Nulldurchgang
der Spannung an gemessen, ware t = ¢ * 20 ms/ 2m ein glnstiger Zeitpunkt. Den ungunstigsten
Zeitpunkt erhalt man an den Maxima des Stroms.

Frage 1.6 (6 Punkte): Die Last soll nun mit Hilfe einer Leitung an das Netz angeschlossen
werden. In der elektrischen Energieversorgung spricht man von der natirlichen Leistung
einer Leitung, wenn die Leitung mit einer Last der GréBe ihres Wellenwiderstandes ab-
geschlossen ist, d.h. RL = Rw. Folgende Abbildung zeigt hierzu eine Kompensation des
induktiven Anteils der Last mit Hilfe einer Kapazitat, so dass diese Bedingung erflllt sei.

Leistungsschalter

.!
(o]

Cb Lb

O )
19 \ 9

Welche Leistung Ubertragt die Leitung in Abhéangigkeit der Netzspannung Un und des Wellen-
widerstandes Rw? Wie grof ist die Spannung UL Uber der Last im Verhdltnis zu Un? Wie
groB ist cos (¢) (der Kosinus des Phasenwinkels zwischen Strom und Spannung) am
Anfang der Leitung und am Ende der Leitung?

Lésung: (1) Pn = Un™ I = Un2/ Rw.
(@)IULl = IUNI (verlustlose Leitung), phasenverschoben durch die Leitungstransformation
(abh&ngig von der Leitungslédnge im Verhaltnis zur Wellenlénge).

(3) Un ist in Phase mit dem Strom am Anfang der Leitung. UL ist in Phase mit dem Strom
am Ende der Leitung (fortschreitende Welle ohne Reflexionen), daher ist stets cos(¢) = 1.

6.20. Berechnung der Streuparameter

Ein Zweitor aus konzentrierten Bauteilen (keine Leitungen und Leitungseffekte) besteht
aus einem Widerstand und einer Induktivitét, wie in der Abbildung gezeigt. Die Komponenten
haben folgende Werte: R =50 Q, L = 125 nH. Die BezugsgrdBe Rw betragt 50 Q.
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Frage 2.1 (8 Punkte): Geben Sie die Beschaltung zur Ermittlung der Streuparameter an
(Skizze).

Lésung: Jeweils an einem Ende einspeisen, am anderen Ende mit Wellenwiderstand
abschliessen.

Zweitor
Ry }—o o
! R |
Uos L | R;N U,
' Ry Rw :
Zweitor
[ g
R
U, Rw . Up,
L 3
' Ry Ry :

Frage 2.2 (4 Punkte): Ist das Zweitor (ibertragungssymmetrisch (reziprok, d.h. sz1 = s12)? Geben
Sie bitte eine qualitative Begriindung an. Ist das Zweitor verlustfrei?

Losung: (1) Reziprozitat: Ja, wegen des vollig symmetrischen Aufbaus des Zweitors ist
die Vorwartstransmission offensichtlich gleich der Ruckwartstransmission. Generell ist dieser
Fall bei Verwendung passiver Bauelemente ohne richtungsabhéngige Komponenten gegeben.
(2) Verlustfreiheit: Nein, im Widerstand R geht Leistung verloren.

Frage 2.3 (4 Punkte): Ist das Zweitor symmetrisch (s22 = s11)? Geben Sie bitte eine qualitative
Begriindung an.

Lésung: Ja, die Schaltung ist véllig symmetrisch aufgebaut, d.h. es gibt keinen Unter-
schied zwischen Tor 1 und Tor 2 in der Beschaltung zur Ermittlung der Streuparameter.
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Frage 2.4 (8 Punkte): Berechnen Sie die Streumatrix fiir die Frequenz f = 400/2t MHz mit den
weiter oben angegebenen Werten fir R, L und Rw. Hinweis: Beschreiben Sie bitte auch
kurz den Lésungsweg, z.B. durch eine Skizze bzw. Formel.

Lésungsweg:

. Eingangsreflexionsfaktor s11 und Ausgangsreflexionsfaktor s22 geméan Formel r =
(Z/Rw - 1) / ZIRw + 1), wobei sich Z jeweils aus der Beschaltung ergibt

. Vorwartstransmissionsfaktor Sz21 und Rickwartstransmissionsfaktor Si2 aus der
Formel s21=2U2/Uo1 bzw. s12=2U1/Uo2 aus Spannungsteiler mit den gegebenen
Werten

. Fur die Berechnung gilt: R = Rw=50 Q, XL=wL =50 Q; Zq=Rw +j XL
flr s11 = S22 Z = Zg/l Ru=2Zq* Rw/ (Zq+ Rw); Z=Z/Rw; S11 = S22 = (z -1)/(z +1)
. S11 = S22 = Rw / (2 Zg+ Rw);
. flr s21 = s12: aus Spannungsteiler U2/Uo1 =Z / (Rw + Z) = Rw // Zq / (Rw + (Rw // Zg))
. 821 =512 =2U2/Uo1 =2 Zq /(2 Zq + Rw)

Lésung:
S11=S2=-1/(3+2j)=-(1/13) * (3 - 2))
. S12=821=(2+2)) / (3+2))=(2/13) * (5 +]))

Frage 2.5 (8 Punkte): Plausibilitdtspriifung. Wie lautet die Streumatrix flr folgende Falle: (1)
Frequenz f = OHz, (2) sehr hohe Frequenzen (f -> unendlich). Prifen Sie die Ergebnisse
auf Plausibilitat.

Losung: (1) Fur niedrige Frequenzen: Die Reaktanz X. kann ignoriert werden, d.h.
Zs=R=Rw. Es ergeben sich:

. s11=S2=Rw/(2Zq+ Rw) =1/3

. S21=S12=22Zq/(2 Zq + Rw) = 2/3

(2) Fur hohe Frequenzen: Die Reaktanz kann als offene Leitung betrachtet werden (Zq ->
unendlich). Es ergeben sich:

. Si1=S2=Rw/(2Zq+Rw) =0

. S21=S12=22Zq/(2 Zq+ Rw) = 1.

Frage 2.6 (6 Punkte): Leistungsbilanz. Bei Einspeisung an Tor 1 und Betriebsfrequenz aus
Frage 2.4: (1) Welcher Anteil der Wirkleistung wird an Tor 1 reflektiert? (2) Welcher Anteil
der Wirk-leistung lauft auf Tor 2 an? (2) Welcher Anteil der Wirkleistung wird im Zweitor
konsumiert? Wie lautet die Leistungsbilanz bei den Spezialfallen aus Frage 2.5, d.h. fur
niedrige Frequenzen (f -> 0Hz), bzw. fur sehr hohe Frequenzen (f -> unendlich)

(1) Lésung fur Betriebsfrequenz gemaB Frage 2.4: Die Leistungsanteile berechnen sich
aus dem Betragsquadrat der Streuparameter. Bei Betrieb in Vorwartsrichtung ergeben sich
folgende Werte:

. s11 =-(1/13) * (3 - 2j) -> Is1112= (1/132)*(9+4) = 1/13 (reflektierte Wirkleistung)

. S21 = (2/13) * (5 +)) -> Is2112= (4/132)*(25+1) = 8/13 (Ubertragene Wirkleistung)

. Somit werden 13/13 - 1/13 - 8/13 = 4/13 im Zweitor konsumiert.

(2) Fur niedrige Frequenzen: Die Reaktanz X, kann ignoriert werden, d.h. Z;=R=Rw. Es
ergeben sich:

. s11 = 1/3 -> I1s1112 = 1/9 (reflektierte Wirkleistung)

. S21 = 2/3 -> Is2112= 4/9 (Ubertragene Wirkleistung)
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Somit werden 9/9 - 1/9 - 4/9 = 4/9 im Zweitor konsumiert. Die Aufteilung der
konsumierten und Ubertragenen Leistung erscheint logisch, da die Widerstande
gleich groB sind.

(3) Fur hohe Frequenzen: Die Reaktanz kann als offene Leitung betrachtet werden (Zq ->
unendlich). Es ergeben sich:
. s11 = 0 -> 181112 = O (reflektierte Wirkleistung)
. S21=1->1s2112= 1 (Ubertragene Wirkleistung)
Somit ergeben sich ideale Ubertragungseigenschaften.

6.21. Anpassschaltung

Die Aufgabe soll mit Hilfe des Smith-Diagramms gel6ést werden. Anpassschaltung: Die
Abschlussimpedanz Zy, soll wie in der folgenden Abbildung gezeigt mit Hilfe einer Leitung der
Lange £ und einer Serienreaktanz Xs auf die Eingangsimpedanz Z, angepasst werden.

‘ L

Z

a

Gegeben sind folgende Werte: Rw = 50 Q, Z, = (50 + j50) Q, Za = 50 Q. Zur Anpassung
soll eine Leitung der Lange £, sowie ein konzentriertes Bauteil verwendet werden.

Die Schaltung wird einer Frequenz von f = 400/2rt MHz betrieben. Der Verkirzungsfaktor
der Leitung betragt v/c = 2/3.

Frage 3.1 (8 Punkte): Erldutern Sie den Losungsweg. Beschreiben Sie hierzu Startpunkt und
Ziel der Transformation, sowie mdgliche Wege der Transformation im Smith Diagramm.
Beschreiben Sie die mdglichen Lésungen. Wéahlen Sie eine Losung aus.

Startpunkt ist die Abschlussimpedanz Zy, in normierter Schreibweise zb= 1 + . Ziel der
Transformation ist eine angepasste Eingangsimpedanz Z. = Rw, bzw. in normierter
Schreibweise za = 1.
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Anpasskreis: Re (Zv) = Rw

L8
LR
..".. LR

0
S
T RIS
i S
LR KRS
0.#.:,{#0.:..;:‘&:‘

4 Startpunkt:

Zp=1 +j1

Losungswege: (1) Da der Startpunkt in diesem Fall bereits auf dem Anpasskreis liegt,
kénnte man eine Serienreaktanz Xs = -X_L ohne Leitungstransformation unmittelbar an Zy
anschliessen. Damit ist Zv' = Rw und die Leitungsldnge hat keinen Einfluss mehr. (2) Man
transformiert auf einen konjugiert komplexen Schnittpunkt mit dem Anpasskreis und

kompensiert am Anfang der Leitung mit einer Serienreaktanz Xs = XL.

Frage 3.2 (4 Punkte): Berechnen Sie die benétigte Kapazitdt bzw. Induktivitdt bzw. Leitungs-
lange fir die von lhnen gewéahlte Lésung.

Losung (1): Serienreaktanz xs = -1 =>Xs =-50 Q =-1/wC => C = 50 pF.

b Anpasskreis: Re (Z) = Rw

£ Kompensation:

2 (1) I/A = 0 (ohne Leitung)

4 mit Kapazitat xs = -1
(2) /A= 0,338 - 0,162 = 0,176
% und weiterer Induktivitat mit xs = +1

577 Ergebnis in beiden Fallen:
2 NEL Re{z}=1
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Losung (2): Transformation mit £ /A = 0,176 zum konjugiert komplexen Schnittpunkt mit

dem Anpasskreis und anschliessender Serienreaktanz Xs =50 Q = wL =>L = 125 nH.

Leitungslange: A=c*v/ic/f=3,11 m=> £=0,547 m

Frage 3.3 (4 Punkte): Welche Wirkleistung im Verhdltnis zur eingespeisten Leistung im
angepassten Fall nimmt die Schaltung auf in den folgenden Fallen: (1) ohne Anpass-
schaltung (Z, direkt an der Quelle angeschlossen), (2) mit Anpassschaltung. Hinweis:
Verwenden Sie den Reflexionsfaktor.

Ohne Anpassschaltung:
. Reflexionsfaktor: Betrag aus dem Smith-Diagramm ermitteln, irol = 0,45 (durch

Vermessen mit Hilfe eines Zirkels bzw. durch Ablesen von z auf der reellen Achse
und errechnen aus Irpl = I(z-1)/(z+1)!.

. reflektierte Wirkleistung: Pr = Irpl2 Pin . Anteil Py / Pin = Irn12 = 0,2. Es werden also
20% der Wirkleistung reflektiert und somit 80% der Wirkleistung aufgenommen.

Mit Anpassschaltung:
. Reflexionsfaktor: ra=0
. reflektierte Wirkleistung: Null, somit wird die gesamte Wirkleistung aufgenommen.

Frage 3.4 (4 Punkte): Wie wirken sich Ungenauigkeiten in der Leitungslange aus? Erldutern Sie
den Einfluss einer zu langen bzw. zu kurzen Leitung auf die Anpassung.

Losung (1): Kompensation am Leitungsende: kein Einfluss der Leitungslange. Ungenau-
igkeiten der Kompensation fiihren zu einem Reflexionsfaktor ungleich 0, dessen Phase durch
die Leitung gedreht wird.

Losung (2): Leitungstransformation plus Kompensation am Leitungsanfang: Der Anpass-
kreis wird nicht genau getroffen, d.h. (a) es verbleibt fir z5 ein Realteil ungleich dem Wellen-
widerstand, (b) die Kompensation des Imaginarteils mit der berechneten Reaktanz funktioniert
ebenfalls nicht mehr genau, es verbleibt ein Imaginarteil.

Zu lange Leitung: Realteil wird kleiner als der Wellenwiderstand, die Kompensation mit
der berechneten Reaktanz féllt zu klein aus (es verbleibt ein negativer Imaginérteil). Zu kurze
Leitung: Realteil wird gréBer als der Wellenwiderstand, es wird Uberkompensiert (es verbleibt
ein positiver Imaginarteil).
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Abkurzungen
y =y(t) Auslenkung, Elongation [m]
y Amplitude, Maximalwert der Auslenkung [m]
T=1/ Schwingungsdauer, Periodendauer [s]
f=1/T Frequenz, Anzahl der Schwingungen pro Zeiteinheit [1/s]
w =2rf = 2r/T Kreisfrequenz, Winkelgeschwindigkeit der Kreisbewegung [1/s]
d=wt+¢do Phasenwinkel, Schwingungszustand zur Zeit t
do Phasenwinkel zur Zeit t=0
E Energie [Joule, J, N m, W s, kg m?/ s2]
potentielle Energie Ep= 1/2 k y2,
kinetische Energie Ex= 1/2 m v2,
Energie elektrisches Feld Ec = 1/2 CU?,
Energie magnetisches Feld EL = 1/2 LI2
Rw Wellenwiderstand der verlustlosen Leitung (Wirkwiderstand)
Zw komplexer Wellenwiderstand (Impedanz) der verlustbehafteten Leitung
Z Impedanz (komplexer Widerstand mit Realteil R und Imaginarteil X)
X Blindwiderstand (Reaktanz, Imaginérteil der Impedanz)
R Wirkwiderstand (Resistanz, Realteil der Impedanz)
Y Admittanz (komplexer Leitwert mit Realteil G und Imaginarteil B)
G Wirkleitwert (Konduktanz, Realteil der Admittanz)
B Blindleitwert (Suszeptanz, Imaginarteil der Admittanz)
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Mathematischer Hintergrund

Einige Erlauterungen zu den vektoranalytischen Operationen im Vorlesungsteil.

Divergenz

Die Divergenz beschreibt die Quelldichte des Vektorfeldes V im angegebenen Raum-
punkt, d.h. wie viele Feldlinien in einem Raumpunkt entstehen.

s=divV = VYV =9dVyx/ox + dVy/dy + dVz/dz

Die Divergenz ist eine skalare GroBe.

Nabla Operator V

Der Nabla-Operator ist ein Kuirzel flir partielle Ableitungsoperationen in vektorieller
Schreibweise (z.B. Ableitungen nach den Raumrichtungen in kartesischen Koordinaten):

V =9/9x ex + /0y ey + d/9z e;

Hierbei bedeuten ey, ey, und e; Einheitsvektoren in den Richtungen x, y, und z
(kartesische Koordinaten). Die Divergenz oben ist als Skalarprodukt des Nabla-Operators mit
dem Vektorfeld zu verstehen.

Rotation

Die Rotation beschreibt die Wirbeldichte eines Vektorfeldes V im angegebenen
Raumpunkt. Die Rotation ist eine vektorielle GréBe, ergibt also in jedem Raumpunkt einen
Vektor W, der Richtung und Stérke der Wirbel des Vektorfeldes V beschreibt.

W =rotV=VxV =ex(dVA/y - 0Vy/9z) + ey (9V/Ix - Vx/dZ) + €, (dVy/Ix - IVx/dy)

Die Rotation lasst sich als Vektorprodukt (Kreuzprodukt) des Nabla-Operators mit dem
Vektorfeld beschreiben.
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