Logik und Grundlagen der Informatik

Stephan Schulz

stephan.schulz@dhbw-stuttgart.de

(define (fak x)
(if (= x 0)
1
(* x (fak (- x 1))
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Berufsbild
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Semestertibersicht

» Mengenlehre
Mengenbegriff und Operationen
Relationen, Funktionen, Ordnungen,. ..

» Nichtprozedurale Programmiermodelle
Funktional: Scheme (Racket)
(Logisch/Deklarativ: Prolog)

» Aussagenlogik

Syntax und Semantik
Formalisierungsbeispiele
Kalkiile

» Pradikatenlogik

Syntax und Semantik
Formalisierungsbeispiele/Korrektheit von Programmen
Kalkiile


https://www.youtube.com/watch?v=khhJSqwDF3U

Semestertibersicht

» Mengenlehre
Mengenbegriff und Operationen
Relationen, Funktionen, Ordnungen,. ..

» Nichtprozedurale Programmiermodelle
Funktional: Scheme (Racket)
(Logisch/Deklarativ: Prolog)

» Aussagenlogik
Syntax und Semantik
Formalisierungsbeispiele
Kalkiile

» Pradikatenlogik

Syntax und Semantik
Formalisierungsbeispiele/Korrektheit von Programmen
Kalkiile

Respect Logic!
https://www.youtube.com/watch?v=khhJSqwDF3U
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Ziele der Vorlesung (1): Vokabular

» These von Sapir-Whorf: “Language
determines thought, linguistic categories limit
and determine cognitive categories.”

Wie spricht man iiber Argumente?
Wie beschreibt man Algorithmen,

Datenstrukturen und Programme abstrakt?
Was sind . ..

>
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Syntax
Semantik
Interpretation
Modell
Wabhrheit
Giiltigkeit
Ableitbarkeit?




Ziele der Vorlesung (2): Methoden

» Methodenkompetenz in
Modellierung von Systemen mit
abstrakten Werkzeugen
Anwendungen von Logik und
Deduktion
Argumentieren iiber Logik und
Deduktion
Argumentieren iiber Programme
und ihr Verhalten
Programmieren in
Scheme/Prolog

PROBUENT
_E THE BOAT ONLY HOLDS TWO, BUT YOU
CAN'T LEAVE. THE GOAT WITH THE

? ; CABBAGE OR THE WOLF WITH THE GOAT.

[ Couad]

Image source: https://xkcd.com/1134
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Ubung: Das MIU-Rétsel

» Wir betrachten ein formales System mir den folgenden Regeln:
1. Alle Worte bestehen aus den Buchstaben M, I und U

. Wenn ein Wort mit I endet, darf man U anhingen

IITI darf durch U ersetzt werden

UU darf entfernt werden

Das Teilwort nach einem M darf verdoppelt werden

Eine Ableitung beginnt immer mit MI

ok wN



Ubung: Das MIU-Rétsel

» Wir betrachten ein formales System mir den folgenden Regeln:
1. Alle Worte bestehen aus den Buchstaben M, I und U

. Wenn ein Wort mit I endet, darf man U anhingen

IITI darf durch U ersetzt werden

UU darf entfernt werden

Das Teilwort nach einem M darf verdoppelt werden

Eine Ableitung beginnt immer mit MI

ARSI BN

o

Nach Douglas R. Hofstadter, Gédel, Escher, Bach: ein Endloses Geflochtenes Band



Ubung: Das MIU-Ritsel (Formaler)

v

Alle Worte bestehen aus den Buchstaben M, I und U

» x und y stehen fiir beliebige (Teil-)worte

v

Eine Ableitung beginnt immer mit MI

v

Ableitungsregeln:
1. xI — xIU
2. xIIIy — xUy
3. xUUy — xy
4. Mx — Mxx

v

Wir schreiben x = y, wenn x durch eine Anwendung einer Regel in y
iiberfiihren 138t



Ubung: Das MIU-Ritsel (Formaler)

v

Alle Worte bestehen aus den Buchstaben M, I und U

» x und y stehen fiir beliebige (Teil-)worte

v

Eine Ableitung beginnt immer mit MI

v

Ableitungsregeln:
1. xI — xIU
2. xIIIy — xUy
3. xUUy — xy
4. Mx — Mxx

v

Wir schreiben x = y, wenn x durch eine Anwendung einer Regel in y
iiberfiihren 138t

Beispiel: MI -4 MII b4 MIIII k5 MUI b4 MUIUI



Ubung: Das MIU-Ritsel (Formaler)

> Alle Worte bestehen aus den Buchstaben M, I und U
» x und y stehen fiir beliebige (Teil-)worte
» Eine Ableitung beginnt immer mit MI

» Ableitungsregeln:

1. xI — xIU

2. xIIIy — xUy
3. xUUy — xy
4. Mx — Mxx

» Wir schreiben x - y, wenn x durch eine Anwendung einer Regel in y
iberfiihren 13Bt
Beispiel: MI -4 MII b4 MIIII k5 MUI b4 MUIUI
» Aufgabe: Geben Sie fiir die folgenden Worte Ableitungen an:
1. MUTU
2. MIIIII
3. MUUUI
4. MU



xI — xIU
xIIly — xUy
xUUy — xy
Mx — Mxx

1.
2.
3.
4.




xI — xIU
xIIly — xUy
xUUy — xy

1.
2.
3.
4.

Mx — Mxx

1. MI - MIIF MIIITIHF MIIIIU}H MUIU




MIU Losungen (1)

xI — xIU
xIIly — xUy
xUUy — xy

il

Mx — Mxx

Lésungen

1. MIT - MIIF MIIITIHF MIIIIUF MUIU

2. MIFMITFHMIIITHMIITIIIIIT - MITIIIIIIIU K MITIIIIUU
MIIIII

10



MIU Losungen (1)

il

xI — xIU
xIIly — xUy
xUUy — xy
Mx — Mxx

Lésungen

1. MIT - MIIF MIIITIHF MIIIIUF MUIU

. MIFMITHMIIITHMIIIITIIII - MITIIIIIITIUK MIIIIIUU K

MIIIII

. MI - MITIIFMIITIIIIIIF MUIITIIIF MUUITHF MUUIIUUIT -

MUUIIIT - MUUUI
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xI — xIU
xIITy — xUy
xUUy — xy
Mx — Mxx

1.
2.
3.
4.



xI — xIU
xIITy — xUy
xUUy — xy
Mx — Mxx

4. MU kann nicht hergeleitet werden!

1.
2.
3.
4.



MIU Losungen (2)

1. xI — xIU
2. xIITy — xUy
3. xUUy — xy
4. Mx — Mxx
LGésungen
4. MU kann nicht hergeleitet werden!

Beweis: Betrachte Anzahl der I in ableitbaren Worten
» Es gilt die Invariante, dass MI F* x impliziert, dass |x|: nicht glatt
durch 3 teilbar ist
MI|; =1mod3 =1
Regeln 1 und 3 &ndern die Anzahl der I nicht
Regel 4 verdoppelt die Anzahl der I
Regel 2 reduziert die Anzahl der I um 3

vvYyy

v

In keinem der Falle wird aus einem nicht-Vielfachen von 3 ein
Vielfaches von 3. Aber [MU|; = 0 und 0 mod 3 = 0. Also kann MU
nicht herleitbar sein.

11






Logik

» Ziel

Formalisierung rationalen Denkens

Urspriinge: Avristoteles (,,Organon®, , De
Interpretatione"), Al-Farabi, Boole, Frege,
Russell&Whitehead (,, Principia Mathematica®),
Godel (Vollstandigkeit und Unvollsténdigkeit),
Davis . ..

» Rolle der Logik in der Informatik

Grundlagen der Informatik und der Mathematik:
Axiomatische Mengenlehre, Boolsche Schaltkreise
Anwendung innerhalb der Informatik:
Spezifikation, Programmentwicklung,
Programmverifikation

Werkzeug fiir Anwendungen der Informatik
auBerhalb der Informatik:

Kiinstliche Intelligenz, Wissensreprédsentation

13



Deduktionsmethoden

» Automatisierung rationalen Denkens
Eindeutige Spezifikationen
» Syntax (was kann ich aufschreiben?)
» Semantik (was bedeutet das geschriebene?)
Objektiv richtige Ableitung von neuem Wissen

» Was bedeutet ,, Richtigkeit"?
» Kann man Richtigkeit automatisch sicherstellen?
» Kann man neue Fakten automatisch herleiten?

VEF—=FEF4
==

14



Anwendungsbeispiel: Aquivalenz von Spezifikationen

» Entwicklungsprozess (Auszug):
Kundenspezifikation
Systemspezifikation
Software-Design
Implementierung
» Problem: Aquivalenz der verschiedenen Ebenen
Manuelle Uberpriifung aufwendig und fehleranfillig
Aquivalenz nicht immer offensichtlich
Ausgangsspezifikation nicht immer zur direkten Umsetzung geeignet

» Deduktionsmethoden kénnen diesen Prozess unterstiitzen

15



Anwendungsbeispiel: Aquivalenz von Spezifikationen

» Entwicklungsprozess (Auszug):
Kundenspezifikation
Systemspezifikation
Software-Design
Implementierung
» Problem: Aquivalenz der verschiedenen Ebenen
Manuelle Uberpriifung aufwendig und fehleranfillig
Aquivalenz nicht immer offensichtlich
Ausgangsspezifikation nicht immer zur direkten Umsetzung geeignet

» Deduktionsmethoden kénnen diesen Prozess unterstiitzen

Geht das auch konkreter?

15



Kontrollierter Luftraum
Unkontrollierter Luftraum

16



Luftlagebild
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Luftlagebild

Sektorgrenze

Wegpunkt

Ubungsgebiet

Label:

Kennung
Flughohe
Geschwindigkeit

; Flugzeug

B Sperrgebiet
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Filterung vermeidet Uberlastung

» Ziel: Fluglotse sieht nur relevanten Verkehr
» Beispiel:
Nur Flugzeuge im kontrollierten Luftraum

> Alle Flugzeuge in der N&he eines Flughafens
> Ansonsten: Flugzeuge ab Flughéhe FL 100

Ausnahme: Militirflugzeuge im Ubungsgebiet

Sehr variable Forderungen der Lotsen
=
Hart-kodierte Losungen ungeeignet

10



Losung: Symbolische Logik

» Filter wird durch logischen Ausdruck beschrieben
» Elementarfilter (Auswertung nach Luftlage):

Hoéhenband
Id-Code (Mode-3/A) in Liste
Geographische Filter (Polygon)

» Kombinationen durch logische Operatoren

Flugzeug wird genau dann angezeigt, wenn der Filterausdruck zu
»wahr* ausgewertet wird

20



Realisierung im Luftraum UAE (Beispiel)

» Generische Filter:

inregion(X, (polygon}): X ist im beschriebenen Polygon

altitude( X, lower, upper): Flughdhe (in FL) von X ist zwischen lower

(einschlieBlich) und upper (ausschlieBlich)

modeA (X, (code-list)): Kennung von X ist in gegebener Liste
» Spezialisierte Einzelfilter:

VX : a-d-app(X) < inregion(X, [abu-dhabi-koord])

VX : dub-app(X) « inregion(X, [dubai-koord])

VX : milregion(X) < inregion(X, [training-koord])

VX : lowairspace(X) < altitude(X,0,100)

VX : uppairspace(X) « altitude(X, 100, 900)

VX : military(X) > modeA(X, [mil-code-list])

21



Luftraum UAE (1)

Filterlosung: Stelle Flugzeug X genau dann da, wenn

((a-d-app(X) A lowairspace(X))
V' (dub-app(X) A lowairspace(X))
\Y uppairspace(X))
A (= milregion(X) V = military(X))

mit den gegebenen Definitionen und der durch die aktuelle Luftlage
definierte Interpretation zu ,,wahr" evaluiert wird.

29



Optimierung

» Implementierungsdetails:

Hohenfilter sind billig (2 Vergleiche)

ID-Filter: Zugriff auf groBe Tabelle

Geographische Filter:Teuer, spharische Geometrie

Positiv: Kurzschlussauswertung der Boolschen Operatoren

» Auswertung des zweiten Arguments nur, wenn notwendig

» Optimierte Version:

((uppairspace(X)
Vv dub-app(X)
v a-d-app(X))
A (= military(X) V = milregion(X)))

23



Aquivalenz?

((a-d-app(X) A lowairspace(X))
(dub-app(X) A lowairspace(X))
uppairspace(X))

(= milregion(X) V = military(X))

> <

gegen

((uppairspace(X)
dub-app(X)
a-d-app(X))

(= military(X) V = milregion(X)))

24




Formalisierung in TPTP-Syntax

fof(filter_equiv , conjecture, (

% Naive version: Display aircraft in the Abu Dhabi Approach are
% lower airspace, display aircraft in the Dubai Approach area i
% airspace, display all aircraft in upper airspace, except for
% aircraft in military training region if they are actual milit
% aircraft.
("[X]:(((a-d-app(X) & lowairspace (X))
|(dub_app(X) & lowairspace (X))
|uppairspace (X))
& ("milregion (X)|” military(X))))
<=
% Optimized version: Display all aircraft in either Approach, c
% aircraft in upper airspace, except military aircraft in the r

% training region
('[X]:((uppairspace(X) | dub_app(X) | a_d_app(X)) &
("military (X) | “milregion(X)))))).

25



» Frage: Sind urspriingliche und optimierte Version dquivalent?

26



Verifikation

» Frage: Sind urspriingliche und optimierte Version dquivalent?
# Initializing proof state
# Scanning for AC axioms

# No proof found!
# SZS status CounterSatisfiable

Automatischer Beweisversuch schlagt fehl (nach 1664
Schritten/0.04 s)

26



Verifikation

» Frage: Sind urspriingliche und optimierte Version dquivalent?

# Initializing proof state
# Scanning for AC axioms

# No proof found!
# SZS status CounterSatisfiable

Automatischer Beweisversuch schlagt fehl (nach 1664
Schritten/0.04 s)

Analyse: lowairspace(X) oder uppairspace(X) sind die einzigen
Méoglichkeiten - aber das ist nicht spezifiziert!

26



Formalisierung in TPTP-Syntax

% All aircraft are either in lower or in upper airspace
fof (low_up_is_exhaustive , axiom,
('[X]:(lowairspace(X)|uppairspace(X)))).

fof (filter_equiv , conjecture, (
% Naive version: Display aircraft in the Abu Dhabi Approach are
% lower airspace, display aircraft in the Dubai Approach area i
% airspace, display all aircraft in upper airspace, except for
% aircraft in military training region if they are actual milit
% aircraft.
('"[X]:(((a-d_app(X) & lowairspace (X))
|(dub_app(X) & lowairspace (X))
|uppairspace (X))
& ("milregion(X)|" military(X))))
<=
% Optimized version: Display all aircraft in either Approach, c
% aircraft in upper airspace, except military aircraft in the r
% training region
('"[X]:((uppairspace(X) | dub_app(X) | a_d_app(X)) &
("military (X) | “milregion(X)))))).

27



Verifikation

» Frage: Sind urspriingliche und optimierte Version dquivalent?
# Initializing proof state
# Scanning for AC axioms
# Proof found!
# SZS status Theorem

Mit erganzter Spezifikation ist automatischer Beweisversuch
erfolgreich (229 Schritte/0.038 s)

28



Fazit

» Problem: Flexible Filterspezifikation mit klarer Semantik fiir
Darstellung von Flugzeugen
» Losung: Spezifikation mit symbolischer Logik

Machtig

Dynamisch konfigurierbar

Gut verstandene Semantik
Automatische Verifikation moglich

20



Fazit

» Problem: Flexible Filterspezifikation mit klarer Semantik fiir
Darstellung von Flugzeugen
» Losung: Spezifikation mit symbolischer Logik

Machtig

Dynamisch konfigurierbar

Gut verstandene Semantik
Automatische Verifikation moglich

Ende Vorlesung 1

20



Mengenlehre

20



Definitionen

Definition (Definition)
Eine Definition ist eine genaue Beschreibung eines Objektes oder
Konzepts.

» Definitionen konnen einfach oder komplex sein

» Definitionen miissen prazise sein - es muss klar sein, welche Objekte
oder Konzepte beschrieben werden

» Oft steckt hinter einer Definition eine Intuition - die Definition
versucht, ein , reales” Konzept formal zu beschreiben
Hilfreich fiir das Versténdnis - aber gefahrlich! Nur die Definition an
sich zahlt fiir formale Argumente

21



Mathematische Beweise

Definition (Beweis)

Ein Beweis ist ein Argument, das einen verstandigen und
unvoreingenommenen Empfanger von der unbestreitbaren Wahrheit einer
Aussage iiberzeugt.

» Oft mindestens semi-formal
» Aussage ist fast immer ein Konditional (d.h. eine bedingte Aussage)

k¥l



Mathematische Beweise

Definition (Beweis)

Ein Beweis ist ein Argument, das einen verstandigen und
unvoreingenommenen Empfanger von der unbestreitbaren Wahrheit einer
Aussage iiberzeugt.

» Oft mindestens semi-formal

» Aussage ist fast immer ein Konditional (d.h. eine bedingte Aussage)
... aber die Annahmen sind fiir semi-formale Beweise oft implizit

k¥l



Mathematische Beweise

Definition (Beweis)

Ein Beweis ist ein Argument, das einen verstandigen und
unvoreingenommenen Empfanger von der unbestreitbaren Wahrheit einer
Aussage iiberzeugt.

» Oft mindestens semi-formal
» Aussage ist fast immer ein Konditional (d.h. eine bedingte Aussage)

... aber die Annahmen sind fiir semi-formale Beweise oft implizit
Z.B. Eigenschaften von natiirlichen Zahlen, Bedeutung von
Symbolen, ...

k¥l



Mengenbegriff von Georg Cantor

Unter einer ,,Menge" verstehen wir jede
Zusammenfassung M von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten m unserer
Anschauung oder unseres Denkens
(welche die ,, Elemente” von M genannt
werden) zu einem Ganzen.

Georg Cantor, 1895

23




Mengen

Definition (Menge, Element)

» Eine Menge ist eine Sammlung von Objekten, betrachtet als Einheit.

» Die Objekte heiBen auch Elemente der Menge.

» Elemente konnen beliebige Objekte sein:
Zahlen
Worte
Andere Mengen (!)
Listen, Paare, Funktionen, . ..
...aber auch Personen, Fahrzeuge, Kurse an der DHBW, ...

24



Mengen

Definition (Menge, Element)

» Eine Menge ist eine Sammlung von Objekten, betrachtet als Einheit.

» Die Objekte heiBen auch Elemente der Menge.

» Elemente kdnnen beliebige Objekte sein:

Zahlen

Worte

Andere Mengen (!)

Listen, Paare, Funktionen, . ..

...aber auch Personen, Fahrzeuge, Kurse an der DHBW, ...

Die Menge aller im Moment betrachteten Objekte heiBt manchmal
Universum, Bereich oder (universelle) Tragermenge. Dabei ist etwas
Vorsicht notwendig (mehr spater).

224



Definition von Mengen

» Explizite Aufzdhlung:
A={2,3,57,11,13}
N=1{0,1,2,3,...}
» Beschreibung (,, Deskriptive Form"):
A = {x|x ist Primzahl und x < 13}
» Mengenzugehorigkeit
2€ A(2istin A, 2 ist Element von A)
4 ¢ A (4 ist nicht in A, 4 ist kein Element von A)

iy



Basiseigenschaften von Mengen

» Mengen sind ungeordnet
{a,b,c} ={b,c,a} = {c,a, b}
Geordnet sind z.B. Listen
Aber: Wir kénnen eine externe Ordnung zu einer Menge definieren
(spater)!

» Jedes Element kommt in einer Menge maximal einmal vor
{1,1,1} hat ein Element
Mehrfaches Vorkommen des gleichen Elements erlauben z.B.
Multimengen

26



Teilmengen, Mengengleichheit

Definition (Teilmenge)

Eine Menge M; heiBt Teilmenge von M, wenn fiir alle x € My auch
x € M, gilt.

» Schreibweise: M; C M,

7



Teilmengen, Mengengleichheit

Definition (Teilmenge)
Eine Menge M; heiBt Teilmenge von M, wenn fiir alle x € My auch
x € M, gilt.

» Schreibweise: M; C M»

Definition (Mengengleichheit)
Zwei Mengen M; und M, sind einander gleich, wenn sie die selben
Elemente enthalten. Formal: Fiir alle Elemente x gilt: x € M; gdw.
x € M.

» Schreibweise: M; = M

7



Teilmengen, Mengengleichheit

Definition (Teilmenge)
Eine Menge M; heiBt Teilmenge von M, wenn fiir alle x € My auch
x € M, gilt.

» Schreibweise: M; C M»

Definition (Mengengleichheit)

Zwei Mengen M; und M, sind einander gleich, wenn sie die selben
Elemente enthalten. Formal: Fiir alle Elemente x gilt: x € M; gdw.
x € M.

» Schreibweise: M; = M

Es gilt: My = M,
gdw.
Ml g /\/lg und M2 g Ml.

7



Teilmengen, Mengengleichheit

Definition (Teilmenge)
Eine Menge M; heiBt Teilmenge von M, wenn fiir alle x € My auch
x € M, gilt.

» Schreibweise: M; C M»

Definition (Mengengleichheit)
Zwei Mengen M; und M, sind einander gleich, wenn sie die selben
Elemente enthalten. Formal: Fiir alle Elemente x gilt: x € M; gdw.
x € M.

» Schreibweise: M; = M

Es gilt: My = M> Vokabular: gdw.

gdw. steht fiir ,,genau
Ml g Mg und M2 g Ml. dann, wenn"

7



Echte Teilmengen, Obermengen

Definition (Echte Teilmenge)

Eine Menge M; heiBt echte Teilmenge von M,, wenn M; C M, und
My # M.

» Schreibweise: My C M,

28



Echte Teilmengen, Obermengen

Definition (Echte Teilmenge)

Eine Menge M; heiBt echte Teilmenge von M,, wenn M; C M, und
My # M.

» Schreibweise: My C M,

» Analog definiere wir Obermengen:
M1 :_) M2 gdW. M2 g M1
M; D M, gdw. My C My

28



Echte Teilmengen, Obermengen

Definition (Echte Teilmenge)

Eine Menge M; heiBt echte Teilmenge von M,, wenn M; C M, und
My # M.

» Schreibweise: My C M,

» Analog definiere wir Obermengen:
M1 :_) M2 gdW. M2 g M1
M; D M, gdw. My C My

» Wir schreiben My SZ M, falls My keine Teilmenge von M, ist.
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Echte Teilmengen, Obermengen

Definition (Echte Teilmenge)
Eine Menge M; heiBt echte Teilmenge von M,, wenn M; C M, und
My # M.

» Schreibweise: My C M,

» Analog definiere wir Obermengen:
M1 :_) M2 gdW. M2 g M1
M; D M, gdw. My C My

» Wir schreiben My ;{ M, falls My keine Teilmenge von M, ist.

Notationsalarm: Manche Autoren verwenden C mit der Bedeutung C
und C statt C.
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Einige wichtige Mengen

v

v

v

v

v

v

Die leere Menge enthélt kein Element
Schreibweise: () oder {}
Es gilt: § C M fiir alle Mengen M

N ={0,1,2,3...} (die natiirlichen Zahlen)
Informatiker (und moderne Mathematiker)
fangen bei 0 an zu zdhlen!

Nt ={1,2,3,...} (die positiven ganzen

Zahlen)

Z=A{...,-2,-1,0,1,2,...} (die ganzen

Zahlen)

Q= {&|p € Z,q € N*} (die rationalen

Zahlen)

R, die reellen Zahlen

20
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v

v

v

v

v

v

Die leere Menge enthélt kein Element
Schreibweise: () oder {}
Es gilt: § C M fiir alle Mengen M

N ={0,1,2,3...} (die natiirlichen Zahlen)
Informatiker (und moderne Mathematiker)
fangen bei 0 an zu zdhlen!

Nt ={1,2,3,...} (die positiven ganzen

Zahlen)

Z=A{...,-2,-1,0,1,2,...} (die ganzen

Zahlen)

Q= {&|p € Z,q € N*} (die rationalen

Zahlen)

R, die reellen Zahlen

Die ganzen Zahlen
hat der liebe Gott
gemacht, alles
andere ist
Menschenwerk.
Leopold Kronecker
(1823-1891)
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Ubung: Mengenbeschreibungen

» Geben Sie formale Beschreibungen fiir die folgenden Mengen:

Alle geraden Zahlen
Alle Quadratzahlen
Alle Primzahlen
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Zahlenkonstruktion und Termalgebra

41



Die Grundlagenkrise

I've. said +hat the, Foundations of
Mothemotics were ke o wiythical +urHe
supporting the Coswos. Yet, all we didl
when we tried to create solidl groundl For
the beast to stond on. was.,

f tower \
£ | of "turtles' all
\ the way clown! /

Aus: A. Doxidadis, C.H. Papadimitriou, Logicomix - An Epic Search for Truth
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Die Grundlagenkrise

Bertrand Russell (1872-1970)
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Die Grundlagenkrise

Bertrand Russell (1872-1970) Alfred North Whitehead (1861-1947)
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Mengenlehre ist die Grundlage der Mathematik (1)

Wir definieren eine Familie von Mengen wie folgt:

Mo =
My =
M, =

Ms = {{{{}}}}

Miy1 =

{}
{{}}
{{}}}

(M}

Leere Menge
Menge, die (nur) {} enthalt
usw.

sf.

c

Nachfolger enthdlt (nur) den Vorganger
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Mengenlehre ist die Grundlage der Mathematik (1)

Wir definieren eine Familie von Mengen wie folgt:
Mo = {} Leere Menge
My = {{}}  Menge, die (nur) {} enthilt
My= " {{{}}} usw.
Mz = {{{{}}}} usf.

Mt = {M;} Nachfolger enthdlt (nur) den Vorganger

c

» Alle My sind verschieden!
» AuBer My enthilt jedes My genau ein Element

» Wir konnen die Konstruktion beliebig fortsetzen
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Mengenlehre ist die Grundlage der Mathematik (2)

Andere Sicht:
0~ {} Leere Menge

1~ {{}} Menge, die (nur) {} enthélt
2=~ {{{}}} usw
3~ {{{{}}}} wusf.
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Mengenlehre ist die Grundlage der Mathematik (3)

Und bequemere Schreibweise:
0~ 0 Leere Menge
1~ s(0) Menge, die (nur) {} enthélt
2~ s(s(0))  usw.

3~ s(s(s(0))) usf.

» Wir geben folgende Regeln an:
a(x,0) = x
a(x,s(y)) = s(a(x,y))

» Beispielrechnung:

a(s(0),s(s(0))) =

45
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Mengenlehre ist die Grundlage der Mathematik (3)

Und bequemere Schreibweise:
0~ 0 Leere Menge
1~ s(0) Menge, die (nur) {} enthélt
2~ s(s(0))  usw.

3~ s(s(s(0))) usf.

» Wir geben folgende Regeln an:
a(x,0) = x
a(x,s(y)) = s(a(x,y))

» Beispielrechnung:

a(s(0), 5(s(0)))

I
0n
—~
0n
—
8}
—~
0n
—~~
o
~—
o
~—
~—
~—
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Mengenlehre ist die Grundlage der Mathematik (3)

Und bequemere Schreibweise:
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3~ s(s(s(0))) usf.

» Wir geben folgende Regeln an:
a(x,0) = x
a(x,s(y)) = s(a(x,y))

» Beispielrechnung:

a(s(0),s(s(0))) = s(a(s(0), 5(0)))
= s(s(a(s(0),0)))
= s(s(s(0)))
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Mengenlehre ist die Grundlage der Mathematik (3)

Und bequemere Schreibweise:
0~ 0 Leere Menge
1~ s(0) Menge, die (nur) {} enthélt
2~ s(s(0))  usw.
3~ s(s(s(0))) usf.

» Wir geben folgende Regeln an:
a(x,0) =
a(x,s(y)) = s(a(x,y))

» Beispielrechnung:

a(s(0),s(s(0))) = s(a(s(0), 5(0)))
= s(s(a(s(0),0)))
= s(s(s(0)))

..oderauch1+2=3
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Mengenlehre ist die Grundlage der Mathematik (3)

Und bequemere Schreibweise:
0~ 0 Leere Menge
1~ s(0) Menge, die (nur) {} enthélt
2~ s(s(0))  usw.
3~ s(s(s(0))) usf.

» Wir geben folgende Regeln an:
a(x,0) = x
a(x,s(y)) = s(a(x,y))
» Beispielrechnung:
a(s(0),s(s(0))) = s(a(s(0),s(0)))
= s(s(a(s(0),0)))

= s(s(s(0)))
...oderauch1+4+2=3




Ubung: Multiplikation rekursiv

» Erweitern Sie das vorgestellte System um ein Funktionssymbol m
und geeigneten Regeln, so dass m der Multiplikation auf den
natiirlichen Zahlen entspricht.
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Kommentare zur Zahlkonstruktion

» Wir kdnnen mit dieser Zahlenkonstruktion und unseren Regeln
rechnen, ohne ein Verstandnis von Zahlen zu haben

Wir verwenden nur einfachste Definitionen auf Basis des
Mengenbegriffs
Die Rechnungen sind rein mechanisch
» Diese Konstruktion der natiirlich Zahlen ist induktiv:
0 (oder die leere Menge) ist eine natiirliche Zahl
Wenn n (d.h. M,) eine Zahl ist, so auch s(n) (={n} oder {M,})
» Die Definitionen von a und m sind rekursiv
Fiir den Basisfall (in diesem Fall die 0 im zweiten Argument) wird die
Losung direkt angegeben

Fiir den rekursiven Fall (zweites Argument > 0) wird das Problem auf
ein kleineres reduziert
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Kommentare zur Zahlkonstruktion

» Wir kdnnen mit dieser Zahlenkonstruktion und unseren Regeln
rechnen, ohne ein Verstandnis von Zahlen zu haben

Wir verwenden nur einfachste Definitionen auf Basis des
Mengenbegriffs
Die Rechnungen sind rein mechanisch
» Diese Konstruktion der natiirlich Zahlen ist induktiv:
0 (oder die leere Menge) ist eine natiirliche Zahl
Wenn n (d.h. M,) eine Zahl ist, so auch s(n) (={n} oder {M,})
» Die Definitionen von a und m sind rekursiv

Fiir den Basisfall (in diesem Fall die 0 im zweiten Argument) wird die
Losung direkt angegeben

Fiir den rekursiven Fall (zweites Argument > 0) wird das Problem auf
ein kleineres reduziert

Rekursion (die Losung eines Problems durch Reduktion auf kleinere
Teilprobleme) ist eines der wichtigsten Konzepte der Informatik!
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Mengenoperationen

48



Venn-Diagramme

» Graphische Mengendarstellung

Mengen sind zusammenhangende Flachen
Uberlappungen visualisieren gemeinsame
Elemente

» Zeigen alle moglichen Beziehungen

John Venn
(1834-1923)
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Venn-Diagramme

» Graphische Mengendarstellung

Mengen sind zusammenhangende Flachen
Uberlappungen visualisieren gemeinsame
Elemente

» Zeigen alle moglichen Beziehungen

Quadratzahlen

John Venn
(1834-1923)
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Venn-Diagramme

» Graphische Mengendarstellung

Mengen sind zusammenhangende Flachen
Uberlappungen visualisieren gemeinsame
Elemente

» Zeigen alle moglichen Beziehungen

Ungerade Zahlen

John Venn
(1834-1923)
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Venn-Diagramme

» Graphische Mengendarstellung

Mengen sind zusammenhangende Flachen
Uberlappungen visualisieren gemeinsame
Elemente

» Zeigen alle moglichen Beziehungen

Quadratzahlen Ungerade Zahlen

John Venn
(1834-1923)
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Mengenoperationen

Wir nehmen im folgenden an, dass alle betrachteten Mengen Teilmengen
einer gemeinsamen Tragermenge T sind.
Wichtige Mengenoperationen sind:

» Vereinigung
Schnitt

Differenz

v

v

» Symmetrische Differenz

v

Komplement

50



Vereinigungsmenge

» My UM, = {x|x € M; oder x € M}
» x € My UM, gdw. x € My oder x € M,

51



Schnittmenge

» MiN My ={x|x € M; und x € My}
» x e MiN My gdw. x € My und x € M,

RD



Differenz

» Mi\My = {x|x € M; und x ¢ M>}
» x € Mi\M, gdw. x € My und x ¢ M,

1%



Symmetrische Differenz

» MiAMy = {x|x € My und x ¢ M} U{x|x € My und x ¢ M}

» x € MiAM, gdw. x € My oder x € My, aber nicht x € My und
x € M,

R4



Komplement

> M= {x|x ¢ Mi}
» x € My gdw. x ¢ M

1545Y



Komplement

> M= {x|x ¢ Mi}
» x € My gdw. x ¢ M

Hier ist die implizite Annahme der Tragermenge T (symbolisiert durch
den eckigen Kasten) besonders wichtig!

145Y



Ubung Mengenoperationen

> Sei T={1,2,...,12}, My = {1,2,3,4,5,6,7,8},
M, = {2,4,6,8,10,12}. Berechnen Sie die folgenden Mengen und
visualisieren Sie diese.
M; U M,
M,y 0 M,
M\ M,
My AM,
‘M; und M,

» Sei T=N, My ={3i|ie N}, Mo ={2i+ 1| i€ N}. Berechnen
Sie die folgenden Mengen. Geben Sie jeweils eine mathematische

und eine umgangssprachliche Charakterisierung des Ergebnisses an.

My U M,
M; N M,
Ml\%
Mo\ Wy
My A M,

1Yo)



Diskussion: Ubung Mengenoperationen

» Sei T =N, My = {3i]i € N}, My = {2i + 1,i € N}. Berechnen Sie
die folgenden Mengen. Geben Sie jeweils eine mathematische und
eine umgangssprachliche Charakterisierung des Ergebnisses an.

My U M,
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Diskussion: Ubung Mengenoperationen

» Sei T =N, My = {3i]i € N}, My = {2i + 1,i € N}. Berechnen Sie
die folgenden Mengen. Geben Sie jeweils eine mathematische und
eine umgangssprachliche Charakterisierung des Ergebnisses an.

My U M,

> Die Menge der ungeraden Zahlen und der Vielfachen von 3
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Diskussion: Ubung Mengenoperationen

» Sei T =N, My = {3i]i € N}, My = {2i + 1,i € N}. Berechnen Sie
die folgenden Mengen. Geben Sie jeweils eine mathematische und
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Diskussion: Ubung Mengenoperationen

» Sei T =N, My = {3i]i € N}, My = {2i + 1,i € N}. Berechnen Sie
die folgenden Mengen. Geben Sie jeweils eine mathematische und
eine umgangssprachliche Charakterisierung des Ergebnisses an.

My U M,
> Die Menge der ungeraden Zahlen und der Vielfachen von 3
» MiUM, ={x|3ieN:x=3ioder x=2i+1} =
{6i+k|ieNke{0,1,3,5}}
M, 0 M,
> Die Menge der ungeraden Vielfachen von 3
» Min M, ={6i+3]|ieN}
M\ M,
» Die Menge der geraden Vielfachen von 3
» MinM, ={6i|icN}
My \ M,
» Siehe M N M,
My AMy
> Die Menge der geraden Vielfachen von 3 und der ungeraden Zahlen,
die nicht durch 3 teilbar sind
» MiiAM, ={6i|ieN}uU{6i+k|ieNke{l5}}
={6i+k|ieNke{0,1,5}}

Ende Vorlesung 2



Kartesisches Produkt

Definition (Kartesisches Produkt)

Das kartesische Produkt M; x My zweier
Mengen M; und M, ist die Menge
{(va)|x € M17y € M2}

» M; x M ist eine Menge von Paaren oder
2-Tupeln
» Verallgemeinerung: My x Mp ... x M, =
{(x1,%2,...,xn)|xi € M;} ist eine Menge
von n-Tupeln
» Beispiel: My = {1,2,3}, My = {a, b}
My x My =
{(1,2),(2,4),(3,a),(1,b),(2,b), (3, b)}

, Cogito, ergo sum*

René Descartes, Discours
de la méthode pour bien
conduire sa raison, et
chercher la vérité dans les
sciences, 1637
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Kartesisches Produkt: Spezialfille

Definition (n-Tupel)

Sei M eine beliebige Menge. Dann ist M" = M x ... x M die Menge der

N————
n Mal

n-Tupel liber M.

» Spezialfall: n=1: M = {(x) | x € M}
M ist die Menge der 1-Tupel iiber M
M? enthilt genau ein Element fiir jedes Element aus M
Oft werden M! und M miteinander identifiziert (obwohl sie strikt
gesehen verschieden sind)

» Spezialfall: n=0: M° = {()}

MP enthilt genau ein Element: Das leere Tupel ()
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Potenzmengen

Definition (Potenzmenge)

Die Potenzmenge 2M einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von
M, also 2M = {M'|M' C M}.

» Wichtig: M € 2M und 0 € 2M
» Alternative Schreibweise: B(M)
» Beispiel: M; ={1,2,3}
2M = {0,{1}, {2}, {3}, {1,2}.{1,3},{2,3},{1,2,3}}
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Potenzmengen

Definition (Potenzmenge)

Die Potenzmenge 2M einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von
M, also 2M = {M'|M' C M}.

v

Wichtig: M € 2M und ¢ € 2M
Alternative Schreibweise: B(M)
Beispiel: My = {1,2,3}
2M = {0,{1}, {2}, {3}, {1,2}.{1,3},{2,3},{1,2,3}}
M2 = {a, b}
oM — 7

v

v

v
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Ubung: Kartesisches Produkt und Potenzmenge

» Sei My ={1,2,3,4,5,6,7}, My ={2,4,6,8,10}.
Berechnen Sie:
Ml X M1
M1 X M2
M2 X M1
2M:
Warum lasse ich Sie nicht 2M:YM2 herechnen?
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Losung: My x M;

M1><M1:
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Losung: My x M;
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Losung: My x M,

M1><M2:
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Losung: My x M,
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Losung: M, x M;

M2><M1:
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Losung: M, x M;

o — — -
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Losung: Potenzmenge

Definition (Potenzmenge)
Die Potenzmenge 2M einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von

M, also 2M = {M'|M' C M}.

» Sei M = {1,2,3,4,5,6,7}, My = {2,4, 6,8, 10}
Berechnen Sie 2M2. Warum lasse ich Sie nicht 2MYM2 herechnen?

| 2 2M2:
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Losung: Potenzmenge

Definition (Potenzmenge)

Die Potenzmenge 2M einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von
M, also 2M = {M'|M' C M}.

> Sei My = {1,2,3,4,5,6,7}, M, = {2,4,6,8,10}

Berechnen Sie 2M2. Warum lasse ich Sie nicht 2MYM2 herechnen?

> 2 ={{}, {10}, {8}.{8, 10},
{6},{6,10},{6,8},{6,8,10}, {4}, {4,10}, {4, 8},
{4,8,10}, {4,6},{4,6,10},{4,6,8},{4,6,8,10},
{2}, {2,10},{2,8},{2,8,10}, {2, 6}, {2,6,10},
{2,6,8},{2,6,8,10},{2,4},{2,4,10}, {2, 4,8},
{2,4,8,10},{2,4,6},{2,4,6,10},{2,4,6,8}, {2,4,6,8,10}}
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Ubung: M3

» Sei M = {a, b,c}. Berechnen Sie M3(= M x M x M).
> M3 =
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Ubung: M3

» Sei M = {a, b,c}. Berechnen Sie M3(= M x M x M).

> M3 ={(2,2,2), (2,2, b), (2,2,¢), (2, b, a), (3, b, b), (a, b, ),
(a,c,a),(a,c,b),(ac,c)(b,a,a),(b,a,b),(b,a,c),
(b, b, a), (b, b, b), (b, b,c),(b,c,a),(b,c,b),(b,c,c),
(c,a,a),(c,a,b),(ca,c)(cb, a),(c7 b, b),(c, b, c),
(c,c,a),(c,c,b),(c,c,c)}

L L

) )
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Mengenalgebra

» Das Gebiet der Algebra beschiftigt sich mit den Eigenschaften von
Rechenoperationen
» Eine Algebraische Struktur (oder nur Algebra) besteht aus:
Einer Menge (der Trigermenge)
Einer Menge von Operatoren auf dieser Menge
» Bekannte algebraische Strukturen:
(Z,+) ist eine Gruppe
(Z,+,*) ist ein Ring
({0,s(0), s(s(0)),..., },a, m) ist eine Termalgebra
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Mengenalgebra

v

Das Gebiet der Algebra beschiftigt sich mit den Eigenschaften von
Rechenoperationen

v

Eine Algebraische Struktur (oder nur Algebra) besteht aus:

Einer Menge (der Trigermenge)
Einer Menge von Operatoren auf dieser Menge

v

Bekannte algebraische Strukturen:

(Z,+) ist eine Gruppe

(Z,+,*) ist ein Ring

({0,s(0), s(s(0)),..., },a, m) ist eine Termalgebra
Mengenalgebra:

v

Die Tragermenge der Algebra ist die Menge der Mengen iiber einem
gemeinsamen Universum
Die Operatoren sind U,N, 7, ...
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Algebraische Regeln (1)

My, My, M3 C T seien beliebige Teilmengen der gemeinsamen
Tragermenge T. Es gelten:

» Kommutativgesetze
My UMy = My U M,y
M N My, = My My

» Neutrale Elemente
M UD =M,
MiNT =M

» Absorption
MUT =T
MiND =10
» Assoziativgesetze
My U(M2 @] M3) = (Ml @] Mz) U My
M; N (M2 N M3) = (Ml N M2) N M3
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Algebraische Regeln (2)

My, Mp, M3 C T seien beliebige Teilmengen der
gemeinsamen Triagermenge T.
» Distributivgesetze
My U (Myn Ms) = (My U M,y) N (M U Ms)
My N (My U Ms) = (M N My) U (M N Ms)

» Inverse Elemente
M; U E =T
MiNnM =0
» Idempotenz
- My UM, =M
’? MiN"M; = M,

» Gesetze von De-Morgan

My U M, = E n E

My N M, = My U M,
Doppelte Komplementbildung

>

Augustus De Morgan i
(1806-1871) My = M,

v
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Relationen
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Allgemeine Relationen

Definition (Relationen)

Seien My, My, ... M, Mengen. Eine (n-stellige) Relation R iiber
My, Ms, ... M, ist eine Teilmenge des kartesischen Produkts der Mengen,
also R C My x My x ... x M, (oder dquivalent R € 2Mi>xM2x..xMn)
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Allgemeine Relationen

Definition (Relationen)

Seien My, My, ... M, Mengen. Eine (n-stellige) Relation R iiber

My, Ms, ... M, ist eine Teilmenge des kartesischen Produkts der Mengen,

also R C My x My x ... x M, (oder dquivalent R € 2Mi>xMax..xMny

» Beispiel:
M; = {Miiller, Mayer, Schulze, Doe, Roe} (z.B. Personen)
M, = {Logik, Lineare Algebra, BWL, Digitaltechnik, PM} (z.B.
Kurse)
Belegt = {(Miiller, Logik), (Miiller, BWL), (Miiller, Digitaltechnik),
(Mayer, BWL), (Mayer, PM), (Schulze, Lineare Algebra), (Schulze,
Digitaltechnik), (Doe, PM)}
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Allgemeine Relationen

Definition (Relationen)

Seien My, My, ... M, Mengen. Eine (n-stellige) Relation R iiber
My, Ms, ... M, ist eine Teilmenge des kartesischen Produkts der Mengen,
also R C My x My x ... x M, (oder dquivalent R € 2Mi>xM2x..xMn)

» Beispiel:
M; = {Miiller, Mayer, Schulze, Doe, Roe} (z.B. Personen)
M, = {Logik, Lineare Algebra, BWL, Digitaltechnik, PM} (z.B.
Kurse)
Belegt = {(Miiller, Logik), (Miiller, BWL), (Miiller, Digitaltechnik),
(Mayer, BWL), (Mayer, PM), (Schulze, Lineare Algebra), (Schulze,
Digitaltechnik), (Doe, PM)}
Welche Kurse hat Mayer belegt?
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Allgemeine Relationen

Definition (Relationen)

Seien My, My, ... M, Mengen. Eine (n-stellige) Relation R iiber
My, Ms, ... M, ist eine Teilmenge des kartesischen Produkts der Mengen,
also R C My x My x ... x M, (oder dquivalent R € 2Mi>xM2x..xMn)

» Beispiel:
M; = {Miiller, Mayer, Schulze, Doe, Roe} (z.B. Personen)
M, = {Logik, Lineare Algebra, BWL, Digitaltechnik, PM} (z.B.
Kurse)
Belegt = {(Miiller, Logik), (Miiller, BWL), (Miiller, Digitaltechnik),
(Mayer, BWL), (Mayer, PM), (Schulze, Lineare Algebra), (Schulze,
Digitaltechnik), (Doe, PM)}
Welche Kurse hat Mayer belegt?
Welche Kurse hat Roe belegt?
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Allgemeine Relationen

Definition (Relationen)

Seien My, My, ... M, Mengen. Eine (n-stellige) Relation R iiber
My, Ms, ... M, ist eine Teilmenge des kartesischen Produkts der Mengen,
also R C My x My x ... x M, (oder dquivalent R € 2Mi>xM2x..xMn)

» Beispiel:
M; = {Miiller, Mayer, Schulze, Doe, Roe} (z.B. Personen)
M, = {Logik, Lineare Algebra, BWL, Digitaltechnik, PM} (z.B.
Kurse)
Belegt = {(Miiller, Logik), (Miiller, BWL), (Miiller, Digitaltechnik),
(Mayer, BWL), (Mayer, PM), (Schulze, Lineare Algebra), (Schulze,
Digitaltechnik), (Doe, PM)}
Welche Kurse hat Mayer belegt?
Welche Kurse hat Roe belegt?

» Wir schreiben oft R(x,y) statt (x,y) € R
Im Beispiel also z.B. Belegt(Schulze, Digitaltechnik)
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Ubung

» Geben Sie jeweils ein Beispiel fiir eine moglichst interessante
Relation aus dem realen Leben und aus der Mathematik an

Welche Mengen sind beteiligt?
Welche Elemente stehen in Relation?
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Homogene Relationen, Binare Relationen

Definition (homogene Relation, binire Relation)

Sei R eine Relation iiber My, My, ... M,.
» R heiBt homogen, falls M; = M; fiir alle i,j € {1,..., n}.
» R heiBt binar, falls n = 2.

» R heiBt homogene bindre Relation, falls R homogen und binar ist.
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Homogene Relationen, Binare Relationen

Definition (homogene Relation, binire Relation)

Sei R eine Relation iiber My, My, ... M,.

>

v

v

v

R heiBt homogen, falls M; = M; fiir alle i,j € {1,...,n}.
R heiBt binar, falls n = 2.

R heiBt homogene binare Relation, falls R homogen und binar ist.

Wenn R homogen ist, so nennen wir R auch eine Relation iiber M
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Homogene Relationen, Binare Relationen

Definition (homogene Relation, binire Relation)

Sei R eine Relation iiber My, My, ... M,.

>

v

v

v

v

R heiBt homogen, falls M; = M; fiir alle i,j € {1,...,n}.
R heiBt binar, falls n = 2.

R heiBt homogene binare Relation, falls R homogen und binar ist.

Wenn R homogen ist, so nennen wir R auch eine Relation iiber M

Im Fall von bindren Relationen schreiben wir oft xRy statt R(x,y)
(z.B. 1 < 2 statt < (1,2) oder (1,2) €<)
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Homogene Relationen, Binare Relationen

Definition (homogene Relation, binire Relation)

Sei R eine Relation iiber My, My, ... M,.

>

v

v

v

v

v

R heiBt homogen, falls M; = M; fiir alle i,j € {1,...,n}.
R heiBt binar, falls n = 2.

R heiBt homogene binare Relation, falls R homogen und binar ist.

Wenn R homogen ist, so nennen wir R auch eine Relation iiber M

Im Fall von bindren Relationen schreiben wir oft xRy statt R(x,y)
(z.B. 1 < 2 statt < (1,2) oder (1,2) €<)

Im folgenden nehmen wir bis auf weiteres an, dass Relationen
homogen und binar sind, soweit nichts anderes spezifiziert ist

73



Beispiele fiir Relationen

» Beispiele fiir homogene bindre Relationen:
= iiber N
» = =1{(0,0),(1,1),(2,2),...}
< liber Z
» < ={(i,i+j)|iezjeN}
» (1,2) €<,(7,42) €<,(0,666) €<
> {(0,1),(0,2),(0,3)} <
# liber {w|w ist ein deutscher Name }
» {(Miiller, Mayer), (Miiller, Schulze), (Mayer, Schulze), (Mayer,
Miiller), (Schulze, Mayer), (Schulze, Miiller)} C  #
C iiber 2M fiir eine Menge M
» ZB. ({a,b},{a,b,c}) e C
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Eigenschaften von Relationen (1)

Definition (linkstotal, rechtseindeutig)

Sei R eine bindre Relation iiber A x B.
» Gilt fiir alle Ya € A3db € B mit R(a, b), so heiBt R linkstotal

» Gilt fiir alle Va € A,Vb,c € B : R(a, b) und R(a, c) impliziert b = c,
so heisst R rechtseindeutig

» Linkstotal: Jedes Element aus A steht mit mindestens einem
Element aus B in Relation

» Rechtseindeutig: Jedes Element aus A steht mit hochstens einem
Element aus B in Relation.
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Eigenschaften von Relationen (2)

Definition (reflexiv, symmetrisch, transitiv, Aquivalenzrelation)

Sei R eine homogene bindre Relation iiber A.
Gilt Va € A: R(a, a), so heiBt R reflexiv
Gilt Va, b € A: R(a, b) impliziert R(b, a), so heit R symmetrisch

Gilt Va, b,c € A: R(a, b) und R(b, c) implizieren R(a, c), so heiBt
R transitiv

v

v

v

v

Ist R reflexiv, symmetrisch und transitiv, so ist R eine
Aquivalenzrelation
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Eigenschaften von Relationen (2)

Definition (reflexiv, symmetrisch, transitiv, Aquivalenzrelation)

Sei R eine homogene bindre Relation iiber A.

>

>

>

Gilt Va € A: R(a, a), so heiBt R reflexiv

Gilt Va, b € A: R(a, b) impliziert R(b, a), so heit R symmetrisch
Gilt Va, b,c € A: R(a, b) und R(b, c) implizieren R(a, c), so heiBt
R transitiv

Ist R reflexiv, symmetrisch und transitiv, so ist R eine
Aquivalenzrelation

Ordnungen sind Beispiele fiir transitive Relationen
Aquivalenzrelationen teilen Mengen in Klassen von “gleichen” (oder

zumindest, wértlich, “gleichwertigen”) Elementen ein
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Ubung: Eigenschaften von Relationen

» Untersuchen Sie fiir die folgenden Relationen, ob sie linkstotal,
rechtseindeutig, reflexiv, symmetrisch, transitiv sind. Geben Sie
jeweils eine Begriindung oder eine Gegenbeispiel an.

>C N?
<CN?
=C A x A (die Gleichheitsrelation auf einer beliebigen nichtleeren
Menge A)
» Zeigen oder widerlegen Sie:
Jede Aquivalenzrelation ist linkstotal
Jede Aquivalenzrelation ist rechtseindeutig

Ende Vorlesung 3
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Darstellung von Relationen: Mengendarstellung

Wir kénnen (endliche) Relationen auf verschiedene Arten darstellen (und
im Computer reprasentieren).
» Bekannt: Mengendarstellung
Liste alle Tupel auf, die in Relation stehen
Beispiel: M = {0, 1,2, 3}.
R ={(0,0),(0,1),(1,2),(2,3),(3,3),(3,1)}
Vorteile:
> Kompakt
» Einfach zu implementieren
Nachteil:
» Nicht anschaulich
> Nicht iibersichtlich
» Priifen, ob zwei Elemente in Relation steht, dauert lange (Liste
durchsuchen)
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Darstellung von (endlichen) Relationen: Graphdarstellung

» Graphdarstellung

Elemente sind Knoten

Zwei Elemente x, y sind mit einer Kante verbunden, wenn xRy gilt
Beispiel: M = {0,1,2,3}.

R ={(0.0),(0.1).(1,2). (2.3).(3.3), (3.1))

ON0=2=0
» Vorteile:

Ubersichtlich (wenn der Graph nicht zu groB ist)
Anschaulich: Manche Eigenschaften konnen leicht erkannt werden

» Nachteile:
Nur anschaulich - wie reprasentieren wir den Graph im Rechner?
» ...und beim Malen: Plazieren von Knoten und Kanten ist nicht trivial

Ubersichtlichkeit geht bei komplexen Relationen verloren
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Historisches Beispiel /Ubung
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Historisches Beispiel /Ubung

» Diskutieren Sie die gezeigte(n) Relation(en)
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Darstellung von (endlichen) Relationen: Tabellendarstellung

» Darstellung als Tabelle oder Matrix

Tabellenzeilen und Spalten sind mit Elementen beschriftet
An Stelle Zeile x, Spalte y steht eine 1, wenn xRy, sonst 0
0 1 2

W N = O
O OO
= O O
O O = O
= = O OlWw
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Darstellung von (endlichen) Relationen: Tabellendarstellung

» Darstellung als Tabelle oder Matrix

Tabellenzeilen und Spalten sind mit Elementen beschriftet
An Stelle Zeile x, Spalte y steht eine 1, wenn xRy, sonst 0

0 1 2 3 110 0
01 1 0 O 001 0
1/0 0 1 O0]...oderalsMatrix:

0 0 0 1
210 0 0 1 010 1
310 1 0 1

» Vorteile:

Sehr einfach im Rechner realisierbar

Priifen, ob xRy geht schnell (,,lookup*)

Ubersichtlicher als Mengen

Manche Eigenschaften konnen leicht erkannt werden
» Nachteile:

Viel Speicherbedarf (immer n? Eintrige)
Ich verwechsele immer Zeilen und Spalten ;-)
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Die inverse Relation

Definition (Inverse Relation)

Sei R eine Relation. Die inverse Relation (zu R) ist
R™L={(r,9) | (x,y) € R}.

» Fiir symmetrische Relationen gilt R~ = R

> Beispiele:
>C N x N (die normale , gréBer*“-Relation) ist die inverse Relation zu
<, also formal: <=1 =>
Fiir die Gleicheitsrelation gilt: ==! = = (und das ist kein Tippfehler -
lies: , Die inverse Relation der Gleichheitsrelation ist wieder die
Gleichheitsrelation")
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Verkniipfung von Relationen

Definition (Relationsprodukt)

Seien Ry, R> zwei (bindre) Relationen. Das Relationsprodukt R» o Ry ist
die Relation {(x,y) | 3z : (x,z) € Ry und (z,y) € Rx}.

v

R> o Ry spricht sich ,,R> nach Ry“
Es gilt nicht immer R C Ryo Ry oder R, C Rho Ry
Schreibweise gelegentlich auch Ry R, oder Ry; Ry statt Roo Ry

Bei dieser Schreibweise wird die zuerst anzuwendendende Relation
auch als erste geschrieben
Die Schreibweise mit o ist bei Verkniipfung von Funktionen intuitiver

Beachte:
Damit zwei Relationen Ry C A x B und R, C C x D sinnvoll

verkniipft werden konnen, muss B = C sein
Bei homogenen Relationen ist das immer gegeben

v

v

v
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|dentitatsrelation, Relationenalgebra

Definition (Identitatsrelation)

Sei M eine Menge. Dann ist idy = {(x, x) | x € M} (kurz: id) die
Identitatsrelation lber M.

» Esgilt Roid =idoR = R fiir beliebige Relationen R (iiber M)

» id ist ein neutrales Element in Bezug auf die Relationenverkniipfung
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|dentitatsrelation, Relationenalgebra

Definition (Identitatsrelation)

Sei M eine Menge. Dann ist idy = {(x, x) | x € M} (kurz: id) die
Identitatsrelation lber M.

» Esgilt Roid =idoR = R fiir beliebige Relationen R (iiber M)

» id ist ein neutrales Element in Bezug auf die Relationenverkniipfung

Die Menge aller homogenen biniren Relationen iiber M ist 2M*M.
(2M*M 5 idp) ist eine algebraische Struktur. Konkret: (2M*M o id )
ist ein Monoid mit der assoziativen Verkniipfung o und dem neutralen
Element id.
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Beispiel zur Relationenalgebra

v

Sei H die Menge aller Menschen, die jemals gelebt haben

Sei V C H x H die Vater-Relation (also
V = {(x,y)|x ist Vater von y}

Sei analog M C H x H die Mutter-Relation

Dann koénnen wir die GroBmutter-Relation G wie folgt beschreiben:

v

v

v

G=Mo(MUV)
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Mehrfachanwendung von Relationen

Definition (Potenzierung von Relationen)

Sei R eine Relation iiber M. Wir definieren:
» R% =id = {(x,x) | x € M} (die Gleichheitsrelation oder Identitit)
» R" = Ro R"! fiir ne N*
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Mehrfachanwendung von Relationen

Definition (Potenzierung von Relationen)

Sei R eine Relation iiber M. Wir definieren:
» R% =id = {(x,x) | x € M} (die Gleichheitsrelation oder Identitit)
» R" = Ro R"! fiir ne N*

» Beispiel: Betrachte M = {a, b, c} und R = {(a, b), (a, ¢), (b, )}
RO = {(37 a)? (b7 b)’ (C7 C)}
R'=R
R? = {(a,c)}
R®={}
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Mehrfachanwendung von Relationen

Definition (Potenzierung von Relationen)

Sei R eine Relation iiber M. Wir definieren:
» R% =id = {(x,x) | x € M} (die Gleichheitsrelation oder Identitit)
» R" = Ro R"! fiir ne N*

» Beispiel: Betrachte M = {a, b, c} und R = {(a, b), (a, ¢), (b, )}
R® = {(37 a)? (b7 b)’ (C7 C)}

R*'=R
R = {(a.<)}
R ={}

» Beispiel: Betrachte S = {(x,x +1) | x € Z}
S0 = {(xx) | x € Z}(= =)
S?={(x,x+2) | xe€Z}

S"={(x,x+n) | xcZ)
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Ubung: Relationen

Sei M ={a,b,c,d}, R={(a,b),(b,c),(c,d)},
S ={(a,a),(b,b),(c,c)}. Berechnen Sie die folgenden Relationen und
stellen Sie sie als Matrix und Graph da:

» R1

» RO Beachte:

» RI » Die Potenzierung von

» R2 Relationen R" ist nur fiir n € N
> R3 definiert.

. R » R~1ist die inverse ReIa’Fign und
s Sos von uns unabhangig definiert.

» SoR

7



Hiillenbildung

Definition (Reflexive, symmetrische, transitive Hiillen)

Seien R eine Relation. Dann gilt:

>

Die reflexive Hiille R U R? von R ist die kleinste Relation, die R
enthalt und reflexiv ist.

Die symmetrische Hiille R U R~ von R ist die kleinste Relation, die
R enthalt und symmetrisch ist.

Die transitive Hiille Rt von R ist die kleinste Relation, die R enthilt
und transitiv ist.

Die reflexive und transitive Hiille R* von R ist die kleinste Relation,
die R enthalt und reflexiv und transitiv ist.

Die reflexive, symmetrische und transitive Hiille (RU R™1)* von R
ist die kleinste Aquivalenzrelation, die R enthalt.

. Kleinste" bezieht sich auf die Teilmengenrelation (C)

>

{(a,a),(a, b)} ist in diesem Sinne kleiner als {(a, a), (a, b), (a, ¢)},
aber nicht kleiner als {(a., b). (a.c),(a,d)} g



Ubung: Hiillenbildung

Sei M ={a,b,c,d}, R={(a,b),(b,c),(c,d)} (wie oben). Berechnen
Sie zu R

» Die reflexive Hiille

» Die symmetrische Hiille

» Die transitive Hiille

» Die reflexive transitive Hiille

» Die reflexive, symmetrische und transitive Hiille

und stellen Sie sie als Tabelle/Matrix da.
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Ubung: Hiillenbildung

Sei M ={a,b,c,d}, R={(a,b),(b,c),(c,d)} (wie oben). Berechnen
Sie zu R

» Die reflexive Hiille

» Die symmetrische Hiille

» Die transitive Hiille

» Die reflexive transitive Hiille

» Die reflexive, symmetrische und transitive Hiille

und stellen Sie sie als Tabelle/Matrix da.

Ende Vorlesung 4

80



Funktionen

Definition
Seien M, N Mengen.

» Eine (totale) Funktion f : M — N ist eine Relation f C (M x N),
die linkstotal und rechtseindeutig ist.

» Eine partielle Funktion f : M — N ist eine Relation f C (M x N),
die rechtseindeutig ist.

» Eine Funktion (auch: Abbildung) ordnet (jedem) Element aus M
hochstens ein Elemente aus N zu
Mathematische Funktionen sind total
Informatische Funktionen sind mal so, mal so ...
M heiBt Definitionsmenge von f
N heiBt Zielmenge von f
» Oft wird eine konkrete Funktion durch eine Zuordnungsvorschrift
definiert:
f:N— N, x+— x?oder g:Z — N, x — |x]|
Wir schreiben konkret: f(x) = y statt (x,y) € f oder xfy

a0



Bild einer Menge

Definition (Bild, Urbild)

Sei M, N Mengen und f : M — N eine Funktion. Sei My € M und

No C N
» f(Mo) ={y | 3Ix € My: f(x) =y} heiBt das Bild von My unter f.
» {x |3y € Np:f(x)=y} heiBt das Urbild von Np.

01



Eigenschaften von Funktionen

Definition (Injektiv, surjektiv, bijektiv)

Sei f : M — N eine (totale) Funktion.

>

v

v

v

f heiBt surjektiv, wenn Vy € N3x € M : f(x) =y
f heiBt injektiv, wenn Yy € N: f(x) =y und f(z) =y~ x =z
f heiBt bijektiv (oder , 1-zu-1"), wenn f injektiv und surjektiv ist

Anmerkungen:
Wenn f surjektiv ist, so gilt f(M) = N.
Wenn f injektiv ist, so ist f ! rechtseindeutig (also eine (partielle)
Funktion).
Im Prinzip kann man die Begriffe injektiv und surjektiv so auch auf

partielle Funktionen {ibertragen. Fiir Bijektivitdt wird dann zusatzlich

(Links-) Totalitat gefordert.

Q2



Ubung

» Betrachten Sie die folgenden Funktionen:
h:Z— N, x— |x]
fh:N—= N/ x+— x|
f3:N— N, x— 2x
i :NxN-=>N,(x,y)—x+y
>

Welche der Funktionen sind surjektiv ( “jeder wird getroffen”),
injektiv ( “niemand wird mehrfach getroffen”), bijektiv?

Fiir f1, f2, f3: Was ist jeweils das Bild und das Urbild von {2,4,6,8}7
Fiir f4: Was ist das Urbild von {6,8}7?

v

v

093



Ubung: Relationen fiir Fortgeschrittene

» Betrachten Sie die Menge M = {a, b, c}.
Wie viele (bindre homogene) Relationen iiber M gibt es?
Wie viele dieser Relationen sind
> Linkstotal
Rechtseindeutig
Reflexiv
Symmetrisch
Transitiv (das kdnnte schwieriger sein ;-)
Funktionen (einschlieBlich partieller Funktionen)
» Totale Funktionen?
» Betrachten Sie folgende Relation iiber N: xRy gdw. x =y + 2
Was ist die transitive Hiille von R?
Was ist die reflexive, symmetrische, transitive Hiille von R?
Betrachten Sie R = RU{(0,1)}. Was ist die transitive Hiille von R’?
» Zeigen oder widerlegen (per Gegenbeispiel) Sie:
Jede homogene bindre symmetrische und transitive Relation ist eine
Aquivalenzrelation
Jede linkstotale homogene binidre symmetrische und transitive
Relation ist eine Aquivalenzrelation

vyvyvyyy

Q4



Kardinalitat

» Die Michtigkeit oder Kardinalitdt |[M| einer Menge M ist ein MaB
fiir die Anzahl der Elemente in M

» Zwei Mengen M, N sind gleichmachtig, wenn eine bijektive
Abbildung f : M — N existiert

» Fiir endliche Mengen ist |M| die Anzahl der Elemente in M

» Eine unendliche Menge M heiBt abzihlbar, wenn Sie die selbe
Kardinalitat wie N hat
Das IaBt sich zum Beispiel zeigen, indem man ein Verfahren angibt,
das alle Elemente von M in einer klaren Reihenfolge aufzihlt

[e]9



Kardinalitat: Beispiele

» Abzihlbar (gleichmichtig zu N) sind:
7 (siehe Ubung)
{3i| i e N}
{p | p ist Primzahl}
Anzahl aller syntaktisch korrekten Programme
» Sortiere nach Lange, dann alphabetisch, und numeriere durch
Anzahl der Worte iiber einem gegebenen endlichen Alphabet
» Sortiere nach Liange, dann alphabetisch, und numeriere durch
Q (Schwalbenflug)
N x N (Ditto)
» Echt machtiger als N sind z.B.:
R (Cantors Diagonalisierung)
2V (die Menge aller Teilmengen von N)
2MXN (die Menge aller bindren Relationen iiber N)
Die Menge aller Funktionen von N nach N

06



Ubung: Kardinalitat

» Zeigen Sie: Z ist abzahlbar

Verfahren: Geben Sie eine totale bijektive Funktion N — Z an
» Fiir endliche Mengen M gilt: [2M| = 2IM|

Verfahren: Vollstindige Induktion iiber |M|

Q7



Funktionales Programmieren mit Scheme

Q8



Einstimmung

A language that doesn’t affect the way you think about
programming, is not worth knowing.
Alan Perlis (1982)

Any sufficiently complicated C or Fortran program contains an
ad hoc, informally-specified, bug-ridden, slow implementation of
half of Common Lisp.

Philip Greenspun (ca. 1993)

Lisp is worth learning for the profound enlightenment
experience you will have when you finally get it; that experience
will make you a better programmer for the rest of your days,
even if you never actually use Lisp itself a lot.

Eric S. Raymond (2001)

Q9



Lisp/Scheme

» LISP: List Processing

1958 von John McCarthy entworfen
Realisiert Church's A-Kalkiil
Implementierung durch Steve Russell

» Wichtige Dialekte:

Scheme (seit 1975, aktueller Standard R’RS,

2013)

Common Lisp (1984, ANSI 1994)
» Eigenschaften von Lisp

Funktional

Interaktiv (read-eval-print)
Einfache, konsistente Syntax (s-expressions)

» .. .fiir Daten und Programme
Dynamisch getypt
» Eigenschaften von Scheme

Minimalistisch
Iteration ((fast) nur) durch Rekursion

Alonzo
Church
(1903-1995)

Steve Russell
(1937-)



Unpersonal Computers

. The type 704 Electronic Data-Processing Machine is a large-scale, high-speed
electronic calculator controlled by an internally stored program of the single address
type.” IBM 704 Manual of operat.“icl)(P1



Lisp in the Real World

» KI-Systeme und Reasoner

S-Setheo/DCTP/Gandalf/ACL2
AM-Reasoner/Heurisco/Cyc
Viele Expertensysteme

» Scripting
Emacs (ELisp)
AutoCAD (AutoLISP)
GIMP (SIOD/TinyScheme)
LilyPond/gdb/GnuCash (Guile)

» Sonstiges

(Yahoo Stores)
ITA Software (Google Flights)
Real-Time Borsenhandel




Lisp in the Real World

» KI-Systeme und Reasoner

S-Setheo/DCTP/Gandalf/ACL2
AM-Reasoner/Heurisco/Cyc
Viele Expertensysteme

» Scripting
Emacs (ELisp)
AutoCAD (AutoLISP)
GIMP (SIOD/TinyScheme)
LilyPond/gdb/GnuCash (Guile)

» Sonstiges

(Yahoo Stores)
ITA Software (Google Flights)
Real-Time Borsenhandel
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Syntax von Scheme

v

Scheme-Programme bestehen aus symbolischen Ausdriicken
(s-expressions)

v

Definition s-expression (etwas vereinfacht):

Atome (Zahlen, Strings, Identifier, ...) sind s-expressions
Wenn ey, ey, ..., e, s-expressions sind, dann auch (e; ey ...e,)
(eine Liste von s-expressions ist eine s-expression)

v

Beachte: Verschachtelte Listen sind moglich, und der Normalfall!
Beispiele

v

"a" (ein String)

+ (ein ldentifier mit vordefinierter Bedeutung)

if (ein Identifier mit vordefinierter Bedeutung)

fak (ein Identifier ohne vordefinierte Bedeutung)

(+ 1 2) (ein Ausdruck in Prefix-Notation)

(+ 3 (* 5 2) (- 2 3)) (ein verschachtelter Ausdruck)



Syntax von Scheme

» Scheme-Programme bestehen aus symbolischen Ausdriicken
(s-expressions)
» Definition s-expression (etwas vereinfacht):
Atome (Zahlen, Strings, Identifier, ...) sind s-expressions

Wenn ey, ey, ..., e, s-expressions sind, dann auch (e; ey ...e,)
(eine Liste von s-expressions ist eine s-expression)

» Beachte: Verschachtelte Listen sind moglich, und der Normalfall!
> Beispiele

"a" (ein String)

+ (ein ldentifier mit vordefinierter Bedeutung)

if (ein Identifier mit vordefinierter Bedeutung)

fak (ein Identifier ohne vordefinierte Bedeutung)

(+ 1 2) (ein Ausdruck in Prefix-Notation)

(+ 3 (* 5 2) (- 2 3)) (ein verschachtelter Ausdruck)

(define (fak x)(if (= x 0) 1 (x x (fak (- x 1)))))



Ein funktionales Beispiel

» Die Fakultdt einer natiirlichen Zahl n ist das Produkt der Zahlen von

1 bis n: fak(n) =],
fak(3) = 6, fak(5) = 120, ...
» Rekursiv:
fak(0) =1
fak(n) = nfak(n — 1) (falls n > 0)

» In Scheme:

;. Factorial
(define (fak x)
(if (= x 0)
1
(+ x (fak (= x 1)))



Scheme in top-secret places

Through some clever security hole manipulation, |
have been able to break into the NSA computers
and acquire the Scheme code of the PRISM
project. Here is the last page (tail -10) of it to
prove that | actually have the code:

23333333333333333333333333333333333333333333333333)333333))11))))))
2333333333333333333333333333333333333333)3333333)))I333))))1)))))))
233333333333333333333333333333333333333333333333)))))IIIIIIIIIIIIID
2333333333333333333333333333333333333333333333333)3333333)I111)))))
2333333333333333333333333333333333333333333333333)3333333))131)))))
23333333333333333333333333333333333333333333333333)3333)3))1)))))))
23333333333333333333333333333333333333333333333333)3333)))))1))))))
233333333333333333333333333333333333333333333333)))))IIIIIIIIIIIIID
3333333333333333333333333333333333333333333333333)3333333)I)31)))))
2333333333333333333333333333333333333333333333333)3333333))333)))))

Updated from a rec.houmor.funny joke, http://www.netfunny.com/rhf/jokes/90q2/1lispcode.html


http://www.netfunny.com/rhf/jokes/90q2/lispcode.html

Read-Eval-Print

LISP programmers know the value of everything and the cost of
nothing.
Alan Perlis (1982)



Read-Eval-Print

LISP programmers know the value of everything and the cost of
nothing.
Alan Perlis (1982)

» Der Scheme-Interpreter ist eine read-eval-print-Schleife
Der Interpreter liest s-expressions vom Nutzer (,,read")
» Eintippen, oder Copyé& Paste aus dem Editor
Der Interpreter wertet sie aus (,,eval)
> Dabei fallen eventuell Seiteneffekte an, z.B. die Definition einer
Variablen oder eine Ausgabe
Der Interpreter schreibt das Ergebnis zuriick (,, print")
» Wir schreiben im folgenden > vor Nutzereingaben, ==> vor
Riickgabewerte des Interpreters:
> (+ 5 10)
==> 15
>(list 10 11 12)
==> (10 11 12)



Read-Eval-Print in DrRacket

ece Untitled - DrRacket

Untitled > (define ...)™ % e". q)u """?I D E

#lang racket
(define (revert lst) “, —
(if (nul1? 1st)
st
(append (revert {cdr lst)) (list (car lst)))})

Welcome to DrRacket, version 6.7 [3m).

Language: racket, with debugging; memory limit: 128 MB.
> (revert '(1234567))

"7654321)

>5

Q

Determine language from source™ 53  251.52MB[ | @

» Zwei zentrale Bereiche:

Definitions window -
Programmeditor

» Fiir permanente Definition
(“Das Programm”)

» Wird erst durch runp in den
Interpreter geladen und
ausgewertet

> Inhalt kann abgespeichert
werden

Interactions window - Interaktiver
Interpreter

» Ausdriicke werden sofort

ausgewertet



Ubung: Hello World

;; Funktion hello, die "Hello World ausgibt
(define (hello)

(display "Hello_.World")

(newline)

)

;. Aufruf der Funktion
(hello)

» Fiihren Sie das Programm in DrRacket aus
Selektieren Sie Racket als Sprache
Bringen Sie das Programm in den Definitionsbereich
run
» Definieren Sie die Fakultdtsfunktion und berechnen Sie (fak 10)
und (fak 30)
Fallt Ihnen etwas auf?



Ubung: Hello World

;; Funktion hello, die "Hello World ausgibt
(define (hello)

(display "Hello_.World")

(newline)

)

;. Aufruf der Funktion
(hello)

» Fiihren Sie das Programm in DrRacket aus
Selektieren Sie Racket als Sprache
Bringen Sie das Programm in den Definitionsbereich
run
» Definieren Sie die Fakultdtsfunktion und berechnen Sie (fak 10)
und (fak 30)
Fallt Ihnen etwas auf?



Scheme-Semantik: Berechnen durch Ausrechnen

» Scheme-Programme werden durch Auswerten von symbolischen
Ausdriicken (s-expressions) ausgefiihrt
Auswerten von Atomen:
» Konstanten (Strings, Zeichen, Zahlen, ...) haben ihren natiirlichen
Wert
» |dentifier haben nur dann einen Wert, wenn Sie definiert sind

> 10
==> 10
> "Hallo"
==> "Hallo"
> hallo
. hallo: undefined;
cannot reference undefined identifier



Scheme-Semantik: Berechnen durch Ausrechnen

» Scheme-Programme werden durch Auswerten von symbolischen
Ausdriicken (s-expressions) ausgefiihrt
Auswerten von Atomen:
» Konstanten (Strings, Zeichen, Zahlen, ...) haben ihren natiirlichen
Wert
» |dentifier haben nur dann einen Wert, wenn Sie definiert sind

> 10
==> 10
> "Hallo"
==> "Hallo"
> hallo
. hallo: undefined;
cannot reference undefined identifier

Auswerten von (normalen) Listen:
> Zuerst werden (in beliebiger Reihenfolge) alle Listenelemente
ausgewertet
» Dann wird das erste Ergebnis als Funktion betrachtet und diese mit
den Werten der anderen Elemente als Argument aufgerufen



> +

==> #<procedure:+>
> 17

==> 17

> (x 37)

==> 21

> (+ 17 (x 3 7))
==> 38

110



Besonderheiten

» Problem:

(if (=x0) 1 (/ 10 x))



Besonderheiten

» Problem:
(if (=x0) 1 (/ 10 x))

» Bestimmte Ausdriicke werden anders behandelt (,,special forms")

Auswertung erfolgt nach speziellen Regeln

Es werden nicht notwendigerweise alle Argumente ausgewertet
» Beispiel: (if tst expr; ezprs)

tst wird auf jeden Fall ausgewertet

Ist der Wert von tst nicht #£, so wird (nur) expr; ausgewertet, das

Ergebnis ist der Wert des gesamten if-Ausdrucks

Sonst wird (nur) expr, ausgewertet und als Ergebnis zuriickgegeben
» Wichtiges Beispiel: (quote ezpr)

quote gibt sein Argument unausgewertet zuriick

> (1 2 3) ==> Fehler (1 ist ja keine Funktion)

> (quote (1 2 3)) ==> (1 2 3)

Kurzform: * (Hochkomma)

>°(123) ==>(1223)



Definitionen (neue Namen/neue Werte)

define fiihrt einen Namen global ein, reserviert (falls nétig) Speicher
fiir ihn, und gibt ihm (optional) einen Wert.

» (define a obj)
Erschaffe den Namen a und binde den Wert obj an ihn
> (define a 12)
> a ==> 12
» (define (f args) ezprs)
Definiere eine Funktion mit Namen £, den angegebenen formalen
Parametern, und der Rechenvorschrift exprs
> (define (plus3 x) (+ x 3))
> (plus3 10) ==> 13
» Der Riickgabewert einer define-Anweisung ist undefiniert

» defines stehen typischerweise auf der obersten Ebene eines
Programms



Datentypen

» Scheme ist stark, aber dynamisch getypt

Jedes Objekt hat einen klaren Typ
Namen konnen Objekte verschiedenen Typs referenzieren
Manche Funktionen erwartet bestimmte Typen (z.B. erwartet +
Zahlen), sonst: Fehler
Andere Funktionen sind generisch (z.B. equal?)

» Wichtige Datentypen
Boolsche Werte #t, #f
Zahlen (Ganze Zahlen, Bruchzahlen, Reals, Komplex)
Strings
Einzelne Zeichen (#\a ist das einzelne a)
Vektoren (arrays, Felder)
Prozeduren (oder Funktionen - ja, das ist ein Datentyp!)
Listen (eigentlich: cons-Paare)
Symbole (z.B. hallo, +, vector->list)



Gleichheit, Grundrechenarten

» (= number; ...number,)
#t, falls alle Werte gleich sind, #£f sonst
> (=1 1) ==> #t
» (equal? obj; ...objn)
#t, falls die Objekte , gleich genug” sind
> (equal? ’(1 2 3) (1 2 3)) ==> #t
» +,-,*,/: Normale Rechenoperationen (mit beliebig vielen
Argumenten)

> (+123) ==>6
>(-123) ==>-4
> (x 2 3 5) ==> 30
> (/12) ==>1/2



Ubung: Fibonacci

» Die Fibonacci-Zahlen sind definiert wie folgt:
fib(0) = 0
fib(1) = 1
fib(n) = fib(n — 1) + fib(n — 2) fir n > 1
» Schreiben Sie eine Scheme-Funktion, die die
Fibonacci-Zahlen berechnet

» Was sind die Werte von
fib(5), fib(10), fib(20), fib(30), fib(40)?

Leonardo Bonacci
(c. 1170 — c. 1250)



Lisp Jedi

STILL HAS THIS PERFECT,
TIMELESS AIRABOUTIT.

\_ﬂ_,/
A FEV CODERS FROMEAH
NEW GENERATION RE-
DISCOVERING THE LISP ARTS.

Image credit: http://xkcd.com/297/

LISP 15 OVER HALFA | | T WONDER IF THECYCLES THESE ARE YOUR
CENTURYOLD AND IT W 2 FATHER'S PARENTHESES

WEAPONS
FOR A MORE ... CIVILZED AGE-



http://xkcd.com/297/

Listenverarbeitung

» 0
Die leere Liste

(cons obj list) (,constructor")
Hange obj als erstes Element in /ist ein und gib das Ergebnis zuriick
> (cons 1 (2 3 4)) ==> (1 2 3 4)

v

» (append list; listp)
Hange list; und list, zusammen und gib das Ergebnis zuriick
> (append ’(1 2 3) (4 5)) ==> (1 2 3 45)

» (car list) (Alternative: (first list))
Gib das erste Element von list zuriick, ist list leer: Fehler
> (car ’(1 2 3)) ==> 1

» (cdr list) (Alternative: (rest list))
Gib list ohne das erste Element zuriick, ist list leer: Fehler
> (cdr ’(1 2 3)) ==> (2 3)

» (null? list)
Gib #t zuriick, wenn list leer ist

» (list objy ...o0bJn)

Gib die Liste (obj; ...o0b7j,) zuriick



car und cdr

Contents of Address Part of Register
Contents of Decrement Part of Register



Beispiel

» Berechne die Lange einer Liste

Die leere Liste hat Lange 0
Jede andere Liste hat Lange 1 4 Lange der Liste ohne das erste
Element

(define (len 1)
(if (null? 1)

o

+ 1 (len (cdr 1)))

~—



Ubung: Revert

» Schreiben Sie eine Funktion, die Listen umdreht:
> (revert *()) ==> ()
> (revert (1 2 3)) ==> (3 2 1)
> (revert (1 21 2)) ==> (212 1)

» Uberlegen Sie dazu zuerst eine rekursive Definition der Operation!
» Bonusaufgabe: Schreiben Sie zwei Funktion split und mix

split macht aus einer Liste zwei, indem es abwechselnd Elemente
verteilt:

(split ’(1 2 345 6)) ==> ((1 35) (24 6))

mix macht aus zwei Listen eine, indem es abwechselnd Elemente
einfigt:

(mix (1 2 3) (654)) ==> (1625 3 4)

Uberlegen Sie sinnvolles Verhalten, wenn die Listen unpassende
Langen haben

Ende Vorlesung 6



Funktionale Programmierung?

» Ein Programm besteht aus Funktionen
Die Ausfiihrung entspricht der Berechnung eine Funktionswertes
Andere Effekte (1/0, Anderungen von Objekten, neue
Definitionen,. ..) heiBen Seiteneffekte

> l|dealerweise hat die Ausfiihrung keine Seiteneffekte

Statt ein Objekt zu dndern, gib ein neues Objekt mit den
gewiinschten Eigenschaftren zuriick

> Aber: Aus Effizienzgriinden manchmal aufgeweicht
Ein-/Ausgabe sind in Scheme immer Seiteneffekte
» Funktionen sind Werte

Funktionen kdnnen als Parameter iibergeben werden
Funktionen kénnen dynamisch erzeugt werden



Funktionsaufrufe

(define (sumsquare x y)
(+ (+ x x) y))

> (sumsquare 3 6)
=> 15
Was passiert beim Aufruf (sumsquare 3 6)7?
» Fiir die formalen Parameter x und y werden neue, temporare
Variablen angelegt
» Die konkreten Parameter 3 und 6 werden in diesen gespeichert
» Der Rumpf der Funktion wird in der so erweiterten Umgebung
ausgewertet

» Der Wert des letzten (hier: einzigen) Ausdrucks des Rumpfes wird
zuriickgegeben



Rekursion

» Idee: Problemlésung durch Fallunterscheidung

Fall 1: , Einfach” - das Problem kann direkt geldst werden
Fall 2: ,,Komplex"
> Zerlege das Problem in einfachere Unterprobleme (oder identifiziere
ein einzelnes Unterproblem)
> Ldse diese Unterprobleme, in der Regel rekursiv (d.h. durch
Anwendung des selben Verfahrens)

» Kombiniere die Loésungen der Unterprobleme zu einer Gesamtldsung
(falls notwendig)



Rekursion

» Idee: Problemlésung durch Fallunterscheidung

Fall 1: , Einfach” - das Problem kann direkt geldst werden
Fall 2: ,,Komplex"
> Zerlege das Problem in einfachere Unterprobleme (oder identifiziere
ein einzelnes Unterproblem)
> Ldse diese Unterprobleme, in der Regel rekursiv (d.h. durch
Anwendung des selben Verfahrens)
» Kombiniere die Loésungen der Unterprobleme zu einer Gesamtldsung
(falls notwendig)

» Beispiel: (is-element? element 1lst)

Einfacher Fall: 1st ist leer (dann immer #£)

Komplexer Fall: 1st ist nicht leer
Zerlegung:

> |st element das erste Element von 1st
> Ist element im Rest von 1st

Kombination: Logisches oder der Teillosungen



Rekursion — is-element (1)

(define (is—element? x set)
(if (null? set)
#f
(if (equal? x (car set))
#t

(is—element? x (cdr set)))))

» Beispiel: (is-element? element lst)

Einfacher Fall: 1st ist leer (dann immer #£)
Komplexer Fall: 1st ist nicht leer
Zerlegung:

> Ist element das erste Element von 1st

> Ist element im Rest von 1st

Kombination: Logisches oder der Teilldsungen



Rekursion — is-element (2)

(define (is—element? x set)
(if (null? set)
#f
(if (equal? x (car set))
#t

(is—element? x (cdr set)))))



Rekursion — is-element (2)

(define (is—element? x set)
(if (null? set)
#f
(if (equal? x (car set))
#t

(is—element? x (cdr set)))))

» Standard-Muster: Bearbeite alle Elemente einer Liste
Bearbeite erstes Element: (equal? x (car set))
Bearbeite Rest: (is-element? x (cdr set))
» Beachte: Der Name — hier is-element? — wird in der ersten Zeile
angelegt
Er kann also in der 5. Zeile referenziert werden
Er hat einen Wert erst, wenn das define abgeschlossen ist
Aber dieser Wert wird erst gebraucht, wenn die Funktion mit
konkreten Parametern aufgerufen wird!



Ubung: Listenvervielfachung

» Schreiben Sie eine Funktion (scalar-mult liste faktor)

liste ist eine Liste von Zahlen
faktor ist eine Zahl
Ergebnis ist eine Liste, in der die mit faktor multiplizierten Werte

aus liste stehen

Beispiele:
> (scalar—mult '(1 2 3) 5)
=> (5 10 15)

> (scalar—mult '(7 11 13) 0.5)
—> (3.5 5.5 6.5)

> (scalar—mult "() 42)

— 0



Ubung: Mengenlehre in Scheme

» Reprisentieren Sie im folgenden Mengen als Listen
» Erstellen Sie Scheme-Funktionen fiir die folgenden
Mengen-Operationen:
Einfligen:
> (insert 4 ’(1 2 3)) ==>
» (insert 2 ’(1 2 3)) ==>
Vereinigung:
» (union ’(1 2 3) (3 45)) ==> (123 4 5)
Schnittmenge:
» (intersection (1 2 3) ’(3 4 5)) ==> (3)
Kartesisches Produkt:
» (kart (1 2 3) ’(abc)) ==> ((1 a) (2a (3a (1Db) (2
b) (3b) (1 c) (2 c) (3¢c))
Potenzmenge:
» (powerset (1 2 3)) ==> () (3) (2) (2 3) (1) (1 3) (1 2)
12 3))
» Tipp: Hilfsfunktionen machen die Aufgabe einfacher!
» Bonus: Implementieren Sie eine Funktion, die die Verkettung von
zwei bindren Relationen realisiert!

4) (Reihenfolge egal)



Speichermodell und Variablen (1)

» Objekte (,, Werte") liegen (konzeptionell) im Speicher
Lebensdauer von Objekten ist theoretisch unbegrenzt
» Variablen sind Namen, die Orte im Speicher bezeichnen

Sprich: ,,Variable X ist an den Speicherort Y gebunden*
Der Wert der Variable ist der an diesem Ort gespeicherte Wert (falls
es einen gibt)

» Sprich: , Variable X ist an den Wert Y gebunden* (ja, das ist
potentiell verwirrend)

Der Wert kann sich dndern, ohne dass sich der Name oder der
Speicherort dndern (Seiteneffekt!)
» Lebensdauer von Variablen:

Unbegrenzt oder
Wahrend der Programmausfiihrung in einem bestimmten
Sichtbarkeitsbereich

» Wenn eine neue Variable ensteht, wird fiir diese Speicher reserviert
und als benutzt markiert



Speichermodell und Variablen (2)

(define a)
(define b 10)
(define c “‘Hello’’)

(define (hello)
(display c)
(newline))

Namenstabelle

Speicher
<undefiniert>

a

10 <int>

Hello <string>

b

<procedure hello>

C

hello

A




Auswertung und Umgebung

» Umgebung: Alle ,,im Moment" sichtbaren Variablen mit ihren
assoziierten Werten

Initiale Umgebung: Beim Start von Scheme
» Neue Variablen:

Dauerhaft durch define auf Top-Level

» Sichtbarkeit des Namens ab Ende des define-Ausdrucks
Temporare Namen:

» Z.B. Parameter in Funktionen

(define (add4 x) <— Bei der _Ausfuehrung._
x ab hier definiert

(+ x 4)
) <——— ...und bis hier

» Spater mehr dazu

ist



Auswertung und Umgebung

» Umgebung: Alle ,,im Moment" sichtbaren Variablen mit ihren
assoziierten Werten

Initiale Umgebung: Beim Start von Scheme
» Neue Variablen:

Dauerhaft durch define auf Top-Level

» Sichtbarkeit des Namens ab Ende des define-Ausdrucks
Temporare Namen:

» Z.B. Parameter in Funktionen

(define (add4 x) <— Bei der _Ausfuehrung._ ist
x ab hier definiert

(+ x 4)
) <——— ...und bis hier

» Spater mehr dazu

Eine Sicht: Entwicklung in Scheme/Lisp reichert die initiale Umgebung
mit Funktionen an, bis die zu lésende Aufgabe trivial wird!




Sequenzen

» An manchen Stellen erlaubt Scheme Sequenzen von Ausdriicken
Sequenzen werden der Reihe nach ausgewertet
Wert der Sequenz ist der Wert des letzten Ausdrucks

» Sequenzen sind z.B. im Rumpf einer Funktion erlaubt

> Beispiel:

(define (mach—was x)

(+ 10 x)

(display "lch_mache_was")
(newline)
(

x X X))

> (mach—was 10)
lch mache was
—> 100



Special Form: begin

» begin ermdglicht Sequenzen iiberall
Argument eines begin blocks ist eine Sequenz
Wert ist der Wert der Sequenz (also des letzten Ausdrucks)

» Beispie

> (+ 10
(begin (display "Hallo")

(newline)

(+ 10 10)

(+ 10 10)))



Special Form: begin

» begin ermdglicht Sequenzen iiberall

Argument eines begin blocks ist eine Sequenz
Wert ist der Wert der Sequenz (also des letzten Ausdrucks)

» Beispie

> (+ 10

——

(begin

110

(display "Hallo")
(newline)

(+ 10 10)

(+ 10 10)))



Special Form: begin

» begin ermdglicht Sequenzen iiberall

Argument eines begin blocks ist eine Sequenz
Wert ist der Wert der Sequenz (also des letzten Ausdrucks)

» Beispiel
> (+ 10
(begin (display "Hallo")
(newline)
(+ 10 10)
(x 10 10)))
=—> 110

begin und Sequenzen sind i.a. nur fiir I/O und andere Seiteneffekte
notwendig. Sie durchbrechen das funktionale Paradigmal!




Special Form: cond

» cond ermoglicht die Auswahl aus mehreren Alternativen

» Ein cond-Ausdruck besteht aus dem Schliisselwort cond und einer
Reihe von Klauseln

Jede Klausel ist eine Sequenz von Ausdriicken. Der erste Ausdruck
der Sequenz ist der Test der Klausel

Bei der letzten Klausel darf der Test auch else sein (dann muss
mindestens ein weiterer Ausdruck folgen)

» Semantik:

Die Tests werden der Reihe nach evaluiert
Ist der Wert eines Testes ungleich #f, so wird die Sequenz evaluiert
> Wert des cond-Ausdrucks ist der Wert der Sequenz (also der Wert
ihres letzten Ausdrucks)
> Alle weiteren Klauseln werden ignoriert

> Der Test else wird wie die Konstante #t behandelt (ist also immer
wahr)



cond Beispiele

> (define x 10)

> (cond ((= x 9) "Neun")
((= x 10) "Zehn")
((= x 11) "EIf")
(else "Sonstwas"))



cond Beispiele

> (define x 10)

> (cond ((= x 9) "Neun")
((= x 10) "Zehn")
((= x 11) "EIf")
(else "Sonstwas"))



cond Beispiele

o x

D
n

10)

x 9) "Neun")

x 10) "Zehn")
x 11) "EIf")

e "Sonstwas"))

x 9) (display "Neun")
(newline)
9)

e display "Sonstwas")

(
(newline)
(+ x 5)))



cond Beispiele

o x

D
n

Sonstwas

10)

x 9) "Neun")
x 10) "Zehn")
x 11) "EIf")

e "Sonstwas"))

(display "Neun")
(newline)

9)

(display "Sonstwas")
(newline)

(+ x 5)))



Special Form: and

» Syntax: (and ezpr; ...)
Wertet die Ausdriicke der Reihe nach aus
Ist der Wert eines Ausdruck #f, so gib #£f zuriick - die weiteren
Ausdriicke werden nicht ausgewertet!
Sonst gib den Wert des letzten Ausdrucks zuriick

» Beispiele:

> (and (> 2 3) (+ 3 4))



Special Form: and

» Syntax: (and ezpr; ...)
Wertet die Ausdriicke der Reihe nach aus
Ist der Wert eines Ausdruck #f, so gib #£f zuriick - die weiteren
Ausdriicke werden nicht ausgewertet!
Sonst gib den Wert des letzten Ausdrucks zuriick

» Beispiele:
> (and (> 2 3) (+ 3 4))

— yf
> (and (< 2 3) (+ 3 4))



Special Form: and

» Syntax: (and ezpr; ...)
Wertet die Ausdriicke der Reihe nach aus
Ist der Wert eines Ausdruck #f, so gib #£f zuriick - die weiteren
Ausdriicke werden nicht ausgewertet!
Sonst gib den Wert des letzten Ausdrucks zuriick

» Beispiele:

> (and (> 2 3) (+ 3 4))

— yf
> (and (< 2 3) (+ 3 4))



Special Form: or

» Syntax: (or ezpr; ...)
Wertet die Ausdriicke der Reihe nach aus
Ist der Wert eines Ausdruck ungleich #£f, so gib diesen Wert zuriick -
die weiteren Ausdriicke werden nicht ausgewertet!
Sonst gib #f zuriick

» Beispiele

> (define x 0)
> (or (= x 0) (/ 100 x))



Special Form: or

» Syntax: (or ezpr; ...)
Wertet die Ausdriicke der Reihe nach aus
Ist der Wert eines Ausdruck ungleich #£f, so gib diesen Wert zuriick -
die weiteren Ausdriicke werden nicht ausgewertet!
Sonst gib #f zuriick

» Beispiele

> (define x 0)
> (or (= x 0) (/ 100 x))

> #t
> (define x 4)
> (or (= x 0) (/ 100 x))



Special Form: or

» Syntax: (or ezpr; ...)
Wertet die Ausdriicke der Reihe nach aus
Ist der Wert eines Ausdruck ungleich #£f, so gib diesen Wert zuriick -
die weiteren Ausdriicke werden nicht ausgewertet!
Sonst gib #f zuriick

» Beispiele

> (define x 0)
> (or (= x 0) (/ 100 x))

> #t
> (define x 4)
> (or (= x 0) (/ 100 x))

=> 25



Noch einmal Rekursion. ..

» Erinnerung: is-element?, komplexer Fall
Erfolg: Das gesuche Element ist das erste der Liste
Erfolg: Das gesuchte Element is im Rest der Liste

(define (is—element? x set)
(if (null? set)
#f
(if (equal? x (car set))
#t

(is—element? x (cdr set)))))



Noch einmal Rekursion. ..

» Erinnerung: is-element?, komplexer Fall
Erfolg: Das gesuche Element ist das erste der Liste
Erfolg: Das gesuchte Element is im Rest der Liste

(define (is—element? x set)
(if (null? set)
#f
(if (equal? x (car set))
#t
(is—element? x (cdr set)))))

» Mit boolscher Logik:

Erfolg: Das gesuche Element ist das erste der Liste oder es ist im
Rest der Liste

(define (is—element? x set)
(if (null? set)
#f
(or (equal? x (car set))
(is—element? x (cdr set)))))



Definierte Funktion: not

» not ist in der initialen Umgebung als eine normale Funktion definiert

» Synax: (not ezxpr)

» Semantik:
Ist der Wert von expr #f, so gib #t zuriick
Sonst gib #f zuriick

» Beispiele

> (not 1)

— Af

> (not (> 3 4))
=

> (not "")

=> #f

> (not +)

=—> #{f



Special Form: let

» let fiihrt temporare Variablen fiir Zwischenergebnisse ein
» Syntax: Das Schliisselwort 1et wird gefolgt von einer Liste von
Bindungen und einem Rumpf
Eine Bindung besteht aus einer Variablen und einem Ausdruck (dem
Initialisierer)
Der Rumpf ist eine Sequenz von Scheme-Ausdriicken
» Semantik von let:
Die Initialisierer werden in beliebiger Reihenfolge ausgewertet, die
Ergebnisse gespeichert
Die Variablen werden angelegt und an die Speicherstellen gebunden,
die die Ergebnisse der Initalisierer enthalten
> Giiltigkeitsbereich der Variablen: Rumpf des let-Ausdrucks
Der Rumpf wird in der um die neuen Variablen erweiterten Umgebung
ausgewertet
» Wert: Wert der Sequenz, also des letzten Ausdrucks



Beispiel fiir 1let

> (let ((a 10)



Beispiel fiir 1let

> (let ((a 10)
(b 20)
(c 30))
(+ a b c))

=> 60

> (let ((a +)

(b *))
(a (b 10 20) (b 5 10)))



Beispiel fiir 1let

> (let ((a 10)
(b 20)
(c 30))
(+ a b c))

—> 60
> (let ((a +)

(b %))

(a (b 10 20) (b 5 10)))

=> 250



Special Form: letx*

v

let* fiihrt ebenfalls tempordre Variablen fiir Zwischenergebnisse ein
Syntax: Wie bei let

Semantik von letx:

Ahnlich wie 1et, aber die Bindungen werden der Reihe nach
ausgewertet

Jede spitere Bindung kann auf die vorher stehenden Variablen
zugreifen

v

v

v

Beispiel:

(let+x ((a 10)
(b (+ a 20)))
(x a b))



Special Form: letx*

» letx* fiihrt ebenfalls tempordre Variablen fiir Zwischenergebnisse ein

» Syntax: Wie bei let

» Semantik von letx:
Ahnlich wie 1et, aber die Bindungen werden der Reihe nach

ausgewertet
Jede spitere Bindung kann auf die vorher stehenden Variablen
zugreifen

» Beispiel:
(let+x ((a 10)
(b (+ a 20)))
(x a b))

=> 300



Ubung: Alter Wein in Neuen Schliuchen

» Losen sie die Fibonacci-Zahlen-Aufgabe eleganter
» Erinnerung:

fib(0) = 0

fib(1) =1

fib(n) = fib(n — 1) + fib(n — 2) fir n > 1

» Finden Sie fiir moglichst viele der Mengenfunktionen elegantere oder
effizientere Implementierung.

Bearbeiten Sie dabei mindestens die Potenzmengenbildung.

Ende Vorlesung 7



Sortieren durch Einfiigen

» Ziel: Sortieren einer Liste von Zahlen
» Also:
Eingabe: Eine Liste von Zahlen
B.’(241460 12 3 17)
Ausgabe: Eine Liste, die die selben Zahlen in aufsteigender
Reihenfolge enthélt
Im Beispiel: (0 1 2 3 4 4 6 12 17)
» |dee: Baue eine neue Liste, in die die Elemente aus der alten Liste
sortiert eingefiigt werden
Abzuarbeiten (Zwischen-)ergebnis
(241460123 17) ()

(41460123 17) '(2)
(1 460 12 3 17) (2 4)
(4 6 0 12 3 17) "(124)
(6 0 12 3 17) '(1244)

40 (0123446 12 17)



InsertSort in Scheme

» Ziel: Sortieren einer Liste von Zahlen

» Verfahren: Fiige alle Elemente der Reihe nach sortiert
The Art of

in eine neue Liste ein Computer

» Funktion 1: Sortiertes Einfiigen eines Elements Programming

(insert k 1st)

» Fall 1: 1st ist leer
» Fall 2a: k ist kleiner als (car 1st)
» Fall 2b: k ist nicht kleiner als (car 1st)

DONALD E. KNUTH

v

Funktion 2: Sortiertes Einfligen aller Elemente

Fall 1: Liste ist leer
Fall 2: Sortiere (cdr 1st), fiige (car 1st) ein

Anmerkung: Durch die iibliche Rekursion wird die sortierte Liste in
Scheme von hinten nach vorne aufgebaut - erst wird der Rest sortiert,
dann das erste Element einsortiert!




Ubung: InsertSort

» Erstellen Sie eine Funktion (insert k 1lst)

Eingaben: Eine Zahl k und ...

eine bereits sortierte Liste von Zahlen 1st

Wert: Die Liste, die ensteht, wenn mann k an der richtigen Stelle in
1st einfiigt

» Erstellen Sie eine Funktion (isort 1st)

(isort 1st) soll 1st in aufsteigender Reihenfolge zuriickgeben
Verwenden Sie Sortieren durch Einfligen als Algorithmus



Sortieren allgemeiner

» Problem: Unser isort sortiert

1. Nur Zahlen (genauer: Objekte, die mit < verglichen werden kénnen)
2. Nur aufsteigend

» Losung?



Sortieren allgemeiner

» Problem: Unser isort sortiert

1. Nur Zahlen (genauer: Objekte, die mit < verglichen werden kénnen)
2. Nur aufsteigend

» Losung?
Scheme ist funktional
Wir konnen die ,, Kleiner-Funktion" als Parameter iibergeben!

> (isort '(2 53 1))
—> (1 2 3 5)
> (isort2 (2 53 1) <)
—> (1 2 3 5)
> (isort2 (2 53 1) >)
— (5 32 1)
(isort2 '("Hallo” "Tschuess” "Ende”) string >7)

| \%

> (" Tschuess” "Hallo” "Ende")



Ubung: Generisches Sortieren

» Wandeln Sie die Funktionen insert und isort so ab, dass Sie als
zweites bzw. drittes Argument eine Vergleichsfunktion akzeptieren

» Bonus: Sortieren Sie eine Liste von Zahlen lexikographisch (also
1<1ll<1ll<11ll<...<2<22<222...)

Die Funktion number->string kdnnte hilfreich sein!



Mergesort

» Alternatives Sortierverfahren: Mergesort (,,Sortieren durch
Vereinen/Zusammenfiigen")

» ldee: Sortiere Teillisten und fiige diese dann sortiert zusammen

Schritt 1: Teile die Liste rekursiv in jeweils zwei etwa gleichgroBe
Teile, bis die Listen jeweils die Lange 0 oder 1 haben

> Listen der Linge O oder 1 sind immer sortiert!
Schritt 2: Fiige die sortierten Listen sortiert zusammen

> Vergleiche die ersten Elemente der beiden Listen
» Nimm das kleinere als erste Element des Ergebnisses
» Hainge dahinter das Ergebnis des Zusammenfiigens der Restlisten



Beispiel: Zusammenfiigen

> Beispiel:
Liste 1 ‘ Liste 2 ‘ Ergebnisliste

(13810) [ (237) | ()



Beispiel: Zusammenfiigen

> Beispiel:
Liste 1 ‘ Liste 2 | Ergebnisliste

(13810) | (237) | ()
(3810) |(237) | (1)



Beispiel: Zusammenfiigen

> Beispiel:
Liste 1 ‘ Liste 2 ‘ Ergebnisliste
(13810)|(237) ()
(3810) (237) | (1)
(3810) [(@37) |(12)




Beispiel: Zusammenfiigen

> Beispiel:
Liste 1 ‘ Liste 2 ‘ Ergebnisliste
(13810)|(237) ()
(3810) (237) | (1)
(3810) (37) (12)
(8 10) (37) (123)



Beispiel: Zusammenfiigen

> Beispiel:
Liste 1 Liste 2 | Ergebnisliste
(13810)|(237) ()
(3810) (237) | (1)
(3810) (37) (12)
(8 10) (37) (123)
(8 10) (7) (1233)




Beispiel: Zusammenfiigen

> Beispiel:
Liste 1 Liste 2 | Ergebnisliste
(13810)|(237) ()
(3810) (237) | (1)
(3810) (37) (12)
(8 10) (37) (123)
(8 10) (7) (1233)
(8 10) 0 (12337)




Beispiel: Zusammenfiigen

> Beispiel:
Liste 1 Liste 2 | Ergebnisliste
(13810)|(237) ()
(3810) (237) | (1)
(3810) (37) (12)
(8 10) (37) (123)
(8 10) (7) (1233)
(8 10) 0 (12337)
O O (12337810)




Beispiel: Zusammenfiigen

> Beispiel:
Liste 1 Liste 2 | Ergebnisliste
(13810)|(237) ()
(3810) (237) | (1)
(3810) (37) (12)
(8 10) (37) (123)
(8 10) (7) (1233)
(8 10) 0 (12337)
O O (12337810)
Spezialfille:

» Liste 1 ist leer

» Liste 2 ist leer

» Liste 1 und Liste 2 haben das gleiche erste Element!




Mergesort rekursiv

> Rekursiver Algorithmus:
Input: Zu sortierende Liste 1st
Fall 1: 1st ist leer oder hat genau ein Element
> Dann ist 1st sortiert = gib 1st zuriick
Fall 2: 1st hat mindestens zwei Elemente

» Dann: Teile 1st in zwei (kleinere) Teillisten
> Sortiere diese rekursiv mit Mergesort
» Fiige die Ergebnislisten zusammen

» Beispiel:
(23175) Zu sortierende Liste



Mergesort rekursiv

> Rekursiver Algorithmus:
Input: Zu sortierende Liste 1st
Fall 1: 1st ist leer oder hat genau ein Element
> Dann ist 1st sortiert = gib 1st zuriick
Fall 2: 1st hat mindestens zwei Elemente
» Dann: Teile 1st in zwei (kleinere) Teillisten
» Sortiere diese rekursiv mit Mergesort
» Fiige die Ergebnislisten zusammen
» Beispiel:
(23175) Zu sortierende Liste
((215)(37)) 1. Split



Mergesort rekursiv

> Rekursiver Algorithmus:
Input: Zu sortierende Liste 1st
Fall 1: 1st ist leer oder hat genau ein Element
> Dann ist 1st sortiert = gib 1st zuriick
Fall 2: 1st hat mindestens zwei Elemente

» Dann: Teile 1st in zwei (kleinere) Teillisten
> Sortiere diese rekursiv mit Mergesort
» Fiige die Ergebnislisten zusammen

» Beispiel:
(23175) Zu sortierende Liste
((215) (37)) 1. Split

(((25) (1)) ((3) (M) 2. und 3. Split



Mergesort rekursiv

> Rekursiver Algorithmus:

Input: Zu sortierende Liste 1st
Fall 1: 1st ist leer oder hat genau ein Element

> Dann ist 1st sortiert = gib 1st zuriick
Fall 2: 1st hat mindestens zwei Elemente

» Dann: Teile 1st in zwei (kleinere) Teillisten
> Sortiere diese rekursiv mit Mergesort
» Fiige die Ergebnislisten zusammen

» Beispiel:
(23175) Zu sortierende Liste
((215) (37)) 1. Split

(((2 5) (1) ((3) (7)) 2. und 3. Split
((((2) (5)) (1)) ((3) (7))) 4. Split




Mergesort rekursiv

> Rekursiver Algorithmus:
Input: Zu sortierende Liste 1st
Fall 1: 1st ist leer oder hat genau ein Element
> Dann ist 1st sortiert = gib 1st zuriick
Fall 2: 1st hat mindestens zwei Elemente

» Dann: Teile 1st in zwei (kleinere) Teillisten
> Sortiere diese rekursiv mit Mergesort
» Fiige die Ergebnislisten zusammen

» Beispiel:
(23175) Zu sortierende Liste
((215)(37)) 1. Split
(((25) (1)) () (M) 2. und 3. Split
((((2) (3)) (1)) ((3) (7)) 4. Split
(((25) (1)) (37)) 1. und 2. Zusammenfiigen



Mergesort rekursiv

> Rekursiver Algorithmus:
Input: Zu sortierende Liste 1st
Fall 1: 1st ist leer oder hat genau ein Element
> Dann ist 1st sortiert = gib 1st zuriick
Fall 2: 1st hat mindestens zwei Elemente

» Dann: Teile 1st in zwei (kleinere) Teillisten
> Sortiere diese rekursiv mit Mergesort
» Fiige die Ergebnislisten zusammen

» Beispiel:
(23175) Zu sortierende Liste
((215)(37)) 1. Split
(((25) (1)) ((3) (M) 2. und 3. Split
((((2) (5)) (1)) (3) (7)) 4. Split
(((25) (1)) (37)) 1. und 2. Zusammenfiigen
((125)(37)) 3. Zusammenfiigen



Mergesort rekursiv

> Rekursiver Algorithmus:
Input: Zu sortierende Liste 1st
Fall 1: 1st ist leer oder hat genau ein Element
> Dann ist 1st sortiert = gib 1st zuriick
Fall 2: 1st hat mindestens zwei Elemente

» Dann: Teile 1st in zwei (kleinere) Teillisten
> Sortiere diese rekursiv mit Mergesort
» Fiige die Ergebnislisten zusammen

» Beispiel:
(23175) Zu sortierende Liste
((215)(37)) 1. Split
(((25) (1)) ((3) (M) 2. und 3. Split
((((2) (5)) (1)) (3) (7)) 4. Split
(((25) (1)) (37)) 1. und 2. Zusammenfiigen
((125)(37)) 3. Zusammenfiigen
(12357) 4. und Fertig!



Ubung: Mergesort

» Implementieren Sie Mergesort
... fir Listen von Zahlen mit fester Ordnung
Generisch (mit Vergleichsfunktion als Parameter)

» Tipps:
Implementieren Sie zunichst eine Funktion split, die eine Liste
bekommt, und diese in zwei Teillisten aufteilt. Riickgabewert ist eine
Liste mit den beiden Teilen!
Implementieren Sie eine Funktion merge, die zwei sortierte Listen zu
eine sortierten List zusammenfiigt.
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Input und Output

» Standard-Scheme unterstiitzt Eingabe und Ausgabe von Zeichen
iber (virtuelle) Gerdte

Gerate werden durch Ports abstrahiert
Jeder Port ist entweder . ..

» Eingabe-Port oder
» Ausgabe-Port

Ports sind ein eigener Datentyp in Scheme
> (port? oby) ist wahr, gdw. obj ein Port ist
» Ports konnen mit Dateien oder Terminals assoziiert sein

Wird fiir eine Operation kein besonderer Port angegeben, so werden
folgende Ports verwendet:

» Eingabe: (current-input-port)
> Ausgabe: (current-output-port)

Beide sind per Default an das Eingabe-Terminal gebunden



Ein- und Ausgabebefehle (1)

» Die wichtigsten Scheme-Befehle fiir ein- und Ausgabe sind:
(read port) (das Argument ist optional)
> Liest ein Scheme-Objekt in normaler Scheme-Syntax von dem
angegebenen Port
» (write obj port) (das 2. Argument ist optional)
Schreibe ein Scheme-Objekt in normaler Scheme-Syntax auf den
angegebenen Port
» Mit write geschriebene Objekte kdnnen mit read wieder gelesen
werden
So ist es sehr einfach, interne Datenstrukturen zu speichern und zu

laden!
Stichworte: Persistierung/Serialisierung (vergleiche z.B. Java

Hibernate)



Ein- und Ausgabebefehle (2)

» Weitere Befehle:

(display obj port) (das 2. Argument ist optional)
» Schreibt eine ,,mensch-lesbare” Form von obj
» Strings ohne Anfiihrungsstriche
» Zeichen als einfache Zeichen
(newline port)
» Schreibt einen Zeilenumbruch
(read-char port) und (write-char c port)
> Liest bzw. schreibt ein einzelnes Zeichen
(peek-char port)
» Versucht, ein Zeichen zu lesen

» Erfolg: Gibt das Zeichen zuriick, ohne es von der Eingabe zu entfernen
» End-of-file: Gibt ein eof-object zuriick. (eof-object? oby) ist nur
fiir solche Objekte wahr.



Ports und Dateien

» Ports kdnnen mit Dateien verkniipft erschaffen werden:

Input: (open-input-file name) &ffnet die Datei mit dem
angegebenen Namen und gibt einen Port zuriick, der aus dieser Datei
lieBt

> SchlieBen der Datei: (close-input-port port)
Output: (open-output-file name)
> SchlieBen der Datei: (close-output-port port)



Beispiel

> (define (print—file inp—port)
(if (not (eof—object? (peek—char inp—port)))

(begin
(write—char (read—char inp—port))

(print—file inp—port))
(close—input—port inp—port)))

((inprt (open—input—file "test.txt")))

> (let
(print—file inprt))

Testfile

Was passiert?

Ende!

>



Erweiterungen: Kommandozeilen und Programmende

Diese Erweiterungen stehen bei Racket zur Verfiigung

» Zugiff auf die Kommandozeilenargumente (bei Stand-Alone
Programmen): (current-command-line-arguments)
Ergebnis: Vektor von Strings, die den Kommandozeilenargumenten
entspricht
Als Liste: (vector->list (current-command-line-arguments))

» Beenden des Programs: (exit obj)
obj ist optional
Ohne obj: Normales Ende (Erfolg)
Ansonsten: Implementierungsdefiniert (aber in erster N3herung:
Kleine numerische Werte werden als OS-exit()-Werte interepretiert)



Beispiel: Kommandozeilenargumente ausgeben

DrRacket File Edit View Language Racket Insert Windows Help

‘o0® commandline.rkt - DrRacket

i

commandline.rkt¥  (define ...)¥ O Debug @I Macro Stepper Pl Run > Stop [l |

#lang racket

(define (display-list lst)
(if (null? 1st)
(woid)
(begin
(displayln (car 1lst))
(display-list (cdr 1st)))))

(display-list (vector->list (current-command-line-arguments)))

o

Welcome to DrRacket, version 6.11 [3m].
Language: racket, with debugging; memaory limit: 128 MB.
-




Beispiel: Kommandozeilenargumente ausgeben

| DrRacket File Edit View Language Insert Windows Help
fece commandling  Run
t| commandline.rkt¥  (define ... ¥ P Deb Ask the Program to Quit
i Force the Program to Quit
Reload #lang Extensions
(define (display-list lst) Limit Memory...
(if (null? 1st)
(void)
(begin
) (displayln (car lst))

faaspteytist fedr ts0)n))

Module Browser...
(display-list (vector—>list {current-comman  Module Browser on /Users/schulz/TEXT/LEHRE

#lang racket

Reindent

Reindent All

Comment Out with a Box
Comment Qut with Semicolons
3 Uncomment

1 Welcome to DrRacket, version 6.11 [3m].
M Language: racket, with debugging; memory limit: 128 M
= Disable Signature Checks

Disable Tests




Ubung: Komplexitit von Sortierverfahren

» Beschaffen Sie sich eine Datei mit 4 Listen von zufallig generierten
natiirlichen Zahlen mit 1000, 2000, 4000, 8000 und 16000
Elementen (in Scheme-Syntax)

Unter http:
//wwulehre.dhbw-stuttgart.de/~sschulz/1gli2017 .html
konnen Sie die Datei sortlists.txt herunterladen

» Schreiben Sie ein Scheme-Programm, dass diese Listen einliest und
vergleichen Sie die Laufzeit von Sortieren durch Einfiigen und
Mergesort auf diesen Listen

Was beobachten Sie?
Kénnen Sie diese Beobachungen erklaren?


http://wwwlehre.dhbw-stuttgart.de/~sschulz/lgli2017.html
http://wwwlehre.dhbw-stuttgart.de/~sschulz/lgli2017.html

Die Wahrheit uber Listen

Nichtleere Listen bestehen aus cons-Paare
cons-Paaren

v

cons-Paaren haben zwei Felder:

v

car: Zeigt auf ein Element
cdr: Zeigt auf den Rest der Liste 2

Listen sind rekursiv definiert:

Die leere Liste ’ () ist eine Liste 4
Ein cons-Paar, dessen zweites Element
eine Liste ist, ist auch eine Liste
Die Funktion (cons a b) ... 42 | 0

Beschafft ein neues cons-Paar

Schreibt (einen Zeiger auf) a in dessen -

car

Schreibt (einen Zeiger auf) b in dessen (2 4 42 17) im Speicher
cdr

v

v



Ubung: cons-Paare

» Was passiert, wenn Sie die folgenden Ausdriicke auswerten?
(cons 1 2)
(cons >0 *0)
(cons 1 7))
(cons 1 (cons 2 (cons 3 *())))
>(1 . 2 ) (die Leerzeichen um den Punkt sind wichtig!)
@ . @ . 6.0
1. (2. B

» Konnen Sie die Ergebnisse erklaren?



Funktionen auf Listen und Paaren

» Typen
(pair? obyj) ist wahr, wenn obj ein cons-Paar ist
(1ist? oby) ist wahr, wenn obj eine Liste ist

» car und cdr verallgemeinert
Scheme unterstiitzt Abkiirzungen fiir den Zugriff auf Teile oder
Elemente der Liste
(caar =z) ist dquivalent to (car (car z))
(cadr z) ist dquivalent to (car (cdr z)) (das zweite Element von
x)
(cdddr =) ist dquivalent to (cdr (cdr (cdr z))) (x ohne die
ersten 3 Elemente
Diese Funktionen sind bis Tiefe 4 im Standard vorgesehen



Teillisten und Elemente

» Beliebiger Zugriff:
(list-ref lst k) gibt das kte Element von 1st zuriick (wenn es
existiert, sonst Fehler)
(list-tail lst k) gibt die Liste ohne die ersten k Elemente zuriick
> (member obj lst) sucht objin List
Wird obj gefunden, so wird die langste Teil-Liste, die mit obj beginnt,
zuriickgegeben
Sonst: #f
Gleichheit wird iiber equal? getestet
Beispiele:
> (member 1 (2 314 1)) ==>(141)
> (member 8 ’(2 3 1 4 1)) ==> #f



Alists - Schliissel /Wert Paare

» Association lists sind Listen von Paaren
Idee: 1. Element ist der Schliissel, 2. Element ist der Wert
Beachte: Jede nicht-leere Liste ist ein Paar!
» Die Funktion (assoc obj alist) sucht in Alists
Gibt es in alist ein Paar, dessen car gleich obj ist, so wird dieses Paar
zuriickgegeben
Sonst: #f
» Beispiel:
> (define db '(("Schulz” "Informatiker” "arm")
(" Mayer” "Politiker” "bestechlich”)
("Duck” "Ente" "reich")))
> (assoc "Mayer” db)
==> (" Mayer” " Politiker” "bestechlich")
> (assoc "Stephan” db)
==> #f
> (assoc "Ente” db)
==> #f



Ubung: Hofliche Damen

» Eine Dame (im Schach) bedroht alle Felder in
ihrer Reihe, in ihrer Spalte, und auf ihren
Diagonalen. Das n-Damen-Problem besteht
darin, n Damen so auf einem n x n-Brett zu
platzieren, dass keine Dame eine andere
bedroht

Aufgabe 1: Suchen Sie nach Lésungen fiir
Bretter mit 1 x 1, 2 x 2, 3 x 3, 4 x 4 Feldern
Aufgabe 2: Erstellen Sie ein Programm, das 8
Damen auf einem Schachbrett so plaziert,
dass Sie sich nicht bedrohen.

Bonus: Losen Sie das Problem fiir beliebig
groBe quadratische Schachbretter, also:
Platzieren sie n Damen so auf einem n X n
groBen Schachbrett so, dass sie sich nicht
bedrohen
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Ubung: Hofliche Damen

» Eine Dame (im Schach) bedroht alle Felder in
ihrer Reihe, in ihrer Spalte, und auf ihren
Diagonalen. Das n-Damen-Problem besteht
darin, n Damen so auf einem n x n-Brett zu
platzieren, dass keine Dame eine andere
bedroht

Aufgabe 1: Suchen Sie nach Ldsungen fiir
Bretter mit 1 x 1, 2 x 2, 3 x 3, 4 x 4 Feldern
Aufgabe 2: Erstellen Sie ein Programm, das 8
Damen auf einem Schachbrett so plaziert,
dass Sie sich nicht bedrohen.

Bonus: Ldsen Sie das Problem fiir beliebig
groBe quadratische Schachbretter, also:
Platzieren sie n Damen so auf einem n x n
groBen Schachbrett so, dass sie sich nicht

bedrohen




Die Helle und die Dunkle Seite der Macht




Die Helle und die Dunkle Seite der Macht

Functional/Deklarativ
—lambda
—map
—eval/apply




Die Helle und die Dunkle Seite der Macht

Functional/Deklarativ
—lambda
—map
—eval/apply

Imperativ/Destruktiv
—set!
—set-car!/set-cdr!



Anonyme Funktionen

» Bekannt: Funktionsdefinition mit define
Z.B. (define (square x) (* x x)))
» Zwei separate Operationen:

Erschaffe Funktion, die x quadriert

Lege Variable square an und binde die Variable an
die Funktion

Mit define kdnnen wir Operation 2 auch ohne
Operation 1 ausfiihren: (define newsquare
square)

» Frage: Kénnen wir auch Funktionen erzeugen, ohne
ihnen einen Namen zu geben?



Anonyme Funktionen

» Bekannt: Funktionsdefinition mit define
Z.B. (define (square x) (* x x)))
» Zwei separate Operationen:

Erschaffe Funktion, die x quadriert

Lege Variable square an und binde die Variable an
die Funktion

Mit define kdnnen wir Operation 2 auch ohne
Operation 1 ausfiihren: (define newsquare
square)

» Frage: Kénnen wir auch Funktionen erzeugen, ohne
ihnen einen Namen zu geben?

Antwort: Ja, mit 1lambdal




lambda

» lambda-Ausdriicke haben als Wert eine neue Prozedur/Funktion
Argumente: Liste von formalen Parametern und Sequenz von
Ausdriicken
Die neue Funktion akzeptiert die angegeben Parameter
Sie wertet die Sequenz in der um die formalen Parameter mit ihren
aktuellen Werten erweiterten Umgebung aus
Wert der Funktion ist der Wert der Sequenz

» Beispiel:

> ((lambda (x y)(+ (* 2 x) y)) 3 5)



lambda

» lambda-Ausdriicke haben als Wert eine neue Prozedur/Funktion

Argumente: Liste von formalen Parametern und Sequenz von
Ausdriicken

Die neue Funktion akzeptiert die angegeben Parameter

Sie wertet die Sequenz in der um die formalen Parameter mit ihren
aktuellen Werten erweiterten Umgebung aus

Wert der Funktion ist der Wert der Sequenz

» Beispiel:

> ((lambda (x y)(+ (* 2 x) y)) 3 5)
> 11

> ((lambda () (/ 6.283 2)))



lambda

» lambda-Ausdriicke haben als Wert eine neue Prozedur/Funktion

Argumente: Liste von formalen Parametern und Sequenz von
Ausdriicken

Die neue Funktion akzeptiert die angegeben Parameter

Sie wertet die Sequenz in der um die formalen Parameter mit ihren
aktuellen Werten erweiterten Umgebung aus

Wert der Funktion ist der Wert der Sequenz

» Beispiel:

> ((lambda (x y)(+ (* 2 x) y)) 3 b5)
= 11
> ((lambda () (/ 6.283 2)))

=> 3.1415



Warum lambda?

» lambda ist fundamental!

(define (fun args) body) ist nur eine Abkiirzung fiir
(define fun (lambda (args) body))

» lambdas konnen im lokalen Kontext erzeugt werden
Keine Verschmutzung des globalen Namensraums
Zugriff auf lokale Variablen (!)
» lambda kann let und (mit geistigem Strecken) define ersetzen:

(let ((a init1) (b init2)) (mach-was a b)) ist dquivalent zu
((lambda (a b) (mach-was a b)) initl init2)



Von Mengen zu funktionierenden Funktionen

>

Riickblick Mengenlehre:
Funktionen sind rechtseindeutige Relationen
Relationen sind Mengen von Paaren
Riickblick Hausaufgabe:
Mengen sind duplikatfreie Listen
Paare sind zweielementige Listen
Mit lambda kénnen wir aus der Mengenversion eine anwendbare
Funktion machen:

> (define (set—>fun relation)
(lambda (x) (let ((res (assoc x relation)))
(and res (cadr res)))))

> (define rel "((1 2) (2 4) (3 6)))
> (define fun (set—>fun rel))

> (fun 3)
=> 6
(fun 10)

| V

= #f



Fiir faule: map

» Version 1: map wendet eine Funktion auf alle Elemente einer Liste an

Argumente: Funktion mit einem Argument, Liste von Elementen
Ergebnis: Liste von Ergebnissen

» Beispiel:
> (map (lambda (x)(x 3 x)) (1 2 3 4))



Fiir faule: map

» Version 1: map wendet eine Funktion auf alle Elemente einer Liste an

Argumente: Funktion mit einem Argument, Liste von Elementen
Ergebnis: Liste von Ergebnissen

» Beispiel:
> (map (lambda (x)(x 3 x)) (1 2 3 4))

—> (3 6 9 12)

> (map (lambda (x)(if (> x 10) 1 0)) (5 12 14 3 31))



Fiir faule: map

» Version 1: map wendet eine Funktion auf alle Elemente einer Liste an

Argumente: Funktion mit einem Argument, Liste von Elementen
Ergebnis: Liste von Ergebnissen

» Beispiel:
> (map (lambda (x)(x 3 x)) (1 2 3 4))

—> (3 6 9 12)
> (map (lambda (x)(if (> x 10) 1 0)) (5 12 14 3 31))

— (0110 1)



map fiir Funktionen mit mehreren Argumenten

» Version 2: map wendet eine Funktion auf alle Tupel von
korrespondierenden Elementen mehrerer Listen an

Argument: Funktion f mit n Argumenten
n Listen von Elementen (h,...,1,)
Ergebnis: Liste von Ergebnissen

» Das erste Element des Ergebnises ist f((car h),...,(car /))
» Beispiel:

> (map (lambda (x y) (i
(2 46 3) '(1



map fiir Funktionen mit mehreren Argumenten

» Version 2: map wendet eine Funktion auf alle Tupel von
korrespondierenden Elementen mehrerer Listen an
Argument: Funktion f mit n Argumenten

n Listen von Elementen (h,...,1,)
Ergebnis: Liste von Ergebnissen

» Das erste Element des Ergebnises ist f((car h),...,(car /))

» Beispiel:
> (map (lambda (x y) (i
(2 46 3) '(1

=> (2 5 8 4)



Program oder Daten? apply

» apply wendet eine Funktion auf eine Liste von Argumenten an

Argument 1: Funktion, die n Argumente akzeptiert
Argument 2: Liste von n Argumenten
Ergebnis: Wert der Funktion, angewendet auf die Argumente

» Beispiel:

> (apply + '(11 7 14))



Program oder Daten? apply

» apply wendet eine Funktion auf eine Liste von Argumenten an

Argument 1: Funktion, die n Argumente akzeptiert
Argument 2: Liste von n Argumenten
Ergebnis: Wert der Funktion, angewendet auf die Argumente

» Beispiel:

> (apply + '(11 7 14))
==> 32

> (apply map (list (lambda (x)(+ x 3)) '(1 2 3)))



Program oder Daten? apply

» apply wendet eine Funktion auf eine Liste von Argumenten an

Argument 1: Funktion, die n Argumente akzeptiert
Argument 2: Liste von n Argumenten
Ergebnis: Wert der Funktion, angewendet auf die Argumente

» Beispiel:

> (apply + '(11 7 14))
==> 32
> (apply map (list (lambda (x)(+ x 3)) '(1 2 3)))

=—> (4 5 6)



Program oder Daten? apply

» apply wendet eine Funktion auf eine Liste von Argumenten an

Argument 1: Funktion, die n Argumente akzeptiert
Argument 2: Liste von n Argumenten
Ergebnis: Wert der Funktion, angewendet auf die Argumente

» Beispiel:

> (apply + '(11 7 14))
==> 32
> (apply map (list (lambda (x)(+ x 3)) '(1 2 3)))

=—> (4 5 6)

Achtung: apply ruft die anzuwendende Funktion einmal mit allen
Listenelementen auf, map fiir jedes Element einzeln!




Scheme in einem Befeh: eval (Racket)

» eval nimmt einen Scheme-Ausdruck und wertet ihn
in der aktuellen Umgebung aus
Optionales 2. Argument: Environment
(R5RS)/Namespace (Racket)
» Beispiele:

> (eval '(+ 3 4))
== 7

> (eval (cons '+ '(3 4 5)))
=> 12



Scheme in einem Befeh: eval (Racket)

» eval nimmt einen Scheme-Ausdruck und wertet ihn
in der aktuellen Umgebung aus
Optionales 2. Argument: Environment
(R5RS)/Namespace (Racket)
» Beispiele:

> (eval '(+ 3 4))
— 7

> (eval (cons '+ '(3 4 5)))
=> 12



Ubung: map und apply

» Schreiben Sie eine Funktion, die das Skalarprodukt von zwei
n-elementigen Vektoren (reprasentiert als Listen) berechnet

Das Skalarprodukt von (a1, ap, ... a,) und (b1, bo, ... b,) ist definiert
als >y i<, aibi
Beispiel: (skalarprodukt ’(1 2 3) (2 4 6)) ==> 28

» Schreiben Sie eine Funktion, die geschachtelte Listen verflacht.
Beispiel: (flatten (1 2 (34 (6 6) 78) 9)) ==> (123 4
567 89)






Destruktive Zuweisung: set!

» set! weist einer existierenden Variable einen neuen Wert zu

(define a 10)

|\/\/
[«5)

10
(set! a "Hallo")

V

VY

> " Hallo"
(set! a '(+ 2 11))
a

H\/\/
V

(+ 2 11)
(eval a)
13

V
]



set-(m)car!/set-(m)cdr!

» set-car! verdndert den ersten Wert eines existierenden
cons-Paares

» set-cdr! verdndert den zweiten Wert eines existierenden
cons-Paares

» Racket verbietet das destruktive Verandern von normalen Listen!

» Statt dessen: “Modifizierbare Listen”

Gebaut mit mcons
Verandert mit set-mcar!, set-mcdr!



set-(m)car!/set-(m)cdr!

» set-car! verdndert den ersten Wert eines existierenden
cons-Paares

» set-cdr! verdndert den zweiten Wert eines existierenden
cons-Paares

» Racket verbietet das destruktive Verandern von normalen Listen!

» Statt dessen: “Modifizierbare Listen”

Gebaut mit mcons
Verandert mit set-mcar!, set-mcdr!

“Instead of programming with mutable pairs and mutable lists, data
structures such as pairs, lists, and hash tables are practically always
better choices.” — Racket Manual, 4.10



Scheme Namenskonventionen

» Verdndernde (destruktive) Funktionen enden in !

set!, set-car!, vector-set!, ...
Diese Funktionen haben typischerweise keinen Riickgabewert!

» Pridikate (liefern #t oder #£) enden in ?
null?, pair?, equal?...
» Konvertierungsfunktionen enthalten ->

string->number, list->vector



Das Typsystem von Scheme

» Scheme ist eine strikt, aber dynamisch
geytypte Sprache:

Jedes Datenobjekt hat einen eindeutigen
Basistyp
Dieser Typ geht direkt aus dem Objekt
hervor, nicht aus seiner Speicherstelle
(,, Variable")
Variablen kénnen an Objekte
verschiedenen Typs gebunden sein

» Objekte konnen in Listen (und Vektoren)
zu komplexeren Strukturen kombiniert
werden




Die Typen von Scheme

» Typpradikate (jedes Objekt hat genau einen dieser Typen):

boolean?
pair?
symbol?

number?
char?
string?
vector?
port?
procedure?
null?

#t und #f

cons-Zellen (damit auch nicht-leere Listen)
Normale Bezeichner, z.B. hallo, *, symbol?. Ach-
tung: Symbole miissen gequoted werden, wenn man
das Symbol, nicht seinen Wert referenzieren willl
Zahlen: 1, 3.1415, ...

Einzelne Zeichen: #\a, #\b,#\7,...
"Hallo", "1", "1/2 oder Otto"

Aus Zeitmangel nicht erw3dhnt (nehmen Sie Listen)
Siehe Vorlesung zu Input/Output

Ausfiihrbare Funktionen (per define oder lambda
Sonderfall: Die leere Liste * ()



Symbole als Werte

Symbols are objects whose usefulness rests on the fact that two
symbols are identical (in the sense of eqv?) if and only if their

names are spelled the same way.
R5RS (6.3.3)

Symbole sind eine eigener Scheme-Datentyp
Sie konnen als Variablennamen dienen, sind aber auch selbst Werte
Ein Symbol wird durch quoten direkt verwendet (sonst in der Regel

sein Wert)
Beispiele:
> (define a "hallo)
> a
=> hallo
> (define | "(hallo dings bums))
> |

> (hallo dings bums)

equal? (car |) a)

(
= #t

IV



Mut zur Licke

» Viel liber Zahlen (R5RS 6.2)
Der Zahlenturm: number, complex, real, rational, integer
Viele Operationen
» Zeichen und Strings (R5RS 6.3.4 und 6.3.5)
"Hallo", string-set!, string-ref, substring, ...
» Vektoren (R5RS 6.3.6)
Vektoren sind (grob) wie Listen fester Lange (kein append oder
cons) mit schnellerem Zugriff auf Elemente
» Variadische Funktionen (4.1.3)
Zusatzliche Argumente werden als Liste Ubergeben
» Macros (R5RS 5.3)

Erlauben die Definition von Special Forms
Wichtig, wenn man einen Scheme-Interpreter schreibt
Ansonsten sehr cool, aber nicht oft gebraucht



Ubung: Mastermind (1)

» Klassisches Denkspiel
Ziel: Geheimcode ermitteln
Hilfe: Hinweise auf Teilerfolge

» Spielbar z.B. auf

http://www.steyrerbrains.at/spiele/
Mastermind/index.html
Standard-Version hat Codeldnge 4, 6 Farben
und erlaubt Wiederholungen!

» Ziel: Programm, dass Mastermind /6st
Also: Initialisierung mit einem Code
Programmteil 1 rat Code
Programmteil 2 gibt Feedback



http://www.steyrerbrains.at/spiele/Mastermind/index.html
http://www.steyrerbrains.at/spiele/Mastermind/index.html

Ubung: Mastermind (2)

» Konventionen

Farben werden als Zahlen 1-6 kodiert
> Also: (1 2 2 4) ware ein giiltiger Code
Feedback als 2er-Liste von Zahlen

» 1. Element: Korrekte Farbe an korrekter Position
» 2. Element: Korrekte Farbe, aber auf falscher Position

Beispiel: Code (1 2 2 4), Tipp (1 2 4 3)
» Bewertung (2 1)

» Programmlauf:

(master-mind (4 2 2 1))
Game initialized. Secret code: (4 2 2 1)

Guess: (3 4 5 6)
Guess: (1 5 2 5)
Guess: (1 2 4 4)
Guess: (21 2 4)
Guess: (4 2 2 1)
4 221)

->
->
->
->
->

(D)
(1 1)
(12)
(13)
(4 0)



Ubung: Mastermind (3)

» Algorithmus:
1. Erstelle Liste cand aller moglichen Codes
2. Tippe einen beliebigen Wert aus cand
> Bewertung (4 0): Gewonnen
» Sonst: Entferne alle Werte aus cand, die nicht zur aktuellen
Bewertung passen
» Weiter bei Schritt 2



Ubung: Mastermind (4)

Partielle Programmstruktur
» (mm-eval guess soln) - Bewerte guess relativ zu soln
(exact-matches 11 12) - Z3dhle gleiche Werte an gleichen

Positionen
(count-occ 11 12) - Zahle, wie viele Elementen aus 11 in 12

vorkommen
> (delete-element e 1lst) - gib 1st ohne e zuriick

» (make-guesses pins colours) - generiere alle Codes fiir pins

Stifte aus colours Farben
(add-to-tuples tuples colours) - ergidnze alle Tuple um alle

Farben
> (add-to-tuple tuple colours) - ergdnze ein Tupel um alle Farben
» (define (solve-mm solution candidates))
(filter-compatible candidates guess ev)
> (is-compatible candidate guess ev)



Ubung: Mastermind (4)

Partielle Programmstruktur
» (mm-eval guess soln) - Bewerte guess relativ zu soln
(exact-matches 11 12) - Z3dhle gleiche Werte an gleichen

Positionen
(count-occ 11 12) - Zahle, wie viele Elementen aus 11 in 12

vorkommen
> (delete-element e 1lst) - gib 1st ohne e zuriick
» (make-guesses pins colours) - generiere alle Codes fiir pins

Stifte aus colours Farben
(add-to-tuples tuples colours) - ergidnze alle Tuple um alle

Farben
> (add-to-tuple tuple colours) - ergdnze ein Tupel um alle Farben
» (define (solve-mm solution candidates))
(filter-compatible candidates guess ev)
> (is-compatible candidate guess ev)

Ende Vorlesung 10
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Ubung: Verbrechensaufklrung

Ein Fall aus den Akten von Inspektor Craig: ,,Was fangst
du mit diesen Fakten an?" fragt Inspektor Craig seinen
Sergeant McPherson.
1. Wenn A schuldig und B unschuldig ist, so ist C
schuldig.

2. C arbeitet niemals allein.

3. A arbeitet niemals mit C.

Raymond M.
Smullyan
(1919-2017)

4. Niemand auBer A, B oder C war beteiligt, und
mindestens einer von ihnen ist schuldig.

Der Sergeant kratzte sich den Kopf und sagte: , Nicht viel,
tut mir leid, Sir. Kdnnen Sie nicht aus diesen Fakten
schlieBen, wer unschuldig und wer schuldig ist? * , Nein",
entgegnete Craig, ,,aber das Material reicht aus, um
wenigstens einen von ihnen zu anzuklagen®.

Wen und warum?

nach R. Smullyan: ,,Wie heiBt dieses Buch?*



Entscheidungshilfe

Wenn A schuldig und B unschuldig ist, so ist C schuldig.
C arbeitet niemals allein.

A arbeitet niemals mit C.

A

Niemand auBer A, B oder C war beteiligt, und mindestens einer von
ihnen ist schuldig.

(A[B[C[L[2[3 [4[14]




Entscheidungshilfe

Wenn A schuldig und B unschuldig ist, so ist C schuldig.
C arbeitet niemals allein.

A arbeitet niemals mit C.

A

Niemand auBer A, B oder C war beteiligt, und mindestens einer von
ihnen ist schuldig.

(A[B[C[L[2[3 [4[14]
ojojoy1j1}j1/0 0
ojoj1ry1j0]1|1 0
oj1|0|1|1]1]1 1
oO(1|1j|1]|1]1]1 1
1/0(0}0 1|11 0
1/0j1}j11]0]1 0
1101 |1]1/|1 1
1711 111701 0




Syntax - Was ist ein korrekter Satz?



Syntax - Was ist ein korrekter Satz?

Semantik - Wann ist ein Satz wahr oder falsch?



Formale Logik

Syntax
Semantik

Deduktionsmechanismus

Was ist ein korrekter Satz?
Wann ist ein Satz wahr oder falsch?

Wie kann ich neues Wissen herlei-
ten? Wie kann ich die Giiltigkeit
einer Formel oder einer Ableitung
gewdhrleisten?



C ist schuldig
C

Die StraBe ist nass
strasseNass

und oder impliziert nicht
A \% — -

102



Ermittlungsergebnisse formal

» Inspektor Craigs Ergebnisse
1. Wenn A schuldig und B unschuldig ist, so ist C schuldig.
2. C arbeitet niemals allein.
3. A arbeitet niemals mit C.
4. Niemand auBer A, B oder C war beteiligt, und mindestens einer von
ihnen ist schuldig.

» Atomare Aussagen



Ermittlungsergebnisse formal

» Inspektor Craigs Ergebnisse
1. Wenn A schuldig und B unschuldig ist, so ist C schuldig.
2. C arbeitet niemals allein.
3. A arbeitet niemals mit C.
4. Niemand auBer A, B oder C war beteiligt, und mindestens einer von
ihnen ist schuldig.
» Atomare Aussagen

A ist schuldig B ist schuldig C ist schuldig
A B C



Ermittlungsergebnisse formal

» Inspektor Craigs Ergebnisse

1. Wenn A schuldig und B unschuldig ist, so ist C schuldig.
2. C arbeitet niemals allein.
3. A arbeitet niemals mit C.
4. Niemand auBer A, B oder C war beteiligt, und mindestens einer von
ihnen ist schuldig.
» Atomare Aussagen

A ist schuldig B ist schuldig C ist schuldig
A B C

» Ermittlungsergebnisse formal
1. (AN=B)—= C



Ermittlungsergebnisse formal

» Inspektor Craigs Ergebnisse
1. Wenn A schuldig und B unschuldig ist, so ist C schuldig.
2. C arbeitet niemals allein.
3. A arbeitet niemals mit C.
4. Niemand auBer A, B oder C war beteiligt, und mindestens einer von
ihnen ist schuldig.
» Atomare Aussagen

A ist schuldig B ist schuldig C ist schuldig
A B C
» Ermittlungsergebnisse formal
1. (AN=B)—= C
2. C—=(AvB)



Ermittlungsergebnisse formal

» Inspektor Craigs Ergebnisse
1. Wenn A schuldig und B unschuldig ist, so ist C schuldig.
2. C arbeitet niemals allein.
3. A arbeitet niemals mit C.
4. Niemand auBer A, B oder C war beteiligt, und mindestens einer von
ihnen ist schuldig.
» Atomare Aussagen

A ist schuldig B ist schuldig C ist schuldig
A B C
» Ermittlungsergebnisse formal
1. (AN=B)—= C
2. C— (AVB) (mit 4. Teil 1)



Ermittlungsergebnisse formal

» Inspektor Craigs Ergebnisse
1. Wenn A schuldig und B unschuldig ist, so ist C schuldig.
2. C arbeitet niemals allein.
3. A arbeitet niemals mit C.
4. Niemand auBer A, B oder C war beteiligt, und mindestens einer von
ihnen ist schuldig.
» Atomare Aussagen

A ist schuldig B ist schuldig C ist schuldig
A B C
» Ermittlungsergebnisse formal
1. (AN=B)—= C
2. C— (AVB) (mit 4. Teil 1)
3. A= -C



Ermittlungsergebnisse formal

» Inspektor Craigs Ergebnisse
1. Wenn A schuldig und B unschuldig ist, so ist C schuldig.
2. C arbeitet niemals allein.
3. A arbeitet niemals mit C.
4. Niemand auBer A, B oder C war beteiligt, und mindestens einer von
ihnen ist schuldig.

» Atomare Aussagen

A ist schuldig B ist schuldig C ist schuldig
A B C
» Ermittlungsergebnisse formal
1. (AN=B)—= C
2. C— (AVB) (mit 4. Teil 1)
3. A= -C
4. AvBv C



Syntax der Aussagenlogik: Signatur

Definition (Aussagenlogische Signatur)

Eine aussagenlogische Signatur X ist eine (nichtleere) abzdhlbare Menge
von Symbolen, etwa

Z:{Ao,...,An} oder ¥ = {Ao,Al,...}



Syntax der Aussagenlogik: Signatur

Definition (Aussagenlogische Signatur)

Eine aussagenlogische Signatur X ist eine (nichtleere) abzdhlbare Menge
von Symbolen, etwa

Z:{Ao,...,An} oder ¥ = {Ao,Al,...}

Bezeichnungen fiir Symbole in X

v

atomare Aussagen

» Atome

v

Aussagevariablen, aussagenlogische Variablen

v

Propositionen



Syntax der Aussagenlogik: Logische Zeichen

T Symbol fiir den Wahrheitswert ,,wahr*
L Symbol fiir den Wahrheitswert , falsch*



Syntax der Aussagenlogik: Logische Zeichen

T Symbol fiir den Wahrheitswert ,,wahr*
L Symbol fiir den Wahrheitswert , falsch*
— Negationssymbol (,,nicht")



Syntax der Aussagenlogik: Logische Zeichen

T Symbol fiir den Wahrheitswert ,,wahr*
L Symbol fiir den Wahrheitswert , falsch*
— Negationssymbol (,,nicht")

A Konjunktionssymbol (,,und*)

V Disjunktionssymbol (,,oder")

— Implikationssymbol (,,wenn ... dann")

< Symbol fiir Aquivalenz (,,genau dann, wenn")



Syntax der Aussagenlogik: Logische Zeichen

Symbol fiir den Wahrheitswert ,,wahr*
Symbol fiir den Wahrheitswert ,,falsch*
Negationssymbol (,, nicht")
Konjunktionssymbol (,,und")
Disjunktionssymbol (,,oder")
Implikationssymbol (,wenn ... dann*)
Symbol fiir Aquivalenz (,genau dann, wenn")
die beiden Klammern



Syntax der Aussagenlogik: Formeln

Definition (Menge ForQOs der Formeln iiber ¥)

Sei ¥ eine Menge von Atomen. ForOy ist die kleinste Menge mit:

>

>

v

v

v

T € ForOx
1 € ForOx
Y C ForOx (jedes Atom ist eine Formel)

Wenn P, Q € ForOx, dann sind auch
(=P), (PAQ), (PVQ), (P—Q) (P+ Q)

Elemente von ForOy

Beachte: P und Q sind oben keine aussagenlogischen Variablen,
sondern sie stehen fiir beliebige Formeln (,, Meta-Variable")



Ubung: Syntax der Aussagenlogik

Sei ¥ = {A, B, C}. Identifizieren Sie die korrekten aussagenlogischen
Formeln.

a) A= L g) (A— A)
b) (AA(BV (C)) h) (AA(—A))
c) (A-B) i) (A=A B)
d) (A= OA(EFA=C) = C) ) (A +B)
e) (VBV(CAD)) k) ((-A) A B)
f) (A— (BV-B)(CVv~-0()) ) (=(AAB))



Prazedenz und Assoziativitat

» Vereinbarung zum Minimieren von Klammern:

Das duBerste Klammernpaar kann weggelassen werden
Die Operatoren binden verschieden stark:

Operator | Prazedenz
= 1 (stédrkste Bindung)
A 2
\% 3
— 4
- 5 (schwichste Bindung)

AAN-B— C<<= ((AN(—B)) — ()

Zweistellige Operatoren gleicher Prazedenz sind linksassoziativ:
AANBAC<— ((AANB)AC)
A—-B—- A< ((A— B)— A)

— ist rechtsassoziativ: =——A <= (—=(—(—A)))

» Klammern, die so liberfliissig werden, diirfen weggelassen werden



Ubung: Prizedenzen und Klammern

Entfernen Sie so viele Klammern, wie moglich,
ohne die Struktur der Formeln zu verandern

a) ((AAB)V ((CA D)= (AVC)))
b) (((AA(BV C)A D)) — AV C)
) (AA(BV(CA(D— (AVCO)))))

Operator ‘ Prazedenz

-

A
Vv
—
g

1 (starkste)

2

3

4

5 (schwichste)



AT LAST, SOME CLAR\TY! BVERY

SENTENCE \S E\THER PYRE,

SWEET TRUTH OR A VILE,

CONTEMPTIBLE LIE! ONE

OR. THE OTHER ! NOTHING
IN BETWEEN /

/
.L\f{%
)y




Semantik der Aussagenlogik: Interpretation

Definition (Aussagenlogische Interpretation)
Sei ¥ eine aussagenlogische Signatur.

» Eine Interpretation (iiber X) ist eine beliebige Abbildung
I: ¥ — {1, 0}.

» Die Menge aller Interpretationen iiber > bezeichen wir als /5.



Semantik der Aussagenlogik: Interpretation

Definition (Aussagenlogische Interpretation)
Sei ¥ eine aussagenlogische Signatur.

» Eine Interpretation (iiber X) ist eine beliebige Abbildung
I: ¥ — {1, 0}.

» Die Menge aller Interpretationen iiber > bezeichen wir als /5.

Beispiel: | = {A— 1,B+— 1,C — 0}

Tabellari