Aufgabe 1: Zeigen Sie, dass fiir A € K"*™ die Determinante von A mit der Determinanten der
transponierten Matrix A? iibereinstimmt, zeigen Sie also

det(A) = det(A).

Losung: Um den Beweis besser strukturieren zu kénnen, weisen wir zunéchst die folgenden Lem-
mata nach:

1. {o71]|oe8,} =8,

Beweis: Da wir hier die Gleichheit zweier Mengen zeigen miissen, spalten wir den Beweis
in zwei Teile auf:

“C” : Fiir jedes o € S, gilt auch 0! € S,,. Daraus folgt schon
{o710€e8}CSn v/

“D” :Seinun o € S,,. Es gilt 0 = (071)~! und daraus folgt 0 € {o7! | ¢ € S,,}. Also haben
wir auch

S, Cl{o 7t oeS.} vV o

2. {(i,o(@) [ie{l,--,n}} ={(c7r().4) | €{L,---,n}} firalleo€S,,
Beweis: Wieder spalten wir den Beweis in zwei Teile auf.

“C” : Essei k€{l,---,n}. Dann miissen wir zeigen, dass
<k70(k)> € {<071(j),j> ‘ j € {17 e 7n}}
gilt. Wir definieren [ := o(k), was 0 ~1(l) = k impliziert. Folglich gilt
(k,o(k)) = (o= (1),1) € {{o (7). 4) | s € {1, -, n}}. v/
“D” :Esseil €{l,---,n}. Dann miissen wir zeigen, dass
<U_1(l),l> € {<J=U(])> | ] € {17 T 7n}}
gilt. Wir definieren k := 0=1(l), was o(k) = [ impliziert. Folglich gilt

(o1 0),1) = (ko) € {(i,0(D) |4 € {1, m}}. v o
3. sgn(oc~t) =sgn(o) fiiralle o €S,.

Beweis: Es gilt 07! o 0 = id,, und daraus folgt wegen sgn(id,) = 1 und der Gleichung
sgn(a o f) = sgn(a) - sgn(f), dass

b

sgn(o)

gelten muss. Da sgn(o) aber nur die Werte +1 oder —1 annehmen kann und da aufilerdem

1 1
T—]. und _71

gilt, haben wir in jedem Fall

sgn(o1) =

=-1

sgn(o1) = sgn(o). o

Damit haben wir alles fiir den Beweis der eigentlichen Behauptung vorbereitet. Nach Definition
der Determinate gilt



det(A?)

n
Z sgn(a) ’ '1:[1 aﬁ,o‘(i)

ocES,,
> sen(o)- [] A (4),i
oceS, i=1

> sgn(o) - 1:[1 Qo (i),i

ce{p=tpneS,}
denn {7 ' | p eS8} =8,

> sen(p ™) - TT ap-13).
HES,, =1

> sen(u) - [1 Ap=1(i),i
HES, i=1

denn sgn(u~") = sga(y)
5> sga(u) - TH{au 164 i € {1, ,n}}

HES,

Z Sgn(:u) ! H{ai,u(i) | i€ {1’ e 777’}}

HES,

denn {(i,n()) | i€ {1,---,n}} = {(u 1 (2),3) |ie {1, -

det(A).



