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Kapitel 1

Einleitung

Die erste Informatik-Vorlesung legt die Grundlagen, die fiir das weitere Studium der Informatik
benotigt werden. Bei diesen Grundlagen handelt es sich im wesentlichen um die mathematische
Logik. Als Anwendung dieser Grundlagen werden zwei Programmiersprachen vorgestellt:

1. SetlX (set language extended) ist eine mengenbasierte Programmiersprache, in der dem
Programmierer die Operationen der Mengenlehre zur Verfiigung gestellt werden. Zusétzlich
unterstiitzt die Sprache funktionales Programmieren.

2. Prolog (programming in logic) basiert auf pradikatenlogischen Konzepten und ist die erste
Programmiersprache der fiinften Generation. Diese Sprache wurde frither vor alllem bei KI-
Projekten eingesetzt.

1.1 Uberblick iiber den Inhalt der Vorlesung:

Die Begriffs-Bildungen der Mengenlehre sind nicht sehr kompliziert, dafiir aber um so abstrakter.
Um diese Begriffs-Bildungen konkreter werden zu lassen und dariiber hinaus den Studenten ein
Gefiihl fiir die Niitzlichkeit der Mengenlehre zu geben, stellen wir im zweiten Kapitel die Sprache
SetIX vor. Dies ist eine Programmier-Sprache, die auf der Mengenlehre aufgebaut ist. Neben den
klassischen Datentypen wie Zahlen und Strings gibt es hier als Datentypen zusétzlich Mengen.
Dadurch ist es in SetIX moglich, Algorithmen in der Sprache der Mengenlehre zu formulieren.
Solche Algorithmen sind zwar meistens nicht so effizient wie Implementierungen in einer klas-
sischen Programmier-Sprache, aber dafiir in der Regel wesentlich klarer (und damit schneller zu
implementieren) als beispielsweise ein entsprechendes C-Programm. Zusitzlich hat SetIX eine kon-
zeptuelle Ahnlichkeit mit Datenbank-Abfrage-Sprachen wie beispielsweise SQL, so dass sich eine
Vertrautheit mit den Konzepten dieser Sprache auch spéter noch als niitzlich erweist.

In dem dritten Kapitel widmen wir uns der Aussagen-Logik. Die Handhabung aussagenlogi-
scher Formeln ist einfacher als die Handhabung pradikatenlogischer Formeln. Daher bietet sich
die Aussagen-Logik gewissermassen als Trainings-Objekt an um mit den Methoden der Logik ver-
traut zu werden. Die Aussagen-Logik hat gegeniiber der Pradikaten-Logik noch einen weiteren
Vorteil: Sie ist entscheidbar, d.h. wir konnen ein Programm schreiben, dass als Eingabe eine aus-
sagenlogische Formel verarbeitet und welches dann entscheidet, ob diese Formel giiltig ist. Ein
solches Programm existiert fiir beliebige Formeln der Priadikaten-Logik nicht. Dariiber hinaus gibt
es in der Praxis eine Reihe von Problemen, die bereits mit Hilfe der Aussagenlogik geldst werden
konnen. Beispielsweise 148t sich die Frage nach der Korrektheit kombinatorischer digitaler Schal-
tungen auf die Entscheidbarkeit einer aussagenlogischen Formel zuriickfiihren. Auflerdem gibt es
eine Reihe kombinatorischer Probleme, die sich auf aussagenlogische Probleme reduzieren lassn.
Als ein Beispiel zeigen wir, wie sich das 8-Damen-Problem mit Hilfe der Aussagenlogik 16sen 148t.



Im vierten Kapitel behandeln wir die Pradikatenlogik und analysieren den Begriff des pridika-
tenlogischen Beweises mit Hilfe eines Kalkiils. Ein Kalkil ist dabei ein formales Verfahren, einen
mathematischen Beweis zu fithren. Ein solches Verfahren 148t sich programmieren. Wir stellen zu
diesem Zweck den Resolutions-Kalkil vor, mit dem sich konstruktive Beweise fithren lassen.

Der Resolutions-Kalkiil bildet die Grundlage fiir die Programmier-Sprache Prolog, die wir im
finften Kapitel diskutieren.

1.2 Motivation

Da sowohl die mathematische Logik und auch die in der Mathematik eingefithrte Mengenlehre
sehr abstrakt sind, bereiten sie erfahrungsgemif vielen Studenten Schwierigkeiten. Im Rahmen
der Mathematik-Vorlesung habe ich bereits Griinde gegeben, warum wir uns trotzdem mit diesen
beiden Gebieten beschéftigen miissen. Ich mochte diese Griinde hier nicht wiederholen sondern
statt dessen auf den Anfang des Mathematik-Skripts verweisen.

Zum Schlufl mo6chte ich hier noch ein Paar Worte zum Gebrauch von neuer und alter Recht-
schreibung und der Verwendung von Spell-Checkern in diesem Skript sagen. Dieses Skript wurde
unter Verwendung strenger marktwirtschaftlicher Kriterien erstellt. Im Klartext heifit das: Zeit ist
Geld und als Dozent an der DHBW hat man weder das eine noch das andere. Daher ist es sehr
wichtig zu wissen, wo eine zusétzliche Investition von Zeit noch einen fiir die Studenten niitzlichen
Effekt bringt und wo dies nicht der Fall ist. Ich habe mich an aktuellen Forschungs-Ergebnissen
zum Nutzen der Rechtschreibung orientiert. Diese zeigen, dafl es nicht wichtig ist, in welcher Rei-
henfolge die Bcushatebn in eniem Wrot setehn, das eniizge was wihtcig ist, ist dass der esrte und
der ltzete Bcusthabe an der rcihitgen Psoiiton sthet. Der Rset knan ein ttolaer Boldisnn sien,
trtodzem knan man ihn onhe Porbelme lseen. Das ist so, wiel wir nciht jdeen Buhctsaben eniezln
Iseen, snoedrn das Wrot als gseatmes. Wie sie sheen, ist das tastcéhilch der Flal. ®



Kapitel 2

Die Programmier-Sprache SetlX

Die im letzen Kapitel vorgestellten Begriffs-Bildungen aus der Mengenlehre bereiten erfahrungs-
gemif dem Anfinger aufgrund ihrer Abstraktheit gewisse Schwierigkeiten. Um diese Begriffe ver-
trauter werden zu lassen, stelle ich daher nun eine Programmier-Sprache vor, die mit diesen Be-
griffen arbeitet. Dies ist die Sprache SetlX. Diese Sprache basiert auf der Ende der siebziger Jahre
von Jack T. Schwartz eingefithrten Sprache Setl [SDSD86]. Die Sprache SetIX lehnt sich in ihrer
Syntax stark an die Programmiersprache C an, ist ansonsten aber als Derivat von Setl zu sehen.
Sie finden auf der Webseite

http://wwwlehre.dhbw-stuttgart.de/ stroetma/SetlX/setlX.php

eine Anleitung zur Installation von SetIX.

2.1 Einfithrende Beispiele

Wir wollen in diesem Abschnitt die Sprache SetIX an Hand einiger einfacher Beispiele vorstellen,
bevor wir dann in den folgenden Abschnitten auf die Details eingehen. Die Sprache SetIX ist eine
interaktive Sprache, Sie kénnen diese Sprache also unmittelbar {iber einen Interpreter aufrufen.
Falls Sie SetlX auf Threm Rechner installiert haben, kénnen Sie den Befehl

setlx

in einer Kommando-Zeile eingeben. AnschlieBend meldet sich der Interpreter dann wie wie in
Abbildung 2.1 gezeigt. Die Zeichenfolge “=>” ist der Prompt, der Thnen signalisiert, dass der
Interpreter auf eine Eingabe wartet. Geben Sie dort den Text

print("Hallo");

ein und driicken anschlieend zweimal auf die Eingabe-Taste!, so erhalten Sie die folgende Ausgabe:

1 Hallo
2 Result: om

Hier hat der Interpreter zunéchst den Befehl print ("Hallo") ausgefithrt und dabei den Text
“Hallo” ausgegeben. In der Zeile darunter wird der Wert des zuletzt ausgegebenen Ausdrucks

IEine zweimalige Betitigung der Eingabe-Taste ist erforderlich, weil es durchaus Befehle gibt, die sich iiber
mehrere Zeilen erstrecken. Daher wertet der Interpreter die Eingabe erst dann aus, wenn er zwei aufeinander
folgende Zeilenumbriiche sieht.



1 - setlX v0.2.1=-
3 Welcome to the setlX interpreter!

5 You can display some helpful information by using ’--help’ as parameter
¢ when launching this program.

8 Interactive—Mode:

9 Two newline characters execute previous input.

10 The ’exit;’ statement terminates the interpreter.
11

12 - Interactive=Mod

13

14 =>

Abbildung 2.1: SetIX-Interpreter nach dem Start.

angezeigt. Da die Funktion print() kein Ergebnis berechnet, ist der Riickgabe-Wert undefiniert.
Ein undefinierter Wert wird in SetlX mit € bezeichnet, was in der Ausgabe durch den String “om”
dargestellt wird.

Die Funktion print() akzeptiert beliebig viele Argumente. Wenn Sie beispielsweise das Ergeb-
nis der Rechnung 36 x 37/2 ausgeben wollen, so kénnen Sie dies iiber den Befehl

print("36 * 37 / 2 =", 36 x 37 / 2);

erreichen. Wenn Sie nur an der Auswertung dieses Ausdrucks interessiert sind, so kénnen Sie
diesen Ausdruck auch unmittelbar hinter dem Prompt eingeben und mit einem Semikolon “;”
abschliefen. Wenn Sie nun zweimal die Eingabe-Taste betétigen, wird der Ausdruck ausgewertet

und das Ergebnis angezeigt.

Der SetIX-Interpreter 1483t sich nicht nur interaktiv betreiben, sondern er kann auch vollstandi-
ge Programme ausfiithren. Speichern wir das in Abbildung 2.2 gezeigte Programm in einer Datei
mit dem Namen “sum.stlx” ab, so konnen wir in der Kommando-Zeile den Befehl

setlx sum.stlx

eingeben. Dann wird zunéchst der Text “Type an natural number ---” gefolgt von einem Dop-
pelpunkt als Prompt ausgegeben. Geben wir dann eine Zahl n ein und betétigen die Eingabe-Taste,
so wird als Ergebnis die Summe )", i ausgegeben.

1+ // This program reads a number n and computes the sum 1 + 2 + ... + n.
2 print("Type a natural number and press return.");

3 1n :=read();

4 s:=+/{1..n3};

5 print("The sum 1 + 2 + ... + ", n, " is equal to ", s, ".");

Abbildung 2.2: Ein einfaches Programm zur Berechnung der Summe >, 4.

Wir diskutieren nun das in Abbildung 2.2 auf Seite 6 gezeigte Programm Zeile fiir Zeile. Die
Zeilen-Nummern in dieser und den folgenden Abbildungen von SetIX-Programmen sind nicht Be-
standteil der Programme sondern wurden hinzugefiigt um in den Diskussionen dieser Programme
besser auf einzelne Zeilen Bezug nehmen zu kénnen.

1. Die erste Zeile enthélt einen Kommentar. In SetIX werden Kommentare durch den String



“//” eingeleitet. Aller Text zwischen diesem String und dem Ende der Zeile wird von dem
SetlX-Compiler ignoriert. Neben einzeiligen Kommentaren unterstiitzt SetIX auch mehr-
zeilige Kommentare, die wie in der Sprache C durch die Strings “/*” und “*/” begrenzt
werden.

2. Die zweite Zeile enthilt einen Ausgabe-Befehl. Diese Zeile zeigt auch den ersten Daten-
typ der Sprache SetiX, die Strings. Diese werden in SetIX in doppelte Anfithrungszeichen
eingeschlossen.

W,

Die Zeile wird mit dem Zeichen “;” abgeschlossen. In SetlX werden alle Befehle mit einem
Semikolon abgeschlossen.

3. Die dritte Zeile enthilt eine Zuweisung. Die Funktion read() liest einen vom Benutzer eigege-
benen String, erkennt, dass es sich um eine Zahl handelt und weist mit Hilfe des Zuweisungs-
Operators “:=" der Variablen n die gelesene Zahl zu. An dieser Stelle gibt es einen wichtigen
Unterschied zu Sprache C, denn dort ist der Zuweisungs-Operator der String “=".

Im Gegensatz zu der Sprache C ist die Sprache SetIX ungetypt. Daher ist es weder notwendig
noch moglich, die Variable n zu deklarieren. Wiirde der Benutzer an Stelle einer Zahl einen
String eingeben, so wiirde das Programm spéter mit einer Fehlermeldung abbrechen.

4. Die vierte Zeile zeigt zunéchst, wie sich Mengen als Aufzdhlungen definieren lassen. Sind a
und b ganze Zahlen mit a < b, so berechnet der Ausdruck

{a..b}

die Menge
{xreZ|a<axNnz<b}

Der Operator “+/” berechnet dann die Summe aller Elemente der Menge
{ieN|1<ini<n}

Das ist natiirlich genau die Summe
n
1424 4n=> 1
i=1
Diese Summe wird der Variablen s zugewiesen.

5. In der letzten Zeile wird diese Summe ausgegeben.

Als néichstes betrachten wir das in Abbildung 2.3 auf Seite 8 gezeigte Programm sum-recursive. stlx,

n
das die Summe > 4 mit Hilfe einer Rekursion berechnet.
i=0
1. Zeile 1 bis Zeile 7 enthalten die Definition der Prozedur sum. Die Definition einer Prozedur
wird in SetIX durch das Schliisselwort “procedure” eingeleitet. Hinter diesem Schliisselwort
folgt zunéchst eine 6ffnende Klammer “(”, dann eine Liste von Argumenten, welche durch
“,” voneinander getrennt sind, und danach eine schliefenden Klammer “)”. Darauf folgt
der Rumpf der Prozedur, der, genau wie in der Sprache C, durch die Klammern “{” und
“}” begrenzt wird. Im Allgemeinen besteht der Rumpf aus einer Liste von Kommandos. In
unserem Fall haben wir hier nur ein einziges Kommando. Dieses Kommando ist allerdings
ein zusammengesetztes Kommando und zwar eine Fallunterscheidung. Die allgemeine Form
einer Fallunterscheidung ist wie folgt:



1 sum := procedure(n) {

2 if (n == 0) {

3 return O;

4 } else {

5 return sum(n-1) + n;

6 }

7 };

8

o 1 := read();

10 total := sum(n);

nu  print("Sum 0 + 1 + 2 + ... + ", n, " =", total);

Abbildung 2.3: Ein rekursives Programm zur Berechnung der Summe > i.
i=0

1 if ( test ) {
2 body1

3 } else {

4 bOdy'Q

s }

Die Semantik der Fallunterscheidung ist wie folgt:

(a) Zunichst wird der Ausdruck test ausgewertet. Bei der Auswertung muf} sich entweder
der Wert “true” oder “false” ergeben.

(b) Falls sich “true” ergibt, werden anschliefend die Kommandos in body; ausgefiihrt.
Dabei ist body; eine Liste von Kommandos.

(¢) Andernfalls werden die Kommandos in der Liste bodys ausgefiihrt.
Beachten Sie, dass die Definition der Prozedur durch ein Semikolon abgeschlossen wird.
2. Nach der Definition der Prozedur sum wird in Zeile 9 ein Wert in die Variable n eingelesen.

3. Dann wird in Zeile 10 fiir den eben eingelesenen Wert von n die oben definierte Prozedur
sum aufgerufen.

Zusétzlich enthalt Zeile 10 eine Zuweisung: Der Wert, den der Prozedur-Aufruf sum(n)
zuriick liefert, wird in die Variable total, die auf der linken Seite des Zuweisungs-Operators
“:=" steht, geschrieben.

Die Prozedur sum in dem obigen Beispiel ist rekursiv, d.h. sie ruft sich selber auf. Die Logik, die
hinter der Implementierung steht, 148t sich am einfachsten durch die beiden folgenden bedingten
Gleichungen erfassen:

1. sum(0) = 0,
2. n>0— sum(n) = sum(n — 1) + n.
Die Korrektheit dieser Gleichungen wird unmittelbar klar, wenn wir fiir sum(n) die Definition
sum(n) = zn:oi

einsetzen, denn offenbar gilt:



0
1. sum(0) = > =0,

i=0
n n—1
2. sum(n) = > .i= (Z z) +n=sum(n—1)+n.
i=0 i=0

Die erste Gleichung behandelt den Fall, dass die Prozedur sich nicht selbst aufruft. Einen solchen
Fall muss es in jeder rekursiv definierten Prozedur geben, denn sonst wiirde die Prozedur in einer
Endlos-Schleife stecken bleiben.

2.2 Darstellung von Mengen

Der wichtigste Unterschied zwischen der Sprache SETLX und der Sprache C besteht darin, dass
SetlX die Verwendung von Mengen und Listen unmittelbar unterstiitzt. Um zu zeigen, wie wir
in SetlX mit Mengen umgehen kénnen, zeigen wir ein einfaches Programm, das Vereinigung,
Schnitt und Differenz zweier Mengen berechnet. Abbildung 2.4 zeigt die Datei simple.stlx. Das
in dieser Abbildung gezeigte Programm zeigt die Verwendung der elementaren Mengen-Operatoren
in SetlX.

voac:={1,2,3};

2 b := { 2, 3, 4 };

s // Berechnung der Vereinigungs—-Menge a U b
4 c :=a + b;

5 print(a, "+ ", b, " =", c);

6 // Berechnung der Schnitt-Menge anb
7 C := a* b;

s print(a, " * ", b, " =", c);

o // Berechnung der Mengen-Differenz a \ b
10 c :=a - b;

u  print(a, " - ", b, " =", ¢);

12 // Berechnung der Potenz-Menge 2¢

13 c := pow(a);

1w print("pow(", a, ") =", ¢);

15 // Uberpriifung einer Teilmengen-Beziehung a C b
16 print("(", a, "og= ||’ b, u) = n’ (a <= b)),

Abbildung 2.4: Berechnung von U, N, \ und Potenz-Menge

In Zeile 1 und 2 sehen wir, dass wir Mengen ganz einfach durch explizite Aufzihlung ihrer Argu-
mente angeben kénnen. In den Zeilen 4, 7 und 10 berechnen wir dann nacheinander Vereinigung,
Schnitt und Differenz dieser Mengen. Hier ist zu beachten, dass dafiir in Set/X die Operatoren “+”,
“x7 0 “=" verwendet werden. In Zeile 13 berechnen wir die Potenz-Menge mit Hilfe der Funktion
pow(). SchlieBlich {iberpriifen wir in Zeile 17 mit dem Operator “<=”, ob a eine Teilmenge von b
ist. Fiithren wir dieses Programm aus, so erhalten wir die folgende Ausgabe:

{1, 2, 3} + {2, 3, 4} = {1, 2, 3, 4}
{1, 2, 3} x {2, 3, 4} = {2, 3}
{1: 2, 3} - {25 3’ 4} = {1}

pow({1, 2, 3}) = {{}, {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 3}, {2}, {2, 3}, {3}}
{1, 2, 3} <= {2, 3, 4}) = false

Um interessantere Programme zeigen zu konnen, stellen wir jetzt weitere Moglichkeiten vor, mit
denen wir in SetlX Mengen definieren kénnen.



Definition von Mengen durch arithmetische Aufzihlung

In dem letzten Beispiel hatten wir Mengen durch explizite Aufzihlung definiert. Das ist bei grofien
Mengen viel zu mithsam. Eine Alternative ist daher die Definition einer Menge durch eine arith-
metische Aufzihlung. Wir betrachten zunéchst ein Beispiel:

a:={1.. 100 };

Die Menge, die hier der Variablen a zugewiesen wird, ist die Menge aller natiirlichen Zahlen von
1 bis 100. Die allgemeine Form einer solchen Definition ist

a := { start .. stop };
Mit dieser Definition wiirde a die Menge aller ganzen Zahlen von start bis stop zugewiesen, formal
gilt

a={n € Z|start <n An < stop}.

Es gibt noch eine Variante der arithmetischen Aufzéhlung, die wir ebenfalls durch ein Beispiel
einfithren.

a:={1, 3 .. 100 };

Die Menge, die hier der Variablen a zugewiesen wird, ist die Menge aller ungeraden natiirlichen
Zahlen von 1 bis 100. Die Zahl 100 liegt natiirlich nicht in dieser Menge, denn sie ist ja gerade.
Die allgemeine Form einer solchen Definition ist

a := { start, second .. stop }

Definieren wir step = second — start und ist step positiv, so 148t sich diese Menge formal wie folgt
definieren:

a = {start + n = step | n € N A start + n * step < stop}.
Beachten Sie, dass stop nicht unbedingt ein Element der Menge
a := { start, second .. stop }
ist. Beispielsweise gilt

{1,3..6}={1,3,5}

Definition von Mengen durch Iteratoren

Eine weitere Moglichkeit, Mengen zu definieren, ist durch die Verwendung von Iteratoren gegeben.
Wir geben zunéchst ein einfaches Beispiel:

p:={n*m:nin {2..10}, mn in {2..10} };

Nach dieser Zuweisung enthélt p die Menge aller nicht-trivialen Produkte, deren Faktoren < 10
sind. (Ein Produkt der Form a - b heifit dabei trivial genau dann, wenn einer der Faktoren a oder
b den Wert 1 hat.) In der Schreibweise der Mathematik gilt fiir die oben definierte Menge p:

p:{n~m|n€N/\m€N/\2§n/\2§m/\n§10/\m§10}.

Wie ausdruckstark Iteratoren sind, 148t sich an dem Programm primes-difference.stl erken-
nen, das in Abbildung 2.5 auf Seite 11 gezeigt ist. Das Programm berechnet die Menge der Prim-
zahlen bis zu einer vorgegebenen Gréfie n und ist so kurz wie eindrucksvoll. Die zugrunde liegende
Idee ist, dass eine Zahl genau dann eine Primzahl ist, wenn Sie von 1 verschieden ist und sich
nicht als Produkt zweier von 1 verschiedener Zahlen schreiben 1483t. Um also die Menge der Prim-
zahlen kleiner gleich n zu berechnen, ziehen wir einfach von der Menge {2, ---,n} die Menge aller
Produkte ab. Genau dies passiert in Zeile 2 des Programms.

Die allgemeine Form der Definition eine Menge mit Iteratoren ist durch den Ausdruck
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1 n := 100;
2 primes := {2 .. n} - {p*q: pin {2..n}, q in {2..n} };
3 print(primes);

Abbildung 2.5: Programm zur Berechnung der Primzahlen bis n.

{expr:z; in S1, -+, x, in S, }

gegeben. Hierbei ist expr ein Term, in dem die Variablen z; bis x, auftreten. Weiterhin sind S
bis S,, Ausdriicke, die bei ihrer Auswertung Mengen ergeben. Die Ausdriicke z; in S; werden
dabei als Iteratoren bezeichnet, weil die Variablen x; iiber alle Werte der entsprechenden Menge
S; laufen (wir sagen auch: iterieren). Die mathematische Interpretation der obigen Menge ist dann
durch

{expr|a:1 ESIAN-ANxy GSn}
gegeben. Die Definition einer Menge iiber Iteratoren entspricht der Definition einer Menge als
Bild-Menge.
Es ist in SetlX auch moglich, das Auswahl-Prinzip zu verwenden. Dazu kénnen wir Iteratoren
mit einer Bedingung verkniipfen. Die allgemeine Syntax dafiir ist:
{expr:zy in Sy, --+, x, in S, | cond }.

Hierbei haben die Ausdriicke expr und S; die selbe Bedeutung wie oben und cond ist ein Ausdruck,
der von den Variablen z1, ---, z,, abhingt und dessen Auswertung entweder true oder false
ergibt. Die mathematische Interpretation der obigen Menge ist dann

{expr|x1 ESIN---Nz, eSn/\cond}.
Wir geben ein konkretes Beispiel: Nach der Zuweisung

primes := { p : pin {2..100} | { x : xin {1..p} | p % x==0 } == {1, p} };

enthilt primes die Menge aller Primzahlen, die kleiner oder gleich 100 sind. Die der obigen Be-
rechnung zugrunde liegende Idee besteht darin, dass eine Zahl genau dann eine Primzahl ist, wenn
Sie nur durch 1 und sich selbst teilbar ist. Um festzustellen, ob eine Zahl p durch eine andere Zahl
x teilbar ist, kénnen wir in SetlX den Operator % verwenden: Der Ausdruck p % x berechnet den
Rest, der iibrig bleibt, wenn Sie die Zahl p durch z teilen. Eine Zahl p ist also genau dann durch
eine andere Zahl x teilbar, wenn der Rest 0 ist, wenn also p % = = 0 gilt. Damit liefert

{tin{t..p} Il p%t==0}

genau die Menge aller Teiler von p und p ist eine Primzahl, wenn diese Menge nur aus den beiden
Zahlen 1 und p besteht. Das Programm aus der Datei primes.stl, das in Abbildung 2.6 auf Seite
11 gezeigt wird, benutzt diese Methode zur Berechnung der Primzahlen.

1 teiler := procedure(p) {

2 return { t in {1..p} | p % t == 0 };
3 };

4 n := 100;

5 primes := { p in {2..n} | teiler(p) == {1, p} };
¢ print(primes);

Abbildung 2.6: Alternatives Programm zur Berechnung der Primzahlen.

Zunéchst haben wir in den Zeilen 1 bis 3 die Funktion teiler(p) definiert, die als Ergebnis
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die Menge der Teiler der Zahl p berechnet. Dabei haben wir in Zeile 2 eine etwas andere Syntax
benutzt, als oben angegeben. Wir haben dabei die folgende Abkiirzungs-Moglichkeit der Sprache
SetlX verwendet: Eine Menge der Form

{r:2xin S| cond} kann kiirzer als {z in S | cond}

geschrieben werden.

2.3 Paare, Relationen und Funktionen

Das Paar (z,y) wird in SetIX in der Form [z,y] dargestellt, die spitzen Klammern werden also
durch eckige Klammern ersetzt. Wir hatten im letzten Kapitel gesehen, dass wir eine Menge von
Paaren, die sowohl links-total als auch rechts-eindeutig ist, auch als Funktion auffassen kénnen.
Ist R eine solche Menge und = € dom(R), so bezeichnet in SetIX der Ausdruck R(x) das eindeutig
bestimmte Element y, fiir das (z,y) € R gilt. Das Programm function.stl in Abbildung 2.7 auf
Seite 12 zeigt dies konkret. Zusétzlich zeigt das Programm noch, dass in SetIX bei einer binédren
Relation dom(R) als domain(R) und rng(R) als range(R) geschrieben wird. Auflerdem sehen wir
in Zeile 2, dass wir den Wert einer funktionalen Relation durch eine Zuweisung éndern kénnen.

1 q :=9 [mn, n¥*2] : n in {1..10} };

2 q(b) :=7;

s print( "q(3) =", q(3) );
4+ print( "q(6) =", q(5) );
5 print( "dom(q) = ", domain(q) );
¢ print( "rng(q) = ", range(q) );

7  print( "g =", q );

Abbildung 2.7: Rechnen mit bindren Relationen.

Das Programm berechnet in Zeile 1 die binére Relation ¢ so, dass ¢ die Funktion = — x % x auf
der Menge {n € N|1 < n An <10} représentiert.

An dieser Stelle eine Warnung: In SetIX miissen alle Variablen mit einem kleinen Buchstaben
beginnen! Normalerweise hétte ich die Relation q mit einem grofien Q bezeichnen wollen, aber das
geht nicht, denn alle Namen, die mit einem groflen Buchstaben beginnen, sind reserviert.

In Zeile 2 wird die Relation an der Stelle & = 5 so abgeéndert, dass nun ¢(5) den Wert 7
hat. Anschlieffend werden noch dom(Q) und rng(Q@) berechnet. Das Programm liefert die folgende
Ausgabe:

q@ =9
qt) =7
dom(q) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}

rng(q) = {1, 4, 7, 9, 16, 36, 49, 64, 81, 100}
q={[1, 11, [2, 4], [3, 9], [4, 161, [5, 71, [6, 361, [7, 49], [8, 64],
(9, 811, [10, 1001}

Es ist naheliegend zu fragen, was bei der Auswertung eines Ausdrucks der Form R(z) passiert,
wenn die Menge {y | (x,y) € R} entweder leer ist oder aber aus mehr als einem Element besteht.
Das Programm buggy-function.stl in Abbildung 2.8 auf Seite 13 beantwortet diese Frage auf
experimentellem Wege.

Falls die Menge {y | (z,y) € r} entweder leer ist oder mehr als eine Element enthélt, so ist der
Ausdruck r(x) undefiniert. Ein solcher Ausdruck wird in SetIX durch den String “om” dargestellt.
Der Versuch, einen undefinierten Wert in eine Menge M einzufiigen, dndert diese Menge nicht,
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vooro:={ [1, 11, [1, 41, 3, 3] };

> print( "r(1) =", r(1) );

s print( "r(2) =", r(2) );

a  print( "{ r(1), r(2) } =", { r (), r(2) });
5 print( "r{1} =", r{1} );

¢ print( "r{2} =", r{2} );

Abbildung 2.8: Rechnen mit nicht-funktionalen binédren Relationen.

es gibt aber auch keine Fehlermeldung. Deswegen wird in Zeile 4 fiir die Menge { r(1), r(2) }
einfach die leere Menge ausgegeben.

Will man das Auftreten von undefinierten Werten beim Auswerten einer binéren Relation r
vermeiden, so gibt es in SetlX die Moglichkeit, r{x} statt r(z) zu schreiben, die runden Klammern
werden also durch geschweifte Klammern ersetzt. Der Ausdruck r{z} ist fiir eine binére Relation
r wie folgt definiert:

r{z} = A{y [ (z,y) €r}
Dabher liefert das Programm aus Abbildung 2.8 die folgende Ausgabe:

r(1) = om

r(2) = om

{r(1), r(2) } = {3
r{1} = {1, 4}

r{2} = {}

2.4 Allgemeine Tupel

Auch beliebige n-Tupel lassen sich in SetIX darstellen. Diese kénnen ganz analog zu Mengen defi-
niert werden. Das geht denkbar einfach: Es miissen nur alle geschweiften Klammern der Form “{”
und “}” durch die entsprechenden eckigen Klammern “[” und “]” ersetzt werden. Dann kénnen
Tupel durch explizite Aufzéihlung, arithmetische Aufzihlung, Iteration und das Auswahlprinzip in
der selben Weise wie Mengen gebildet werden. Das Programm in Abbildung 2.9 zeigt ein Beispiel.
Dieses Programm berechnet die Primzahlen nach dem selben Verfahren wir das Programm in Ab-
bildung 2.6 auf Seite 11, benutzt aber Listen sowohl zur Darstellung der Menge der Primzahlen
als auch zur Darstellung der Menge der Teiler.

1 teiler := procedure(p) {

2 return [ t in {1..p} | p % t == 0 ];
3 };

4

5 n := 100;

¢ primes := [ p in [2 .. n] | teiler(p) == {1, p} 1;
7 print(primes);

Abbildung 2.9: Berechnung der Primzahlen mit Tupeln.
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2.5 Spezielle Funktionen und Operatoren auf Mengen

Das Programm in Abbildung 2.10 auf Seite 14 zeigt ein einfaches Verfahren um eine Liste von
Zahlen zu sortieren. Der Ausdruck

max (s)
berechnet das grofite Element der Liste s. Damit lduft die Variable n in dem Iterator
n in [1 .. max(s)]

dann von 1 bis zur gréfiten in s auftretenden Zahl. Aufgrund der Bedingung “n in s” wird die
Zahl n genau dann in die resultierende Liste eingefiigt, wenn n ein Element der Liste s ist. Da
der Iterator “n in [1 .. max(s)]” die Zahlen der Reihe nach aufz#hlt, ist das Ergebnis eine
sortierte Liste, die genau die Zahlen enthilt, die Elemente von s sind.

Offensichtlich ist der in der Prozedur sort() implementierte Algorithmus nicht sehr effizient.
Wir werden spéter noch effizientere Algorithmen diskutieren.

1 sort := procedure(s) {

2 return [ n in [1 .. max(s)] | n in s ];
3 };

+ s :=1[13,5,7,2, 41;

5 print( "sort( ", s, ") =", sort(s) );

Abbildung 2.10: Sortieren einer Menge.

Analog zu der Funktion max() gibt es noch die Funktion min() die das Minimum einer Menge
oder Liste berechnet.

Weiterhin kénnen die Operatoren “+/” und “*/” auf Mengen angewendet werden. Der Operator
“+/” berechnet die Summe aller Elemente einer Menge, wihrend der Operator “*/” das Produkt
der Elemente berechnet. Ist die zu Grunde liegende Menge oder Liste leer, so gibt der Operator
“+/” als Ergebnis 0 zuriick, wihrend der Operator “*/” als Ergebnis eine 1 liefert.

Als néchstes besprechen wir die Funktion “from”, mit dem wir ein (nicht néher spezifiziertes)
Element aus einer Menge auswihlen kénnen. Die Syntax ist:

x := from(s);

Hierbei ist s eine Menge und z eine Variable. Wird diese Anweisung ausgefiihrt, so wird ein nicht
néher spezifiziertes Element aus der Menge s entfernt. Dieses Element wird dariiber hinaus der
Variablen x zugewiesen. Falls s leer ist, so erhélt x den undefinierten Wert “om” und s bleibt
unverdndert. Das Programm from.stl in Abbildung 2.11 auf Seite 15 nutzt diese Anweisung um
eine Menge elementweise auszugeben. Jedes Element wird dabei in einer eigenen Zeile ausgedruckt.

Neben der Funktion “from” gibt es noch die Funktion “arb”, die ein beliebiges Element aus
einer Menge auswihlt, die Menge selbst aber unveréndert 148t. Nach den Befehlen

S:={1, 2 };
x := arb(8);
print("x = ", x);

print("S = ", 8);
erhalten wir die folgende Ausgabe:

x = 13
s {2, 3, 5, 7, 13}

Weiterhin steht fiir Listen der Operator “+” zur Verfiigung, mit dem zwei Listen aneinander
gehéngt werden konnen. Auflerdem gibt es noch den unéren Operator “#”, der fiir Mengen und
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1 printSet := procedure(s) {

2 if (S == {}) {
3 return;

4 }

5 x := from(s);
6 print(x);

7 printSet(s);

8 };

9 SZ={13,5,7,2,4};
10 printSet(s);

Abbildung 2.11: Menge elementweise ausdrucken.

Listen die Anzahl der Elemente berechnet. Schliefflich kann man Elemente von Listen mit der
Schreibweise

z = t(n);

indizieren. In diesem Fall muss ¢ eine Liste sein, die mindestens die Liénge n hat. Die obige Anwei-
sung weist der Variablen x dann den Wert des n-ten Elementes der Liste ¢ zu. Die obige Zuweisung
148t sich auch umdrehen: Mit

t(n) := x;
wird die Liste ¢ so abgeéndert, dass das n-te Element danach den Wert = hat. Im Gegensatz zu
der Sprache C werden in SetIX Listen mit 1 beginnend indiziert, falls wir die beiden Befehle

L :
X

[1, 2, 31;
L(1);

ausfithren, hat x also anschliefend den Wert 1.

Das Programm simple-tuple.stlx in Abbildung 2.12 auf Seite 16 demonstriert die eben
vorgestellten Operatoren. Zusétzlich sehen wir in Zeile 19, dass SetIX simultane Zuweisungen
unterstiitzt. Das Programm produziert die folgende Ausgabe:

[1, 2, 31 + [2, 3, 4, 5, 6] = [1, 2, 3, 2, 3, 4, 5, 6]
# {5, 6, 7} = 3

# [1, 2, 3] =3

[2, 3, 4, 5, 6](3) =4

b=1[2, 3, 4, 5, 6, om, om, om, om, 42]

d [3, 4, 5]

x=2,y=1

2.5.1 Anwendung: Sortieren durch Auswahl

Als praktische Anwendung zeigen wir eine Implementierung des Algorithmus Sortieren durch Aus-
wahl. Dieser Algorithmus, dessen Aufgabe es ist, eine gegebene Liste L zu sortieren, kann wie folgt
beschrieben werden:

1. Falls L leer ist, so ist auch sort(L) leer:

sort([]) = [I-

2. Sonst berechnen wir das Minimum m von L:

m = min(L).
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1 a:=1[1, 2, 31;

2 b:=1[2,3, 4,5, 61;

3 c:={5,6, 713

4+ // Aneinanderhdngen von Tupeln mit +

5 print(a, "+ ", b, " =", a+ b);

¢ // Berechnung der Anzahl der Elemente einer Menge
7 print("# ", c, " =", # c);

s // Berechnung der Linge eines Tupels

o print("# ", a, " =", # a);

10 // Auswahl des dritten Elements von b
u  print(b, "(3) =", b(3) );

12 // Uberschreiben des 10. Elements von b
13 b(lO) = 42;

14 print("b =", b);

15 // Auswahl einer Teilliste

16 d := b(2..4);

17 print( "d =", d);

18 x :=1; y :=2;

v [x,y]1:=10y, x1;
20 print("x =", x,

Abbildung 2.12: Weitere Operatoren auf Tupeln und Mengen.

Dann entfernen wir m aus der Liste L und sortieren die Restliste rekursiv:

sort(L) = [min(L)] 4 sort([x € L |  # min(L)]).

Abbildung 2.13 auf Seite 16 zeigt die Umsetzung dieser Idee in SetlX.

1 minSort := procedure(l) {

2 if (1 == 1[]) {

3 return [];

4 }

5 m := min(1);

6 return [ m ] + minSort( [ xin 1 | x '=m ] );
7 };

9 1 :=10[13, 5, 13, 7, 2, 4 1;
1o print( "sort( ", 1, " ) =", minSort(l) );

Abbildung 2.13: Implementierung des Algorithmus Sortieren durch Auswahl.
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2.6 Kontroll-Strukturen

Die Sprache SetIX stellt alle Kontroll-Strukturen zur Verfiigung, die in modernen Sprachen iiblich
sind. Wir haben “if”-Abfragen bereits mehrfach gesehen. In der allgemeinsten Form hat eine
Fallunterscheidung die in Abbildung 2.14 auf Seite 17 gezeigte Struktur.

1 if (testo) {

2 bodyq

3 } else if (testy) {
4 bOdyl

5 :

6 } else if (test,) {
7 body,,

8 } else {

9 body n+1

10 }

Abbildung 2.14: Struktur der allgemeinen Fallunterscheidung.

Hierbei steht test; fiir einen Test, der “true” oder “false” liefert. Liefert der Test “true”, so
wird der zugehorigen Anweisungen in body, ausgefiihrt, andernfalls wird der néchste Test test; 11
versucht. Schlagen alle Tests fehl, so wird body,,,, ausgefiihrt.

Die Tests selber konnen dabei die bindren Operatoren

G ? ) ) (e ) e ® s oD
__7!_a>7<7>_a<_71n7

verwenden. Dabei steht “==" fiir den Vergleich auf Gleichheit, “!=" fiir den Vergleich auf Un-
gleichheit. Fiir Zahlen fiihren die Operatoren “>”, “<”  “>=" und “<=” die selben GroBenvergleiche
durch wie in der Sprache C. Fiir Mengen tiberpriifen diese Operatoren analog, ob die entsprechen-
den Teilmengen-Beziehung erfiillt ist. Der Operator “in” iiberpriift, ob das erste Argument ein
Element der als zweites Argument gegeben Menge ist: Der Test

z in S
hat genau dann den Wert true, wenn = € S gilt. Aus den einfachen Tests, die mit Hilfe der oben
vorgestellten Operatoren definiert werden konnen, kénnen mit Hilfe der Junktoren “&&” (logisches
und), “I'1” (logisches oder) und “not” (logisches nicht) komplexere Tests aufgebaut werden. Da-

bei bindet der Operator “||” am schwichsten und der Operator “!” bindet am stérksten. Ein
Ausdruck der Form

la==b & b<c ||l x>y
wird also als
((M(a==Db)) & b <c) ||l x>y

geklammert,.
SetlX unterstiitzt auch die Verwendung von Quantoren. Die Syntax fiir die Verwendung des
Allquantors ist

forall (x in s | cond )

Hier ist s eine Menge und cond ist ein Ausdruck, der von der Variablen z abhingt und einen
Wahrheitswert als Ergebnis zuriick liefert. Die Auswertung des oben angegebenen Allquantors
liefert genau dann true wenn die Auswertung von cond fiir alle Elemente der Menge s den Wert
true ergibt. Abbildung 2.15 auf Seite 18 zeigt eine Verwendung des Allquantors zur Berechnung
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von Primzahlen. Die Bedingung
forall (x in divisors(p) | x in {1, p})

trifft auf genau die Zahlen p zu, fiir die gilt, dass alle Teiler Elemente der Menge {1, p} sind. Dies
sind genau die Primzahlen.

1 isPrime := procedure(p) {

2 return forall (x in divisors(p) | x in {1, p});
3 };

1+ divisors := procedure(p) {

5 return { t in {1..p} | p % t == 0 };

6 }s

7 1 := 100;

s primes := [ p in [2..n] | isPrime(p) ];

9 print( primes );

Abbildung 2.15: Berechnung der Primzahlen mit Hilfe eines Allquantors

Neben dem Allquantor gibt es noch den Existenzquantor. Die Syntax ist:
exists (z in s | cond)

Hierbei ist wieder eine s eine Menge und cond ist ein Ausdruck, der zu true oder false ausgewertet
werden kann. Falls es wenigstens ein x gibt, so dass die Auswertung von cond true ergibt, liefert
die Auswertung des Existenzquantor ebenfals den Wert true. Zusétzlich wird in diesem Fall der
Variablen z ein Wert zugewiesen, fiir den die Bedingung cond erfiillt ist. Falls die Auswertung des
Existenzquantors den Wert false ergibt, &ndert sich der Wert von x nicht.

Case-Blocke

Als Alternative zur Fallunterscheidung mit Hilfe von if-then-else-Konstrukten gibt es noch den
case-Block. Ein solcher Block hat die in Abbildung 2.16 auf Seite 18 gezeigte Struktur. Bei der
Abarbeitung werden der Reihe nach die Tests testy, -- -, test, ausgewertet. Fiir den ersten Test
test;, dessen Auswertung den Wert true ergibt, wird der zugehorige Block body; ausgefiihrt. Nur
dann, wenn alle Tests testy, ---, test, scheitern, wird der Block body,+1 hinter dem Schliissel-
wort otherwise ausgefiihrt. Den selben Effekt konnte man natiirlich auch mit einer if-elseif-
----elseif-else-end if Konstruktion erreichen, nur ist die Verwendung eines case-Blocks oft
iibersichtlicher.

1 switch {

2 case test; : body:
3 .

4 case test, : body,
5 default : body,i1

Abbildung 2.16: Struktur eines Case-Blocks

Abbildung 2.17 zeigt eine (zugegebenermafen triviale) Anwendung eines case-Blocks, bei der
es darum geht, in Abhéngigkeit von der letzte Ziffer einer Zahl eine Meldung auszugeben. Bei
der Behandlung der Aussagenlogik werden wir noch realistischere Anwendungs-Beispiele fiir den
case-Block kennenlernen.
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1 print("Zahl eingeben:");
2 1n :=read();

3 m:=n % 10;

4+ switch {

5 case m == 0 : print("letzte Ziffer ist 0");
6 case m == 1 : print("letzte Ziffer ist 1");
7 case m == 2 : print("letzte Ziffer ist 2");
8 case m == 3 : print("letzte Ziffer ist 3");
9 case m == 4 : print("letzte Ziffer ist 4");
10 case m == 5 : print("letzte Ziffer ist 5");
11 case m == 6 : print("letzte Ziffer ist 6");
12 case m == 7 : print("letzte Ziffer ist 7");
13 case m == 8 : print("letzte Ziffer ist 8");
14 case m == 9 : print("letzte Ziffer ist 9");
15 default : print("impossible");

16}

Abbildung 2.17: Anwendung eines case-Blocks

In der Sprache C gibt es eine analoge Konstruktion. In C ist es so, dass nach einem Block, der
nicht durch einen break-Befehl abgeschlossen wird, auch alle folgenden Blocks ausgefiihrt werden.
Dies ist in SetIX anders: Dort wird immer genau ein Block ausgefiihrt.

2.6.1 Schleifen

Es gibt in SetlX Kopf-gesteuerte Schleifen (while-Schleifen) und Schleifen, die iiber die Elemente
einer Menge iterieren (for-Schleifen), sowie Schleifen, bei denen die Abbruch-Bedingung Teil des
Rumpfs ist (Loop-Schleifen). Wir diskutieren diese Schleifenformen jetzt im Detail.

while-Schleifen

Die allgemeneine Syntax der while-Schleife ist in Abbildung 2.18 auf Seite 19 gezeigt. Hierbei ist
test ein Ausdruck, der zu Beginn ausgewertet wird und der “true” oder “false” ergeben muss.
Ergibt die Auswertung “false”, so ist die Auswertung der while-Schleife bereits beendet. Ergibt
die Auswertung allerdings “true”, so wird anschliefend body ausgewertet. Danach beginnt die
Auswertung der Schleife dann wieder von vorne, d.h. es wird wieder test ausgewertet und danach
wird abhéngig von dem Ergebnis dieser wieder body ausgewertet. Das ganze passiert so lange, bis
irgendwann einmal die Auswertung von test den Wert “false” ergibt.

while (test) {
body
b

Abbildung 2.18: Struktur der while-Schleife

Abbildung 2.19 auf Seite 20 zeigt eine Berechnung von Primzahlen mit Hilfe einer while-
Schleife. Hier ist die Idee, dass eine Zahl genau dann Primzahl ist, wenn es keine kleinere Primzahl
gibt, die diese Zahl teilt.
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1 n := 100;

> primes := {};

3 p = 2

4+ while (p <= n) {

5 if (forall (t in primes | p % t != 0)) {
6 print(p);

7 primes := primes + { p };

8 }

9 p:=p+1;

0}

Abbildung 2.19: Iterative Berechnung der Primzahlen.

for-Schleifen

Die allgemeneine Syntax der for-Schleife ist in Abbildung 2.20 auf Seite 20 gezeigt. Hierbei ist s
eine Menge, und = der Name einer Variablen. Diese Variable wird nacheinander mit allen Werten
aus der Menge s belegt und anschlieend wird mit dem jeweiligen Wert von = der Schleifenrumpf
body ausgefiihrt. Anstelle einer Menge kann s auch eine Liste sein.

for (x in s) {
body
+s

Abbildung 2.20: Struktur der for-Schleife.

Abbildung 2.21 auf Seite 21 zeigt eine Berechnung von Primzahlen mit Hilfe einer for-Schleife.
Der dabei verwendete Algorithmus ist als das Sieb des Eratosthenes bekannt. Das funktioniert wie
folgt: Sollen alle Primzahlen kleiner oder gleich n berechnet werden, so wird zunéchst ein Tupel
der Lange n gebildet, dessen i-tes Element den Wert ¢ hat. Das passiert in Zeile 3. AnschliefSend
werden alle Zahlen, die Vielfache von 2, 3, 4, --- sind, aus der Menge der Primzahlen entfernt,
indem die Zahl, die an dem entsprechenden Index in der Liste primes steht, auf 0 gesetzt wird.
Dazu sind zwei Schleifen erforderlich: Die duflere for-Schleife iteriert 4 iiber alle Werte von 2 bis
n. Die innere while-Schleife iteriert dann fiir gegebenes i iiber alle Werte i - j, fiir die das Produkt
i -7 < n ist. Schliefllich werden in der letzten for-Schleife in den Zeilen 14 bis 18 alle die Indizes ¢
ausgedruckt, fiir die primes(¢) nicht auf 0 gesetzt worden ist, denn das sind genau die Primzahlen.

Der Algorithmus aus Abbildung 2.21 kann durch die folgende Beobachtungen noch verbessert
werden:

1. Es reicht aus, wenn j mit ¢ initialisiert wird, denn alle kleineren Vielfachen wurden bereits
vorher auf 0 gesetzt.

2. Falls in der &ufleren Schleife die Zahl ¢ keine Primzahl ist, so bringt es nichts mehr, die
innere while-Schleife in den Zeilen 9 bis 11 zu durchlaufen, denn alle Indizes, fiir die dort
primes(ixj) auf 0 gesetzt wird, sind schon bei dem vorherigen Durchlauf der duleren Schleife,
bei der primes(i) auf 0 gesetzt wurde, zu 0 gesetzt worden. Abbildung 2.22 auf Seite 21 zeigt
den resultierenden Algorithmus. Um den Durchlauf der inneren while Schleife in dem Fall,
dass primes(i) = 0 ist, zu iiberspringen, haben wir den Befehl “continue” benutzt. Der
Aufruf von “continue” bricht die Abarbeitung des Schleifen-Rumpfs fiir den aktuellen Wert
von i ab, weist der Variablen i den nichsten Wert aus [1..n] zu und fihrt dann mit der
Abarbeitung der Schleife in Zeile 4 fort. Der Befehl “continue” verhilt sich also genauso,
wie der Befehl “continue” in der Sprache C.
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n := 100;

primes := [1 .. n];
for (i in [2 .. n]) {
Jj = 2;

while (i * j <=mn) {
primes(i * j)
j =3+ 1;

|
o

}
}
for (i in [2 .. n]) {
if (primes(i) > 0) {

12 print (1);
13 }
14}
Abbildung 2.21: Berechnung der Primzahlen nach Eratosthenes.
1 n := 10000;
2 primes := [1 .. n];

for (i in [2 .. n/2]) {
if (primes(i) == 0) {

continue;

}

j = 1;

while (i * j <= n) {
primes(i * j) := 0;

(TR Y
}
}
for (i in [2 .. n]) {
if (primes(i) > 0) {
print(i);
}

Abbildung 2.22: Effizientere Berechnung der Primzahlen nach Eratosthenes.
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2.6.2 Fixpunkt-Algorithmen

Angenommen, wir wollen in der Menge R der reellen Zahlen die Gleichung

x = cos(x)

16sen. Ein naives Verfahren, das hier zum Ziel fiihrt, basiert auf der Beobachtung, dass die Folge
(5 )n, die durch

xo := 0 und 41 := cos(xy,) fiir allen € N

definiert ist, gegen eine Losung der obigen Gleichung konvergiert. Damit fithrt der in Abbildung
2.23 auf Seite 22 angegebene Algorithmus zum Ziel.

1 x := 0.0;

2 while (true) {

3 old_x := x;

4 x := cos(x);

5 print(x);

6 if (abs(x - 0ld_x) < 1.0e-13) {
7 print("x = ", x);

8 break;

9 }

0}

Abbildung 2.23: Losung der Gleichung a = cos(z) durch Iteration.

Bei dieser Implementierung wird die Schleife in dem Moment abgebrochen, wenn die Werte
von x und old_x nahe genug beieinander liegen. Dieser Test kann aber am Anfang der Schleife
noch gar nicht durchgefiihrt werden, weil da die Variable old_x noch gar keinen Wert hat. Daher
brauchen wir hier das Kommando “break”. Dieses bricht die Schleife ab. In der Sprache C gibt
es das Kommando “break” ebenfalls.

Ganz nebenbei zeigt das obige Beispiel auch, dass Sie in SetIX nicht nur mit ganzen, sondern
auch mit reellen Zahlen rechnen kénnen. Eine Zahlen-Konstante, die den Punkt “.” enthélt, wird
automatisch als reelle Zahl erkannt und auch so abgespeichert. In SetlX stehen unter anderem die
folgenden reellen Funktionen zur Verfligung;:

1.

Der Ausdruck sin(z) berechnet den Sinus von z. Auflerdem stehen die trigonometrischen
Funktionen cos(x) und tan(z) zur Verfiigung. Die Umkehr-Funktionen der trigonometri-
schen Funktionen sind asin(z), acos(x) und atan(z).

Der Sinus Hyperbolicus von 2 wird durch sinh(z) berechnet. Entsprechend berechnet cosh(z)
den Kosinus Hyperbolicus und tanh(z) den Tangens Hyperbolicus.

. Der Ausdruck exp(z) berechnet die Potenz zur Basis e, es gilt

exp(x) = €*.

Der Ausdruck log(x) berechnet den natiirlichen Logarithmus von x. Der Logarithmus zur
Basis 10 von 2 wird durch 1og10(z) berechnet.

Der Ausdruck abs(z) berechnet den Absolut-Betrag von z, wihrend signum(z) das Vorzei-
chen von = berechnet.

Der Ausdruck sqrt(z) berechnet die Quadrat-Wurzel von z, es gilt

sqrt(z) = /T
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6. Der Ausdruck cbrt(z) berechnet die dritte Wurzel von z, es gilt
cbrt(z) = ¥z

7. Der Ausdruck ceil(z) berechnet die kleinste ganze Zahl, die grofier oder gleich x ist, es gilt
ceil(z) =min({z € Z | z > z}).

8. Der Ausdruck floor(x) berechnet die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist, es gilt
floor(z) =max({z € Z | z < z}).

9. Der Ausdruck round(z) rundet z zu einer ganzen Zahl.

2.6.3 Verschiedenes

Der Interpreter bietet die Moglichkeit, komplexe Programme zu laden. Der Befehl
load(file);

lddt das Programm, dass sich in der Datei file befindet und fithrt die in dem Programm vorhan-
denen Befehle aus. Fiihren wir beispielsweise den Befehl

load("primes-forall.stlx");

im Interpreter aus und enthélt die Datei “primes-forall.stlx” das in Abbildung 2.15 auf Seite
18 gezeigte Programm, so kénnen wir anschlielend mit den in dieser Datei definierten Variablen
arbeiten. Beispielsweise liefert der Befehl

print(isPrime);
die Ausgabe:
procedure (p) { return forall (x in divisors(p) | x in {1, p}); }

Zeichenketten, auch bekannt als Strings, werden in SetIX in doppelte Hochkommata gesetzt. Der
Operator “+” kann dazu benutzt werden, zwei Strings aneinander zu héngen, der Ausdruck

n abC" + lluvwll ;
liefert also das Ergebnis
”abcuvw”.

Zusétzlich kann eine natiirliche Zahl n mit einem String s tiber den Multiplikations-Operator “x”
verkniipft werden. Der Ausdruck

n * s;

liefert als Ergebnis die n-malige Verkettung von s. Beispielsweise ist das Ergebnis von
3 x "abc";

der String

”abcabcabc”.

2.7 Fallstudie: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

Wir wollen in diesem kurzen Abschnitt zeigen, wie sich Wahrscheinlichkeiten fiir die Poker-Variante
Texas Hold’em berechnen lassen. Bei dieser Poker-Variante gibt es insgesamt 52 Karten. Jeder die-
ser Karten hat eine Farbe, die ein Element der Menge

suits = {do, #, 0, O}
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ist und auBerdem einen Wert hat, der ein Element der Menge

values = {2,3,4,5,6,7,8,9, 10, Jack, Queen, King, Ace}

ist. Die einzelnen Karten kénnen dann mathematisch als Paare dargestellt werden. Die gesamte
Menge von Karten wire dann beispielsweise wie folgt gegeben:

deck = {(v, s) | v € values A s € suits}.

Jeder Spieler bekommt zunéchst zwei Karten. Diese beiden Karten werden als Preflop oder Hole
bezeichnet. Nach einer Bietphase werden anschlieend drei weitere Karten, der sogenannte Flop,
auf den Tisch gelegt. Wir nehmen an, dass ein Spieler zunéchst die Karten {(3, &), (3, &)} bekom-
men hat und nun wissen mochte, wie grofl die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass beim Flop eine
weitere 3 auf den Tisch gelegt wird. Um diese Wahrscheinlichkeit zu berechnen, muss der Spieler
die Anzahl aller Flops, bei denen eine weitere 3 erscheinen kann, durch die gesamte Anzahl der
Flops teilen. Das in Abbildung 2.24 gezeigte Programm fiihrt diese Berechnung durch.

1

10

11

suits :={ "¢", "n", "d", "s" };
values := { "2", "3", "4", "Bn, vgn, wyn, ngn ugn,
U, onJv,onQM, "KM, "AM )
deck ={ [v, s] : v in values, s in suits };
hole ={["3", "¢c" ], [ "3", "s" ] };
rest = deck - hole;
flops := { { k1, k2, k3 } : k1 in rest, k2 in rest, k3 in rest
| #{ k1, k2, k3 } == 3 };
print (#flops);
trips := { f in flops | [ "3", "d" 1 in £ || [ "3", "h" ] in f };

print(1.0 * #trips / #flops);

Abbildung 2.24: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten im Poker

. In Zeile 1 definieren wir die Menge suits der Farben einer Karte.
. In Zeile 2 und 3 definieren wir die Menge values der moglichen Werte einer Karte.

. In Zeile 4 stellen wir die Menge aller Karten, die wir mit deck bezeichnen, als Menge von

Paaren dar, wobei die erste Komponente der Paare den Wert und die zweite Komponente
die Farbe der Karte angibt.

. Die in Zeile 5 definierte Menge hole stellt die Menge der Karten des Spielers dar.
. Die verbleibenden Karten bezeichnen wir in Zeile 6 als rest.

. In Zeile 7 und 8 berechnen wir die Menge aller méglichen Flops. Da die Reihenfolge der Kar-

ten im Flop keine Rolle spielt, verwenden wir zur Darstellung der einzelnen Flops eine Menge.
Dabei miissen wir aber darauf achten, dass der Flop auch wirklich aus drei verschiedenen
Karten besteht. Daher haben wir bei der Auswahl der Menge die Bedingung

# { k1, k2, k3 } =3

zu beachten.

. Die Teilmenge der Flops, in denen mindestens eine weitere 3 auftritt, wird in Zeile 10 be-

rechnet.

. SchlieBlich berechnet sich die Wahrscheinlichkeit fiir eine 3 im Flop als das Verhéltnis der

Anzahl der giinstigen Félle zu der Anzahl der moglichen Falle. Wir miissen also nur die
Anzahl der Elemente der entsprechenden Mengen ins Verhéltnis setzen.
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Hier gibt es aber noch eine Klippe, die umschifft werden muss: Da die Variablen #Trips
und #Flops mit ganzen Zahlen belegt sind, wiirde die Division #Trips / #Flops als ganz-
zahlige Division ausgefithrt und das Ergebnis wire 0! Daher ist es erforderlich, zunéchst
eine der beiden Zahlen in eine FlieSkomma-Zahl zu konvertieren, damit der Quotienten als
FlieBkomma-Zahl berechnet wird. Dies kénnen wir beispielsweise dadurch erreichen, dass wir
den Dividenden #Trips mit der FlieBkomma-Zahl 1.0 multiplizieren.

Das Problem, dass bei ganzen Zahlen der Operator “/” an Stelle einer FlieBkomma-Division
eine ganzzahlige durchfiihrt gibt es auch in vielen anderen Programmier-Sprachen.

Lassen wir das Programm laufen, so sehen wir, dass die Wahrscheinlichkeit, ein Pocket-Paar im
Flop auf Trips zu verbessern, bei etwa 11,8% liegt.

Bemerkung: Die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten ist in der oben dargestellten Weise nur
dann moglich, wenn die im Laufe der Berechnung auftretenden Mengen so klein sind, dass sie sich
explizit im Rechner darstellen lassen. Wenn diese Voraussetzung nicht mehr erfiillt ist, kénnen
die gesuchten Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe der im zweiten Semester vorgestellten Monte-Carlo-
Methode berechnet werden.

2.8 Fallstudie: Berechnung von Pfaden

Wir wollen dieses Kapitel mit einer praktisch relevanten Anwendung der Sprache SetIX abschlie-
Ben. Dazu betrachten wir das Problem, Pfade in einem Graphen zu bestimmen. Abstrakt gesehen
beinhaltet ein Graph die Information, zwischen welchen Punkten es direkte Verbindungen gibt.
Zur Vereinfachung wollen wir zunéchst annehmen, dass die einzelnen Punkte durch Zahlen iden-
tifiziert werden. Dann kénnen wir eine direkte Verbindung zwischen zwei Punkten durch ein Paar
von Zahlen darstellen. Den Graphen selber stellen wir als eine Menge solcher Paaren dar. Wir
betrachten ein Beispiel. Sei R wie folgt definiert:

R:={(1,2),(2,3),(1,3),(2,4), (4,5) }.

In diesem Graphen haben wir die Punkte 1, 2, 3, 4 und 5. Ein Darstellung dieses Graphen finden
Sie in Abbildung 2.25. Beachten Sie, dass die Verbindungen in diesem Graphen Einbahn-Strafien
sind: Wir haben zwar eine Verbindung von 1 nach 2, aber keine Verbindung von 2 nach 1.

Abbildung 2.25: Ein einfacher Graph.

In dem Graphen sind nur die unmittelbaren Verbindungen zwischen zwei Punkten verzeichnet. Es
gibt aber unter Umsténden auch noch andere Verbindungen. Beispielsweise gibt es eine unmittel-
bare Verbindung von 1 nach 3. Es gibt aber auch noch einen Pfad von 1 nach 3, der iiber den Punkt
2 geht. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es einen Algorithmus zu entwickeln, der iiberpriift, ob
zwischen zwei Punkten eine Verbindung existiert und gegebenenfalls berechnet. Dazu entwickeln
wir zunéchst einen Algorithmus, der nur iiberpriift, ob es eine Verbindung zwischen zwei Punkten
gibt und erweitern diesen Algorithmus dann spéter so, dass die Verbindung auch berechnet wird.
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2.8.1 Berechnung des transitiven Abschlusses einer Relation

Als erstes bemerken wir, dass ein Graph R nichts anderes ist als eine binére Relation. Um feststellen
zu koénnen, ob es zwischen zwei Punkten eine Verbindung gibt, miissen wir den transitiven Abschlufl
RT der Relation R bilden. Wir erinnern daran, dass wir in der Mathematik-Vorlesung gesehen
haben, dass R™ wie folgt berechnet werden kann:

o0 .
Rt=JR =RUR?UR*U---
i=1
Auf den ersten Blick betrachtet sieht diese Formel so aus, als ob wir unendlich lange rechnen
miilten. Aber versuchen wir einmal, diese Formel anschaulich zu verstehen. Zunéchst steht da R.

Das sind die Verbindungen, die unmittelbar gegeben sind. Als nichstes steht dort R? und das ist
R o R. Es gilt aber

RoR={(z,2) | Jy: (x,y) € RA(y,2) € R}

In R? sind also alle die Pfade enthalten, die aus zwei direkten Verbindungen zusammengesetzt
sind. Allgemein l48t sich durch Induktion sehen, dass R™ alle die Pfade enthélt, die aus n direkten
Verbindungen zusammengesetzt sind. Nun ist die Zahl der Punkte, die wir haben, endlich. Sagen
wir mal, dass es k Punkte sind. Dann macht es keinen Sinn solche Pfade zu betrachten, die aus mehr
als k — 1 direkten Verbindungen zusammengesetzt sind, denn wir wollen ja nicht im Kreis herum
laufen. Damit kann dann aber die Formel zur Berechnung des transitiven Abschlusses vereinfacht
werden:

k-1
Rt = R
=1

Diese Formel kénnten wir tatsdchlich so benutzen. Es ist aber noch effizienter, einen Fixpunkt-
Algorithmus zu verwenden. Dazu zeigen wir zunéichst, dass der transitive Abschlufl R die folgende
Fixpunkt-Gleichung erfiillt:

Rt =RURoR*. (2.1)

Wir erinnern hier daran, dass wir vereinbart haben, dass der Operator o stéirker bindet als der
Operator U, so dass der Ausdruck RURo R als RU(Ro RT) zu lesen ist. Die Fixpunkt-Gleichung
2.1 148t sich algebraisch beweisen. Es gilt

RURoR*

= RURo |J R
i=1

= RURo(R'UR*UR3U--)
= RU (R oRMURoR?URoOR3U-- ) Distributiv-Gesetz
= RU (R2 UR*UR*U-- ) Potenz-Gesetz
= R'U(RPUR*UR'U--")
= UR

i=1
= Rt

Die Gleichung 2.1 kann benutzt werden um den transitiven Abschluf iterativ zu berechnen. Wir
definieren eine Folge (T}, )nen durch Induktion folgt:

IA. n=1: T =R
IS. n—>n+1: Thy1:=RUROT,.

Die Relationen T, lassen sich auf die Relation R zuriickfiihren:
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1. Ty = R.
2. Ty=RURoT, =RURoR=R'UR?.

3. Tg = RUROT2
= RURo(R'UR?
= R'UR?URS3.

Allgemein kénnen wir durch vollstindige Induktion iiber n € N beweisen, dass

ﬂ:OH
=1

gilt. Der Induktions-Anfang folgt unmittelbar aus der Definition von 7;. Um den Induktions-Schritt
durchzufiihren, betrachten wir

Thy1 = RUROT, gilt nach Definition
= RURo ( U Ri) gilt nach Induktions-Voraussetzung
i=1

= RUR?U---UR"! Distributiv-Gesetz
= R'U...UR"H!

n+1 .
= UR a
i=1

Die Folge (T )nen hat eine weitere niitzliche Eigenschaft: Sie ist monoton steigend. Allgemein
nennen wir eine Folge von Mengen (X,,),en monoton steigend, wenn
VneN: X, C X,

gilt, wenn also die Mengen X,, mit wachsendem Index n immer gréfler werden. Die Monotonie der
Folge (T,)n41 folgt aus der gerade bewiesenen Eigenschaft T, = (J!-_, R?, denn es gilt

Tn g TnJrl
n . n+1l
s URCUR
i=1 i=1
n . n .
& |UR C U R URM!
i=1 i=1

und die letzte Formel ist offenbar wahr. Ist nun die Relation R endlich, so ist natiirlich auch R*
eine endliche Menge. Da die Folge T, aber in dieser Menge liegt, denn es gilt ja

3

=1

2

U R'=R*" fiir allen € N,
=1

koénnen die Mengen T, nicht beliebig grofi werden. Aufgrund der Monotonie der Folge (T},)nen
muss es daher einen Index k geben, ab dem die Mengen T, alle gleich sind:

VneN:(n>k—T,=T).
Beriicksichtigen wir die Gleichung T,, = |J]_, R, so haben wir

T.=UR =R =T, firallen>k.
i=1 i=1
Daraus folgt dann aber, dass

T,=U R =R =Rt firallen>k
i=1 i=1
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gilt. Der Algorithmus zur Berechnung von R™ sieht nun so aus, dass wir die Iteration
Thy1:=RURoT,
solange durchfiihren bis T},41 = T}, gilt, denn dann gilt auch T}, = R™.

1 closure := procedure(r) {

2 t :=r1;

3 while (true) {

4 0ldT := t;

5 t := r + product(r, t);

6 if (t == 0l1dT) {

7 return t;

8 }

9 }

10 };

1 product := procedure(rl, r2) {

12 // WARNING:

13 // return { [x,z] : [x,y] in r1, [y,z] in r2 };
14 // DOES NOT WORK!

15 return { [x,z] : [x,y1] in r1, [y2,z] in r2 | y1 == y2 };
16 };

wooro:={ [1,2], [2,3], [1,3], [2,4], [4,5] };
18 print( "r =", r );

19 print( "computing transitive closure of r" );
20 t := closure(r);

21 print( "r+ =", t );

Abbildung 2.26: Berechnung des transitiven Abschlusses.
Das Programm in Abbildung 2.26 auf Seite 28 zeigt eine Implementierung dieses Gedankens.
Lassen wir dieses Programm laufen, so erhalten wir als Ausgabe:

R = {[2, 3], [4, 51, [1, 3], [2, 4], [1, 2]}
R+ = {[1, 5], [2, 3], [4, 5], [1, 4], [1, 3], [2, 4], [1, 2], [2, 6]}

Der transitive Abschlul R™ der Relation R 1i8t sich jetzt anschaulich interpretieren: Er enthélt
alle Paare (x,y), fiir die es einen Pfad von z nach y gibt. Ein Pfad von z nach y ist dabei eine
Liste der Form

21,32, 2]

fir die x = x; und y = x,, gilt und fiir die auBlerdem
(i, xi41) € R firallei=1,---,n—1 gilt.

Die Funktion product(ry,re) berechnet das relationale Produkt 71 o 7o nach der Formel
riorg ={(z,2) | Jy: (z,y) €r1 A (y,2) € r2}.

Die Implementierung dieser Prozedur zeigt die allgemeine Form der Mengen-Definition durch
Iteratoren in SetlX. Allgemein konnen wir eine Menge durch den Ausdruck

(€] (€)) (k) (k)

Lexpr: 287, el Jin sy, oo 20", 2l Tin sy | cond }
definieren. Dabei muss s; fiir alle ¢ = 1,---,k eine Menge von Listen der Linge n(:) sein. Bei
der Auswertung dieses Ausdrucks werden fiir die Variablen xgz), ceey zfz()z) die Werte eingesetzt, die
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die entsprechenden Komponenten der Listen haben, die in der Menge s; auftreten. Beispielsweise
wiirde die Auswertung von

st :={[1,2,31, [65,6, 7173
s2 := { [ nan, npn ]’ [ IICII, ngn ] };
m:={[x1, x2, x3, y1, y2 1 : [ x1, x2, x3] in s1, [ y1, y2 1 in s2 };

fir M die Menge

{ [1’ 2, 3, nan’ "b"], [5, 6, 7’ "C", "d"],
[1’ 2, 3’ "C", "d"], [5’ 6, 7’ "a", "b"] }

berechnen.

Bei einer Mengen-Definition in der obigen Form gibt es eine wichtige Einschrinkung zu
beachten: Die Variablen xy) miissen alle verschieden sein. Daher kann die Prozedur product auch
nicht wie folgt programmiert werden:

1 product := procedure(rl, r2) {
2 return { [x,z] : [x,y] in r1, [y,z] in r2 };
3 };

Bei dieser Implementierung wird an zwei verschiedenen Stellen die selbe Variable y verwendet.
Die Losung des Problems besteht darin, statt einer Variablen y zwei verschiedene Variablen y1 und
y2 zu verwenden. Um zu erzwingen, dass der Wert von y1 mit dem Wert von y2 iibereinstimmt,
wird dann die Bedingung “y1 == y2” hinzugenommen.

2.8.2 Berechnung der Pfade

Als néichstes wollen wir das Programm zur Berechnung des transitiven Abschlusses so erweitern,
dass wir nicht nur feststellen kénnen, dass es einen Pfad zwischen zwei Punkten gibt, sondern dass
wir diesen auch berechnen kénnen. Die Idee ist, dass wir statt des relationalen Produkts, das fiir
zwei Relationen definiert ist, ein sogenanntes Pfad-Produkt, das auf Mengen von Pfaden definiert
ist, berechnen. Vorab fithren wir fiir Pfade, die wir ja durch Listen représentieren, drei Begriffe
ein.

1. Die Funktion first(p) liefert den ersten Punkt der Liste p:
ﬁrst([acl, e ,xm]) = 7.

2. Die Funktion last(p) liefert den letzten Punkt der Liste p:
]ast([zl, _ ,xm]): Tom-

3. Sind p = [x1, -, &) und ¢ = [y1, - -, Yn| zwel Pfade mit first(q) = last(p), dann definieren
wir die Summe von p und ¢ als

p@q: [x17"'7$m,y27"'7yn]'

Sind nun P; und P> Mengen von Pfaden, so definieren wir das Pfad-Produkt von P; und P» als

PrePy:={p ®ps|p1 € PLAps € Py Alast(pr) = first(p2) }.

Damit kénnen wir das Programm in Abbildung 2.26 so abéndern, dass alle moglichen Ver-
bindungen zwischen zwei Punkten berechnet werden. Abbildung 2.27 zeigt das resultierende Pro-
gramm. Leider funktioniert das Programm dann nicht mehr, wenn der Graph Zyklen enthiilt.
Abbildung 2.28 zeigt einen Graphen, der einen Zyklus enthélt. In diesem Graphen gibt es unend-
lich viele Pfade, die von dem Punkt 1 zu dem Punkt 2 fiihren:
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1 closure := procedure(r) {

2 p :=r;
3 while (true) {

4 0ldP := p;

5 s) := r + pathProduct(r, p);

6 if (p == 0ldP) {

7 return p;

8 }

9 }

10 };

11 pathProduct := procedure(p, q) {

12 return { add(x, y) : x in p, y in q | x(#x) == y(1) };
13 };

14 add := procedure(p, q) {

15 return p + q(2..);

16 };

woor o= { [1,2], [2,3], [1,3], [2,4], [4,5] };

18 print( "r =", r );

19 print( "computing all pathes" );

20 p := closure(r);

21 print( "p =", p);

Abbildung 2.27: Berechnung aller Verbindungen.

Abbildung 2.28: Fin zyklischer Graph.

[152]3 [1725471a2]’ [172747172747152]5 [1727471a274a172747174]5 e

Offenbar sind die Pfade unwichtig, die einen Punkt mehrfach enthalten und die daher zyklisch
sind. Solche Pfade sollten wir bei der Berechnung des Pfad-Produktes eliminieren.

1 pathProduct := procedure(p, q) {

2 return { add(x,y) : x in p, y in q | x(#x) == y(1) && !cyclic(add(x,y)) };
ER

1+ cyclic := procedure(p) {

5 return #{ x : x in p } < #p;

6 };

Abbildung 2.29: Berechnung aller Verbindungen in zyklischen Graphen
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Abbildung 2.29 zeigt, wie wir das Programm &ndern miissen, damit es auch fiir zyklische
Graphen funktioniert.

1. In Zeile 2 beriicksichtigen wir nur die Pfade p @ ¢, die nicht zyklisch sind.

2. In Zeile 5 iiberpriifen wir, ob ein Pfad zyklisch ist. Ein Pfad ist genau dann zyklisch wenn
er einen Punkt mehrfach enthilt. Wenn wir also den Pfad in eine Menge umwandeln und
der Pfad ist zyklisch, so enthilt die Menge hinterher weniger Elemente als der Pfad, denn
in einer Menge kommt ja jedes Element nur einmal vor.

In den meisten Fillen sind wird gar nicht daran interessiert, alle moglichen Verbindungen zwi-
schen allen Punkten zu berechnen, das wire nidmlich viel zu aufwendig, sondern wir wollen nur
zwischen zwei gegebenen Punkten eine Verbindung finden. Abbildung 2.30 zeigt die Implementie-
rung einer Prozedur reachable(z,y,r), die iiberpriift, ob es in dem Graphen r eine Verbindung
von x nach y gibt und die diese Verbindung berechnet.

1. In Zeile 2 initialisieren wir p so, dass zunédchst nur der Pfad der Lange 0, der mit dem Punkt
T startet, in p liegt.

2. In Zeile 6 selektieren wir die Pfade aus p, die zum Ziel y fithren.

3. Wenn wir dann in Zeile 7 feststellen, dass wir einen solchen Pfad berechnet haben, geben
wir einen dieser Pfade in Zeile 8 zuriick.

4. Falls es nicht gelingt einen solchen Pfad zu berechnen und wir keine neuen Pfade mehr finden
konnen, verlassen wir die Prozedur in Zeile 12 mit dem Befehl return. Da wir bei diesem
return-Befehl keinen Wert zuriickgeben, ist der Riickgabewert der Prozedur in diesem Fall
automatisch 2.

1 reachable := procedure(x, y, r) {

2 p =1 [x] };

3 while (true) {

4 oldP := p;

5 P := p + pathProduct(p, r);
6 found := {1 inp | 1(#1) ==y };
7 if (found !'= {}) {

8 return arb(found);

9 }

10 if (p == 0l1dP) {

11 return;

12 }

13 }

4}

Abbildung 2.30: Berechnung aller Verbindungen zwischen zwei Punkten
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2.8.3 Der Bauer mit dem Wolf, der Ziege und dem Kohl

Wir présentieren nun eine betriebswissenschaftliche Anwendung des oben entwickelten Algorith-
mus und betrachten folgendes Problem.

Ein Bauer will mit einem Wolf, einer Ziege und einem Kohl iiber einen Fluf iibersetzen, um
diese als Waren auf dem Markt zu verkaufen. Das Boot ist aber so klein, dass er nicht mehr
als zwei Waren gleichzeitig mitnehmen kann. Wenn der Bauer den Wolf mit der Ziege allein
l4Bt, dann friBt der Wolf die Ziege und wenn er die Ziege mit dem Kohl allein 1&8t, dann
friit die Ziege den Kohl.

Wir wollen einen Fahrplan entwickeln, mit dem der Bauer alle seine Waren unbeschadet zum Markt
bringen kann. Dazu modellieren wir das Rétsel als Erreichbarkeits-Problem in einem Graphen.
Die Punkte des Graphen beschreiben dabei die einzelnen Situationen, die auftreten kénnen. Wir
definieren eine Menge

all := {"Bauer”,”Wolf”,”Ziege”,”Kohl” }.
Die einzelnen Punkte sind dann Paare von Mengen, haben also die Form
(s1,82) mit s1,82 C all.

Dabei gibt die Menge s; an, was am linken Ufer ist und s gibt an, was am rechten Ufer ist. Die
Menge aller Punkte konnen wir dann definieren als

pi= {<51,52> g all y oall | s1Usg =all A sgNsy = {}}

Die Bedingung s; U sy = all stellt dabei sicher, dass nichts verloren geht: Jedes der Elemente
aus all ist entweder am linken oder am rechten Ufer. Die Bedingung s1 N se = {} verbietet die
Bilokalisation von Objekten, sie stellt also sicher, dass kein Element aus der Menge all gleichzeitig
am linken und am rechten Ufer ist.

Als néchstes definieren wir den Graphen r, also die moglichen Verbindungen zwischen Punkten.
Dazu definieren wir eine Prozedur problem(s). Hierbei ist s eine Menge von Objekten, die an einem
Ufer sind. Die Prozedur problem(s) liefert genau dann true, wenn es bei der Menge s ein Problem
gibt, weil entweder die Ziege mit dem Kohl allein ist, oder aber der Wolf die Ziege frifit.

problem := procedure(s) {
return "goat" in s && "cabbage" in s || "wolf" in s && "goat" in s;

};

Damit kénnen wir eine Relation r; wie folgt definieren:

r o= {<<51, s, (s1\b, s2 U b>> |
(s1,82) € P AN bC sy A "Bauer” € b A card(b) <2 A ﬂproblem(sl\b)}.
Diese Menge beschreibt alle die Fahrten, bei denen der Bauer vom linken Ufer zum rechten Ufer

fihrt und bei denen zusitzlich sichergestellt ist, dass am linken Ufer nach der Uberfahrt kein
Problem auftritt. Die einzelnen Terme werden wie folgt interpretiert:

1. {s1,82) ist der Zustand vor der Uberfahrt des Bootes, s; gibt also die Objekte am linken
Ufer an, so sind die Objekte am rechten Ufer.

2. b ist der Inhalt des Bootes, daher beschreibt (s1\b, s2 Ub) den Zustand nach der Uberfahrt
des Bootes: Links sind nun nur noch die Objekte aus s1\b, dafiir sind rechts dann die Objekte
so U b.

Die Bedingungen lassen sich wie folgt interpretieren.

3. b C s;1: Es konnen natiirlich nur solche Objekte ins Boot genommen werden, die vorher am
linken Ufer waren.
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4. "Bauer” € b: Der Bauer mufl auf jeden Fall ins Boot, denn weder der Wolf noch die Ziege
konnen rudern.

5. card(b) < 2: Die Menge der Objekte im Boot darf nicht mehr als zwei Elemente haben, denn
im Boot ist nur fiir zwei Platz.

6. —problem(s;\b): Am linken Ufer soll es nach der Uberfahrt kein Problem geben, denn der
Bauer ist ja hinterher am rechten Ufer.

In analoger Weise definieren wir nun eine Relation 75 die die Uberfahrten vom rechten Ufer zum
linken Ufer beschreibt:

To 1= {<<51, s2), (s1Ub,52\b)) |
(s1,82) € P AN bC sg A "Bauer” € b A card(b) <2 A ﬂproblem(SQ\b)}.
Die gesamte Relation r definieren wir nun als
ri=7ryUrs.

Als néchstes miissen wir den Start-Zustand modellieren. Am Anfang sind alle am linken Ufer, also
wird der Start-Zustand durch das Paar

({"Bauer”,”Wolf”,”Ziege”,"Koh1"}, {}).
Beim Ziel ist es genau umgekehrt, dann sollen alle auf der rechten Seite des Ufers sein:
({},{"Bauer”,”Wolf”,”Ziege”, "Kohl" } ).

Damit haben wir das Problem in der Mengenlehre modelliert und kénnen die im letzten Abschnitt
entwickelte Prozedur reachable benutzen, um das Problem zu lésen. Abbildung 2.31 zeigt das
Programm. Die von diesem Programm berechnete Losung finden Sie in Abbildung 2.32.

1 all := { "farmer", "wolf", "goat", "cabbage" };

2 p := pow(all);

3 rl ={[s,s-b] : s in p, b in pow(s)

1 | "farmer" in b && #b <= 2 && !problem(s - b)

5 };

¢ r2 :={[s,s+b]l :s in p, b in pow(all - s)

7 | "farmer" in b && #b <= 2 && !problem(all - (s + b))
8 };

9 r =1l + r2;

Abbildung 2.31: Wie kommt der Bauer ans andere Ufer?

2.8.4 Ausblick

Wir konnen aus Zeitgriinden nur einen Teil der Funktionalitit von SetIX diskutieren. Hinzu
kommt, dass die Sprache SetlX sich noch im Entwicklungs-Stadium befindet: Bisher ist nur ein
Teil des definierten Sprachumfangs implementiert.

Noch eine Bemerkung zu den in diesem Kapitel vorgestellten Algorithmen: Sie sollten sich
keineswegs der Illusion hingeben zu glauben, dass diese Algorithmen effizient sind. Sie dienen
nur dazu, die Begriffsbildungen aus der Mengenlehre konkret werden zu lassen. Die Entwicklung
effizienter Algorithmen ist Gegenstand des zweiten Semesters.
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Abbildung 2.32: Ein Fahrplan fiir den Bauern
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Kapitel 3

Aussagenlogik

3.1 Motivation

Die Aussagenlogik beschiiftigt sich mit der Verkniipfung einfacher Aussagen durch Junktoren.
Dabei sind Junktoren Worte wie “und”, “oder”, “nicht”, “wenn ---, dann”, und “genau dann,
wenn”. Einfache Aussagen sind dabei Sétze, die

e cinen Tatbestand ausdriicken, der entweder wahr oder falsch ist und

e selber keine Junktoren enthalten.
Beispiele fiir einfache Aussagen sind

1. “Die Sonne scheint.”
2. “Es regnet.”

3. “Am Himmel ist ein Regenbogen.”

Einfache Aussagen dieser Art bezeichnen wir auch als atomare Aussagen, weil sie sich nicht weiter
in Teilaussagen zerlegen lassen. Atomare Aussagen lassen sich mit Hilfe der eben angegebenen
Junktoren zu zusammengesetzten Aussagen verkniipfen. FEin Beispiel fiir eine zusammengesetzte
Aussage wire

Wenn die Sonne scheint und es regnet, dann ist ein Regenbogen am Himmel. (1)
Die Aussage ist aus den drei atomaren Aussagen “Die Sonne scheint.”, “Es regnet.”, und “Am
Himmel ist ein Regenbogen.” mit Hilfe der Junktoren “und” und “wenn ---, dann” aufgebaut

worden. Die Aussagenlogik untersucht, wie sich der Wahrheitswert zusammengesetzter Aussagen
aus dem Wahrheitswert der einzelnen Teilaussagen berechnen la8it. Darauf aufbauend wird dann
gefragt, in welcher Art und Weise wir aus gegebenen Aussagen neue Aussagen logisch folgern
konnen.

Um die Struktur komplexerer Aussagen iibersichtlich werden zu lassen, fithren wir in der Aussa-
genlogik zunéchst sogenannte Aussage- Variablen ein. Diese stehen fiir atomare Aussagen. Zusétz-
lich fithren wir fiir die Junktoren “nicht”, “und”, “oder”, “wenn, --- dann”, und “genau dann,
wenn” die folgenden Abkiirzungen ein:

1. —a fir micht a
2. aNb fir aundbd

3. aVb fir a oder b
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4. a — b fir wenn a, dann b

5. a+ b fir a genau dann, wenn b

Aussagenlogische Formeln werden aus Aussage-Variablen mit Hilfe von Junktoren aufgebaut. Be-
stimmte aussagenlogische Formaln Aussagen sind offenbar immer wahr, egal welche Wahrheits-
werte wir fiir die einzelnen Teilaussagen einsetzen, beispielsweise ist die Formel

pVp

immer wahr. Solche Aussagen bezeichnen wir als Tautologien. Andere aussagenlogische Formeln
sind nie wahr, beispielsweise ist die Formel

pA—p

immer falsch. Eine Formel heif3t erfillbar, wenn es wenigstens eine Moglichkeit gibt, bei der die
Formel wahr wird. Im Rahmen der Vorlesung werden wir Verfahren entwickeln, mit denen es
moglich ist zu entscheiden, ob eine aussagenlogische Formel eine Tautologie ist oder ob Sie we-
nigstens erfiillbar ist. Solche Verfahren spielen in der Verifikation digitaler Schaltungen eine grofie
Rolle.

3.2 Anwendungen der Aussagenlogik

Die Aussagenlogik bildet nicht nur die Grundlage fiir die Priadikatenlogik, sondern sie hat auch
wichtige praktische Anwendungen. Aus der groflen Zahl der industriellen Anwendungen mdochte
ich stellvertretend vier Anwendungen nennen:

1. Analyse und Design digitaler Schaltungen.

Komplexe digitale Schaltungen bestehen heute aus mehreren Millionen logischen Gattern'.
Ein Gatter ist dabei, aus logischer Sicht betrachtet, ein Baustein, der einen der logischen
Junktoren wie “und”, “oder”, “nicht”, etc. auf elektronischer Ebene représentiert.

Die Komplexitét solcher Schaltungen wire ohne den Einsatz rechnergestiitzter Verfahren zur
Verifikation nicht mehr beherrschbar. Die dabei eingesetzten Verfahren sind Anwendungen
der Aussagenlogik.

Eine ganz konkrete Anwendung ist der Schaltungs-Vergleich. Hier werden zwei digitale Schal-
tungen als aussagenlogische Formeln dargestellt. AnschlieSlend wird versucht, mit aussagen-
logischen Mitteln die Aquivalenz dieser Formeln zu zeigen. Software-Werkzeuge, die fiir die
Verifikation digitaler Schaltungen eingesetzt werden, kosten heutzutage iiber 100 000 $2. Dies
zeigt die wirtschaftliche Bedeutung der Aussagenlogik.

2. Erstellung von Einsatzplénen (crew sheduling).

International tétige Fluggesellschaften miissen bei der Einteilung IThrer Crews einerseits ge-
setzlich vorgesehene Ruhezeiten einhalten, wollen aber ihr Personal moglichst effizient ein-
setzen. Das fithrt zu Problemen, die sich mit Hilfe aussagenlogischer Formeln beschreiben
und 16sen lassen.

3. Erstellung von Verschlufiplénen fiir die Weichen und Signale von Bahnhéfen.

Bei einem groflieren Bahnhof gibt es einige hundert Weichen und Signale, die stdndig neu
eingestellt werden miissen, um sogenannte Fuhrstrafen fiir die Ziige zu realisieren. Verschie-
dene Fahrstraflen sollen sich natiirlich nicht kreuzen. Die einzelnen Fahrstrafien werden durch
sogenannte Verschlufpline beschrieben. Die Korrektheit solcher Verschlufipldane kann durch
aussagenlogische Formeln ausgedriickt werden.

1Die Version des Pentium 4 Prozessors mit dem Northwood Kernel enthélt etwa 55 Millionen Transistoren.
2Die Firma Magma bietet beispielsweise den FEquivalence-Checker Quartz Formal zum Preis von 150000$ pro
Lizenz an. Eine solche Lizenz ist dann drei Jahre lang giiltig.
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4. Eine Reihe kombinatorischer Puzzles lassen sich als aussagenlogische Formeln kodieren und
konnen dann mit Hilfe aussagenlogischer Methoden 16sen. Als ein Beispiel werden wir in der
Vorlesung das 8-Damen-Problem behandeln. Dabei geht es um die Frage, ob 8 Damen so
auf einem Schachbrett angeordnet werden kénnen, dass keine der Damen eine andere Dame
bedroht.

3.3 Formale Definition der aussagenlogischen Formeln

Wir behandeln zunéchst die Syntax der Aussagenlogik und besprechen anschlieflend die Semantik.
Die Syntax gibt an, wie Formeln geschrieben werden. Die Semantik befasst sich mit der Bedeutung
der Formeln. Nachdem wir die Semantik der aussagenlogischen Formeln definiert haben, zeigen
wir, wie sich diese Semantik in SETL implementieren 148t.

3.3.1 Syntax der aussagenlogischen Formeln

Wir betrachten eine Menge P von Aussage- Variablen als gegeben. Aussagenlogische Formeln sind
dann Worter, die aus dem Alphabet

A::'PU{T,J_,_‘,\/,/M*ﬂ(_ﬂ(,)}

gebildet werden. Wir definieren die Menge der aussagenlogischen Formeln F durch eine induktive
Definition:

1. TeFund L €F.

Hier steht T fiir die Formel, die immer wahr ist, wihrend L fiir die Formel steht, die immer
falsch ist. Die Formel T trégt auch den Namen Verum, fiir 1 sagen wir auch Falsum.

2. Ist p € P, so gilt auch p € F.

Jede aussagenlogische Variable ist also eine aussagenlogische Formel.
3. Ist f € F, so gilt auch —f € F.
4. Sind f1, fo € F, so gilt auch

(a) (frV f2) € F (gelesen: f1 oder fs),

(b) (fiAfa)eF  (gelesen: f1 und fa),

(c) (fi = f2) € F  (gelesen: wenn fi, dann fs),
) (

(d) (f1 < f2) € F  (gelesen: f1 genau dann, wenn f3).

Die Menge F ist nun die kleinste Teilmenge der aus dem Alphabet A gebildeten Worter, die den
oben aufgestellten Forderungen geniigt.

Beispiel: Gilt P = {p, ¢, 7}, so haben wir beispielsweise:

1. pe F,

2. (pNq) €F,

3. ((p—=qVig—-p)erF O
Um Klammern zu sparen, vereinbaren wir:

1. Auflere Klammern werden weggelassen, wir schreiben also beispielsweise

pAq statt  (pAq).
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2. Die Junktoren V und A werden implizit links geklammert, d.h. wir schreiben
pAgAT statt  (pAg)AT.

Operatoren, die implizit nach links geklammert werden, nennen wir links-assoziativ.
3. Der Junktor — wird implizit rechts geklammert, d.h. wir schreiben
p—q—r statt p—(g—or).
Operatoren, die implizit nach rechts geklammert werden, nennen wir rechts-assoziativ.
4. Die Junktoren V und A binden stirker als —, wir schreiben also

pAqg—1T statt  (pAgq)—r
5. Der Junktor — bindet stérker als <>, wir schreiben also

p—qer statt (p—q) &

3.3.2 Semantik der aussagenlogischen Formeln

Um aussagenlogischen Formeln einen Wahrheitswert zuordnen zu konnen, definieren wir zunéchst
die Menge B der Wahrheitswerte:

B := {true, false}.
Damit kénnen wir nun den Begriff einer aussagenlogischen Interpretation festlegen.

Definition 1 (Aussagenlogische Interpretation) Eine aussagenlogische Interpretation ist ei-
ne Funktion

7:P—B,
die jeder Aussage-Variablen p € P einen Wahrheitswert Z(p) € B zuordnet. O
Eine aussagenlogische Interpretation wird oft auch als Belegung der Aussage-Variablen mit Wahr-
heits-Werten bezeichnet.

Eine aussagenlogische Interpretation Z interpretiert die Aussage-Variablen. Um nicht nur Va-
riablen sondern auch aussagenlogische Formel interpretieren zu kénnen, benétigen wir eine Inter-
pretation der Junktoren “=7", “A” VvV’ “=” und “”. Zu diesem Zweck definieren wir auf der
Menge B Funktionen & @, ) & und © mit deren Hilfe wir die aussagenlogischen Junktoren

interpretieren kénnen:

1. ©:B—DB

[\

.®:BxB—B
. ©:BxB—B

B~ W

.O:BxB-B

(@31

.O:BxB->B

Wir haben in der Mengenlehre gesehen, dass Funktionen als spezielle Relationen aufgefafit werden
kénnen. Die Funktion @& dreht die Wahrheits-Werte um und kann daher wie folgt geschrieben
werden:

O = {(true, false), (false, true)}.

Wir werden diese Funktionen auch tatséchlich so in SetlX darstellen, aber fiir die Tafel ist dieses
Schreibweise zu umsténdlich. Dort ist es einfacher, die Funktionen durch eine Tabelle zu definieren.
Diese Tabelle ist auf Seite 39 abgebildet.
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P q EIORIIIRIIEICOEEIN
true true false | true true true true
true false | false | true false false false
false | true true true false true false
false | false | true false false true true

Tabelle 3.1: Interpretation der Junktoren.

Nun konnen wir den Wert, den eine aussagenlogische Formel f unter einer aussagenlogischen
Interpretation Z annimmt, durch Induktion nach dem Aufbau der Formel f definieren. Wir werden
diesen Wert mit Z(f) bezeichnen. Wir setzen:

1. Z(L) := false.

2. Z(T) := true.

3. Z(p) := Z(p) fiir alle p € P.

4. I(~f) == O (Z(f)) fiir alle f € F.

f),i(g)) fir alle f,g € F.
(f),Z(g)) fiir alle f,g € F.

(f),Z(g)) fiir alle f,g € F.

6. Z(f V) :=@(Z
T.I(f = 9) =0 (
8. I(f < 9) =0 (

Um die Schreibweise nicht iiberméflig kompliziert werden zu lassen, unterscheiden wir in Zukunft
nicht mehr zwischen Z und Z, wir werden das Hiitchen iiber dem Z also weglassen.

Beispiel: Wir zeigen, wie sich der Wahrheits-Wert der Formel

P—=q)—=(p—=9q9—q

fiir die aussagenlogische Interpretation Z, die durch Z(p) = true und Z(q) = false definiert ist,
berechnen laft:

o(Z(p ). Z((p > a) ~ q))

= @(@(I(p),I(Q)), Z((~p =) = q))
— O(6(true false), I((-p —q) > q) )
= @(fals& Z((-p —q) — q))

= true

I((p—>61)—>(ﬁp—>q)—>q)

Beachten Sie, dass wir bei der Berechnung gerade soviele Teile der Formel ausgewertet haben, wie
notwendig waren um den Wert der Formel zu bestimmen. Trotzdem ist die eben durchgefiihrte
Rechnung fiir die Praxis zu umstandlich. Stattdessen wird der Wert einer Formel direkt mit Hilfe
der Tabelle 3.1 auf Seite 39 berechnet. Wir zeigen exemplarisch, wie wir den Wahrheits-Wert der
Formel

P=q) = (r—=q9 —q

fiir beliebige Belegungen 7 {iber diese Tabelle berechnen kénnen. Um nun die Wahrheitswerte dieser
Formel unter einer gegebenen Belegung der Aussage-Variablen bestimmen zu kénnen, bauen wir
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P q —p p—=q|v=qg|(p=9—=q|lp=9 = (p—=9 —q]
true true false | true true true true
true false | false | false | true false true
false | true true true true true true
false | false | true true false true true

Tabelle 3.2: Berechnung Der Wahrheitswerte von (p — ¢) — (—p — q) — q.

eine Tabelle auf, die fiir jede in der Formel auftretende Teilformel eine Spalte enthilt. Tabelle 3.2
auf Seite 40 zeigt die entstehende Tabelle.

Betrachten wir die letzte Spalte der Tabelle so sehen wir, dass dort immer der Wert true
auftritt. Also liefert die Auswertung der Formel (p — ¢) — (—p — ¢) — ¢ fiir jede aussagenlogische
Belegung Z den Wert true. Formeln, die immer wahr sind, haben in der Aussagenlogik eine
besondere Bedeutung und werden als Tautologien bezeichnet.

Wir erldutern die Aufstellung dieser Tabelle anhand der zweiten Zeile. In dieser Zeile sind
zunichst die aussagenlogischen Variablen p auf true und ¢ auf false gesetzt. Bezeichnen wir die
aussagenlogische Interpretation mit Z, so gilt also

Z(p) = true und Z(q) = false.

Damit erhalten wir folgende Rechnung:

1. Z(-p) = O(Z(p)) = O(true) = false
2. Z(p = q) = S (Z(p),Z(q)) = O (true, false) = false

bad
N

-p—q) = (I(ﬂp),I(q)) = O)(false,false) = true

(
4. Z((-p = q) = @) = S(Z(-p — q),Z(q)) = O(true, false) = false
5. Z((

p—=q) > (p—=9) —q =Zp—q),Z((-p— q) = q)) = S (false, false) = true

Fiir komplexe Formeln ist die Auswertung von Hand viel zu miithsam und fehleranfillig um prak-
tikabel zu sein. Wir zeigen deshalb im néchsten Abschnitt, wie sich dieser Prozefl automatisieren
1a8¢t.

3.3.3 Extensionale und intensionale Interpretationen der Aussagenlogik

Die Interpretation des aussagenlogischen Junktoren ist rein extensional: Wenn wir den Wahrheits-
wert der Formel

Z(f — g)

berechnen wollen, so miissen wir die Details der Teilformeln f und g nicht kennen, es reicht, wenn
wir die Werte Z(f) und Z(g) kennen. Das ist problematisch, den in der Umgangssprache hat der
Junktor “wenn ---, dann” auch eine kausale Bedeutung. Mit der extensionalen Implikation wird
der Satz

“Wenn 3 -3 =8, dann schneit es.”

als wahr interpretiert. Dass ist problematisch, weil wir diesen Satz in der Umgangssprache als
sinnlos erkennen. Insofern ist die extensionale Interpretation des sprachlichen Junktors “wenn - - -,
dann” nur eine Approximation der umgangssprachlichen Interpretation, die sich fiir Mathematik
und Informatik aber als ausreichend erwiesen hat.
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3.3.4 Implementierung in SetlX

Um die bisher eingefiihrten Begriffe nicht zu abstrakt werden zu lassen, entwickeln wir in SetlX
ein Programm, mit dessen Hilfe sich Formeln auswerten lassen. Jedesmal, wenn wir ein Programm
zur Berechnung irgendwelcher Wert entwickeln wollen, miissen wir uns als erstes fragen, wie wir
die Argumente der zu implementierenden Funktion und die Ergebnisse dieser Funktion in der ver-
wendeten Programmier-Sprache darstellen konnen. In diesem Fall miissen wir uns also iiberlegen,
wie wir eine aussagenlogische Formel in SetlX représentieren konnen, denn Ergebnisswerte true
und false stehen ja als Wahrheitswerte unmittelbar zur Verfiigung. Zusammengesetzte Daten-
Strukturen konnen in SetlX am einfachsten als Listen dargestellt werden und das ist auch der
Weg, den wir fiir die aussagenlogischen Formeln, die aus anderen Formeln zusammengesetzt sind,
beschreiten werden. Wir definieren die Reprisentation von aussagenlogischen Formeln formal da-
durch, dass wir eine Funktion

rep: F — SetlX

definieren, die einer aussagenlogischen Formel f eine SETL2-Datenstruktur rep(f) zuordnet.

1. T wird représentiert durch die Zahl 1
rep(T):=1
2. 1 wird représentiert durch die Zahl 0.
rep(L):=0
3. Eine aussagenlogische Variable p € P reprisentieren wir durch einen String, der den Namen

der Variablen angibt. Falls die Aussage-Variablen von vorne herein Strings sind, dann gilt

also rep(p) :=p fiir alle p € P.

4. Ist f eine aussagenlogische Formel, so reprisentieren wir —f als zwei-elementige Liste, die
als erstes Element den String “-” enthélt:

rep(—f):= [ "-", rep(f) 1.

5. Sind f; und fo aussagenlogische Formel, so repriasentieren wir f; V fo als drei-elementige
Liste, die als zweites Element den String “+” enthélt:

rep(fVg):= [ rep(f), "+", rep(g) 1.

6. Sind f; und f> aussagenlogische Formel, so reprisentieren wir f; A fo als drei-elementige
Liste, die als zweites Element den String “*” enthélt:

rep(f Ag):= [ rep(f), "*", rep(g) 1.

7. Sind f; und f> aussagenlogische Formel, so reprisentieren wir f; — fo2 als drei-elementige
Liste, die als zweites Element den String “->" enthélt:

rep(f — g) == [ rep(f), "->", rep(g) 1.

8. Sind f; und fy aussagenlogische Formel, so représentieren wir f; <> fo als drei-elementige
Liste, die als zweites Element den String “<->" enthilt:

rep(f <> g) := [ rep(f), "<->", rep(g) 1.

Bei der Wahl der Représentation, mit der wir eine Formel in SETL2 repésentieren, sind wir weitge-
hend frei. Wir hitten oben sicher auch eine andere Repriisentation verwenden kénnen. Beispielswei-
se stand in einer fritheren Version dieses Skriptes der Junktor immer an der ersten Stelle der Liste.
Eine gute Représentation sollte einerseits moglichst intuitiv sein, andererseits ist es auch wichtig,
dass die Représentation fiir die zu entwickelnden Algorithmen addquat ist. Im wesentlichen heif3t
dies, dass es moglichst einfach sein sollte, auf die Komponenten einer Formel zuzugreifen.
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Als néchstes geben wir an, wie wir eine aussagenlogische Interpretation in SetlX darstellen.
Eine aussagenlogische Interpretation ist eine Funktion

IZ:P—B

von der Menge der Aussage-Variablen P in die Menge der Wahrheitswerte B. Ist eine Formel f
gegeben, so ist klar, dass bei der Interpretation Z nur die Aussage-Variablen p eine Rolle spielen,
die auch in der Formel f auftreten. Wir kénnen daher die Interpretation Z durch eine funktionale
Relation darstellen, also durch eine Menge von Paaren [ p, b ], fiir die p eine Aussage-Variable
ist und b € B:

ICPxB.

Damit kénnen wir jetzt eine einfache Prozedur schreiben, dass den Wahrheitswert einer aussa-
genlogischen Formel f unter einer gegebenen aussagenlogischen Interpretation Z berechnet. Ein
solche Prozedur ist in Figur 3.1 auf Seite 42 gezeigt.

1

10

11

12

13

eval := procedure(f, i) {
switch {
case f ==1: return true;
case f ==0: return false;
case isString(f): return i(f);
case f(1) == "-"; return 'eval(£f(2), i);
case £(2) == "x"; return eval(f(1), i) && eval(£f(3), i);
case £f(2) == "+": return eval(f(1), i) || eval(£f(3), i);
case £f(2) == "->": return leval(f(1), i) || eval(£f(3), i);
case £f(2) == "<->": return eval(f(1), i) == eval(f(3), i);

default: print("eval($£f$): syntax error ");

Abbildung 3.1: Auswertung einer aussagenlogischen Formel.

Wir diskutieren jetzt die Implementierung der Funktion eval() Zeile fiir Zeile:

1.

Falls das Argument f den Wert 1 hat, so repésentiert f die Formel T. Also ist das Ergebnis
der Auswertung unabhéngig von der aussagenlogischen Interpretation ¢ immer true.

Falls das Argument f den Wert 0 hat, so repésentiert f die Formel 1. Also ist das Ergebnis
der Auswertung unabhéngig von der aussagenlogischen Interpretation ¢ immer false.

In Zeile 5 betrachten wir den Fall, dass das Argument f eine aussagenlogische Variable
reprisentiert. Dies erkennen wir mit Hilfe der Bibliotheks-Funktion isString(), die genau
dann true zuriick gibt, wenn ihr Argument ein String ist. In diesem Fall miissen wir die
Belegung i, die ja eine Funktion von den aussagenlogischen Variablen in die Wahrheitswerte
ist, auf die Variable f anwenden.

In Zeile 6 betrachten wir den Fall, dass f die Form [ "-", ¢ ] hat und folglich die Formel
—g repréasentiert. In diesem Fall werten wir erst g unter der Belegung ¢ aus und negieren
dann das Ergebnis.

In Zeile 7 betrachten wir den Fall, dass f die Form [ g1, "*", g2 ] hat und folglich die
Formel g1 A go reprisentiert. In diesem Fall werten wir zunéchst g; und g unter der Belegung
1 aus und verkniipfen das Ergebnis mit dem Operator “&&”.
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. In Zeile 8 betrachten wir den Fall, dass f die Form [ g1, "+", g2 1 hat und folglich die
Formel g1 V g2 reprisentiert. In diesem Fall werten wir zunéchst g; und g unter der Belegung
i aus und verkniipfen das Ergebnis mit dem Operator “||”.

. In Zeile 9 betrachten wir den Fall, dass f die Form [ g1, "->", g2 ] hat und folglich
die Formel g1 — g2 représentiert. In diesem Fall werten wir zunéichst g1 und go unter der
Belegung 7 aus und benutzen die folgende aussagenlogische Aquivalenz:

(p—q) < —pVg.
. In Zeile 10 fithren wir die Auswertung einer Formel g; <> g2 zuriick auf die Gleichheit.

. Wenn keiner der vorhergehenden Félle greift, liegt ein Syntax-Fehler vor, auf den wir in Zeile
11 hinweisen.

3.3.5 Eine Anwendung

Wir betrachten eine spielerische Anwendung der Aussagenlogik. Inspektor Watson wird zu einem
Juweliergeschiift gerufen, in das eingebrochen worden ist. In der unmittelbaren Umgebung wer-
den drei Verdachtige Anton, Bruno und Claus festgenommen. Die Auswertung der Akten ergibt
folgendes:

1. Einer der drei Verdéchtigen muf} die Tat begangen haben:

fir=aVvbVve
. Wenn Anton schuldig ist, so hat er genau einen Komplizen.
Diese Aussage zerlegen wir zuniichst in zwei Teilaussagen:
(a) Wenn Anton schuldig ist, dann hat er mindestens einen Komplizen:
foi=a—bVe
(b) Wenn Anton schuldig ist, dann hat er hichstens einen Komplizen:
fa=a—=—(bAc)
. Wenn Bruno unschuldig ist, dann ist auch Claus unschuldig:
fa:=-b— —c
. Wenn genau zwei schuldig sind, dann ist Claus einer von ihnen.

Es ist nicht leicht zu sehen, wie diese Aussage sich aussagenlogisch formulieren 148t. Wir
behelfen uns mit einem Trick und {iberlegen uns, wann die obige Aussage falsch ist. Wir
sehen, die Aussage ist dann falsch, wenn Claus nicht schuldig ist und wenn gleichzeitig
Anton und Bruno schuldig sind. Damit lautet die Formalisierung der obigen Aussage:

fs:=—(-cAhanbd)
. Wenn Claus unschuldig ist, ist Anton schuldig.

fe:=—c—a

Wir haben nun eine Menge F' = { f1, fa, f3, fa, [5, f¢} von Formeln. Wir fragen uns nun, fiir welche
Belegungen 7 alle Formeln aus F' wahr werden. Wenn es genau eine Belegungen gibt, fiir die dies
der Fall ist, dann liefert uns die Belegung den oder die Téter. Eine Belegung entspricht dabei
1-zu-1 der Menge der Téter. Hétten wir beispielsweise

7 = {(a, false), (b, false), (c, true)}.

In diesem Fall wire Claus der alleinige Téter. Diese Belegung 16st unser Problem offenbar nicht,
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denn Sie widerspricht der dritten Aussage: Da Bruno unschuldig wire, wire dann auch Claus
unschuldig. Da es zu zeitraubend ist, alle Belegungen von Hand auszuprobieren, schreiben wir
besser ein Programm, das fiir uns die notwendige Berechnung durchfithrt. Abbildung 3.2 zeigt ein
solches Programm.

1 // This procedure turns a subset m of a into a propositional valuation i,
2 // such that i(x) is true iff x is an element of m.

3 createValuation := procedure(m, a) {
4 return { [ x, x inm ] : x in a };
5 }

¢ // Austin, Brian, or Colin is guilty.
. f1 := [ [ ngn nyn npn ] nyn nen ]
s // If Austin is guilty, he has exactly one accomplice.

o f2 := [ "a", "->", [ "b", "+", "c" ] 1; // at least one accomplice
o £3 := [ "a", "->", [ "=-", [ "b", "x", "c" ] 1 1; // at most one accomplice
11 // If Brian is innocent, then Colin is innocent, too.

12 f4 .= [ [ ||_n’ npn ]’ ||_>||’ [ n_n’ nen ] ],

13 // If exactly two are huilty, then Colin is one of them.
14 f5 := [ n_n [ [ ngn Ny npn ] Ny n [ n_n nen ] ] ]
15 // If Colin is innocent, then Austin is guilty.

w6 f6 := [ [ "=-", "c" ], "->", "a" T;

17 fs := { f1, f2, £f3, f4, f5, f6 };

1 a :={ "a", "b", "c" };

v p := pow(a);

20 print("p =", p);

21 // b is the set of all propositional valuations.
22 b := { createValuation(m, a) : m in p };

23 8 :=9{1iin b | forall (f in fs | eval(f, 1)) I};

22 print("Set of all valuations satisfying all facts: ", s);
s if (#s == 1) {

26 i := arb(s);

27 taeter := { x in a | i(x) };

28 print("Set of culprits: ", taeter);
20}

Abbildung 3.2: Programm zur Aufkédrung des Einbruchs.
Wir diskutieren diese Programm nun Zeile fiir Zeile.

1. In den Zeilen 6 — 16 definieren wir die Formeln f1, -+, fg . Wir miissen hier die Formeln in
die SetIX-Reprasentation bringen.

2. Als néchstes miissen wir uns {iberlegen, wie wir alle Belegungen aufzéhlen kénnen. Wir hatten
oben schon beobachtet, dass die Belegungen 1-zu-1 zu den moglichen Mengen der Téter
korrespondieren. Die Mengen der moglichen Téter sind aber alle Teilmengen der Menge

{77 a77 , ” b77 , ” C77 }.
Wir berechnen daher in Zeile 18 zunéchst die Menge aller dieser Teilmengen.

3. Wir brauchen jetzt eine Moglichkeit, eine Teilmenge in eine Belegung umzuformen. In den
Zeilen 3 — 5 haben wir eine Prozedur implementiert, die genau dies leistet. Um zu verstehen,
wie diese Funktion arbeitet, betrachten wir ein Beispiel und nehmen an, dass wir aus der
Menge
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m = {’7 a77 , 7 C”}
eine Belegung 7 erstellen sollen. Wir erhalten dann
T ={(a”,true), ("b”, false), ("c”, true) }.

Das allgemeine Prinzip ist offenbar, dass fiir eine aussagenlogische Variable x das Paar
(x,true) genau dann in der Belegung Z enthalten ist, wenn x € m ist, andernfalls ist das
Paar (z, false) in Z. Damit kénnten wir die Menge aller Belegungen, die genau die Elemente
aus m wahrmachen, wie folgt schreiben:

{[x,true] : xinm } + { [ x, false] : xin A | '(x in m) }

Es geht aber einfacher, denn wir kénnen beide Félle zusammenfassen, indem wir fordern,
dass das Paar (x,x€m) ein Element der Belegung 7 ist. Genau das steht in Zeile 4.

4. In Zeile 22 sammeln wir in der Menge b alle moglichen Belegungen auf.

5. In Zeile 23 berechnen wir die Menge s aller der Belegungen ¢, fiir die alle Formeln aus der
Menge fs wahr werden.

6. Falls es genau eine Belegung gibt, die alle Formeln wahr macht, dann haben wir das Problem
l6sen konnen. In diesem Fall extrahieren wir in Zeile 26 diese Belegungen aus der Menge s
und geben anschliefemd die Menge der Téter aus.

Lassen wir das Programm laufen, so erhalten wir als Ausgabe
Menge der Tater: {"b", "c"}

Damit liefern unsere urspriinglichen Formeln ausreichende Information um die Téter zu iiberfithren:
Bruno und Claus sind schuldig.
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3.4 Tautologien
Die Tabelle in Abbildung 3.2 zeigt, dass die Formel

=9 —(p—=q9 —q

fiir jede aussagenlogische Interpretation wahr ist, denn in der letzten Spalte dieser Tabelle steht
immer der Wert true. Formeln mit dieser Eigenschaft bezeichnen wir als Tautologie.

Definition 2 (Tautologie) Ist f eine aussagenlogische Formel und gilt
Z(f) = true fiir jede aussagenlogische Interpretation Z,
dann ist f eine Tautologie. In diesem Fall schreiben wir

Ff. O

Ist eine Formel f eine Tautologie, so sagen wir auch, dass f allgemeingiiltig ist.
Beispiele:

L fEpv-p

2. Ep—p

3. EpAg—p

4. Ep—pVg

S.E(—1) <

6. EpAqg & qAp

Wir konnen die Tatsache, dass es sich bei diesen Formeln um Tautologien handelt, durch eine
Tabelle nachweisen, die analog zu der auf Seite 40 gezeigten Tabelle 3.2 aufgebaut ist. Dieses
Verfahren ist zwar konzeptuell sehr einfach, allerdings zu ineffizient, wenn die Anzahl der aussa-
genlogischen Variablen grof} ist. Ziel dieses Kapitels ist daher die Entwicklung besserer Verfahren.

Die letzten beiden Beispiele in der obigen Aufzdhlung geben Anlafl zu einer neuen Definition.

Definition 3 (Aquivalent) Zwei Formeln f und g heiflen dquivalent g.d.w. gilt
Efeyg a|

Beispiele: Es gelten die folgenden Aquivalenzen:
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Epv-pe T EpA-pe L Tertium-non-Datur
EpVvLilep EpAT<p Neutrales Element
EpVT T EpAle L

EpApep EpVvpep Idempotenz
EpAgeqgAip EpVgeqVp Kommutativitit
E@AgArcpA(gATr) E(pVvgVrepv(gVvr) Assoziativitét
E-—pep Elimination von ——
FEpA(Vae) <p FEpV(pAg <p Absorption
EpA(gvr)< A VpAr) EpVigAr)« (pVg) AlpVr) Distributivitét
E-(pAq) & —pV—q E-(pVq < -pA-g DeMorgan’sche Regeln
E(p—=q < Vg Elimination von —
Epeq <« (pVeg A(-gVp) Elimination von <

Wir kénnen diese Aquivalenzen nachweisen, indem wir in einer Tabelle simtliche Belegungen
durchprobieren. Eine solche Tabelle heifit auch Wahrheits-Tafel. Wir demonstrieren dieses Ver-
fahren anhand der ersten DeMorgan’schen Regel. Wir erkennen, dass in Abbildung 3.3 in den

[ p [ q |» |-¢ [pAg [-(pAg) | -PV—q]
true true false | false | true false false
true false | false | true false | true true
false | true true false | false | true true
false | false | true true false | true true

Tabelle 3.3: Nachweis der ersten DeMorgan’schen Regel.

letzten beiden Spalten in jeder Zeile die selben Werte stehen. Daher sind die Formeln, die zu
diesen Spalten gehoren, dquivalent.

3.4.1 Testen der Allgemeingiiltigkeit in SetlX

Die manuelle Uberpriifung der Frage, ob eine gegebene Formel f eine Tautologie ist, liuft auf die
Erstellung umfangreicher Wahrheitstafeln heraus. Solche Wahrheitstafeln von Hand zu erstellen ist
viel zu zeitaufwendig. Wir wollen daher nun ein SetIX-Programm entwickeln, mit dessen Hilfe wir
die obige Frage automatisch 16sen konnen. Die Grundidee ist, dass wir die zu untersuchende Formel
fiir alle moglichen Belegungen auswerten und iiberpriifen, dass sich bei der Auswertung jedesmal
der Wert true ergibt. Dazu miissen wir zundchst einen Weg finden, alle moglichen Belegungen
einer Formel zu berechnen. Wir haben friither schon gesehen, dass Belegungen Z zu Teilmengen M
der Menge der aussagenlogischen Variablen P korrespondieren, denn fiir jedes M C P kénnen wir
eine aussagenlogische Belegung Z(M) wie folgt definieren:

| true fallspe M;
(M) p) = { false fallsp¢ M.

Um die aussagenlogische Belegung 7 in SetlX darstellen zu koénnen, fassen wir die Belegung 7 als
links-totale und rechts-eindeutige Relation Z C P x B auf. Dann haben wir

Z={(p,true) |[pe M} U {(p,false) |p ¢ M}.

Dies 148t sich noch zu
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I={({p,peM)|pecP}

vereinfachen. Mit dieser Idee kénnen wir nun eine Prozedur implementieren, die fiir eine gegebene
aussagenlogische Formel f testet, of f eine Tautologie ist.

1 tautology := procedure(f) {

2 p := collectVars(f);

3 // a is the set of all propositional valuations.
1 a:={{[x, xinm] : xinp } : m in pow(p) };
5 if (forall (i in a | eval(f, i))) {

6 return {};

7 } else {

8 return arb({ i in a | leval(f, i) });

) }

10 };

11

12 collectVars := procedure(f) {

13 switch {

14 case f ==

15 return {};

16 case f ==

17 return {};

18 case isString(f)

19 return { f };

20 case f(1) == "-"

21 return collectVars( £(2) );

22 case £(2) in { "x", "4", "->N ] wg—>" } o

23 return collectVars( £(1) ) + collectVars( £(3) );
24 default:

25 print("malformed formula: ", f);

26 }

27 };

Abbildung 3.3: Uberpriifung der Allgemeingiiltigkeit einer aussagenlogischen Formel.

Die in Abbildung 3.3 auf Seite 48 gezeigte Prozedur tautology(f) testet, ob die als Argument
iibergebene aussagenlogische Formel f allgemeingiiltig ist. Die Prozedur verwendet die Prozedur
eval aus dem in Abbildung 3.1 auf Seite 42 gezeigten Programm. Wir diskutieren die Definition
der Funktion tautology nun Zeile fiir Zeile:

1. In Zeile 2 sammeln wir alle aussagenlogischen Variablen auf, die in der zu iiberpriifenden
Formel auftreten. Die dazu benétigte Prozedur collectVars ist in den Zeilen 12 — 27 gezeigt.
Diese Prozedur ist durch Induktion iiber den Aufbau einer Formel definiert und liefert als
Ergebnis die Menge aller Aussage-Variablen, die in der aussagenlogischen Formel f auftreten.

Es ist klar, das bei der Berechnung von Z(f) fiir eine Formel f und eine aussagenlogische
Interpretation Z nur die Werte von Z(p) eine Rolle spielen, fiir die die Variable p in f auftritt.
Zur Analyse von f kénnen wir uns also auf aussagenlogische Interpretationen der Form

Z:P—B mit P =collectVars(f)

beschranken.

2. In Zeile 4 berechnen wir die Menge aller aussagenlogischen Interpretationen iiber der Menge
P der aussagenlogischen Variablen. Wir berechnen fiir eine Menge m von aussagenlogischen
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Variablen die Interpretation Z(m) wie oben diskutiert mit Hilfe der Formel
Z(m) :={{x,xem) |z € V}.
Betrachten wir zur Verdeutlichung als Beispiel die Formel

“(pAq) < —pV g

Die Menge P der aussagenlogischen Variablen, die in dieser Formel auftreten, ist

P ={p.q}-
Die Potenz-Menge der Menge P ist

2P = {{}7 {p}7 {Q}> {p’ Q}}

Wir bezeichnen die vier Elemente dieser Menge mit my, ms, ms, my:

my = {}, ma = {p}, ms = {q}, ms:={p,q}.
Aus jeder dieser Mengen m; gewinnen wir nun eine aussagenlogische Interpretatlon Z(m;):

Z(m) = {(z.oe D) ]zepat} = {(preld), (wac(})} = {(p false), (g false)}.
Z(ma) = {(z,2e {p}) |2 {p.at} = {(ppelp}). (a.0€{p}) | = {(ptrue), (g, talse) |
Zmg) = {(z,0e{a}) |zep.at} = {(p.pela}): (a.0¢{a})} = {(p . false), (g true) }.
Z(my) = {<$7$€{p,q}> |ze{p, q}} = {(p,pE{nq}), <q,q€{p,q}>} = {(p,true>, <q,true>}-

Damit haben wir alle méglichen Interpretationen der Variablen p und gq.

3. In Zeile 5 testen wir, ob die Formel f fiir alle méglichen Interpretationen i aus der Menge a
aller Interpretationen wahr ist. Ist dies der Fall, so geben wir die leere Menge als Ergebnis
zuriick.

Falls es allerdings eine Belegungen ¢ in der Menge a gibt, fiir die die Auswertung von f
den Wert false liefert, so bilden wir in Zeile 8 die Menge aller solcher Interpretationen und
wéhlen mit Hilfe der Funktion arb eine beliebige Interpretation aus dieser Menge aus, die
wir dann als Gegenbespiel zuriick geben.

3.4.2 Nachweis der Allgemeingiiltigkeit durch Aquivalenz-Umformungen

Wollen wir nachweisen, dass eine Formel eine Tautologie ist, kénnen wir uns prinzipiell immer
einer Wahrheits-Tafel bedienen. Aber diese Methode hat einen Haken: Kommen in der Formel n
verschiedene Aussage-Variablen vor, so hat die Tabelle 2™ Zeilen. Beispielsweise hat die Tabelle
zum Nachweis eines der Distributiv-Gesetze bereits 8 Zeilen, da hier 3 verschiedene Variablen
auftreten. Eine andere Moglichkeit nachzuweisen, dass eine Formel eine Tautologie ist, ergibt sich
dadurch, dass wir die Formel mit Hilfe der oben aufgefiihrten Aquivalenzen vereinfachen. Wenn
es gelingt, eine Formel F unter Verwendung dieser Aquivalenzen zu T zu vereinfachen, dann ist
gezeigt, dass F' eine Tautologie ist. Wir demonstrieren das Verfahren zunéchst an einem Beispiel.
Mit Hilfe einer Wahrheits-Tafel hatten wir schon gezeigt, dass die Formel

p—=q) = (p—=4q —q

eine Tautologie ist. Wir zeigen nun, wie wir diesen Tatbestand auch durch eine Kette von Aquivalenz-
Umformungen einsehen kénnen:
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p—=q) = (p—q) —q¢q (Elimination von —)
<> (-pVgqg) = (p—4q) —q (Elimination von —)
“~ (-pVgq) = (—pVq) —q (Elimination der Doppelnegation)
“~ (-pVvVq)—=(pVq) —q (Elimination von —)
“ (V) V(lpVa) —q) (DeMorgan)
~ (=—pA=q)V((pVgq) —q) (Elimination der Doppelnegation)
“ (pA—=q)V((pVq) —q) (Elimination von —)
© (PA=q)V (=(pVa)Va) (DeMorgan)
“ (pA=q)V((-pA—q)Vq) (Distributivitit)
< (A=) V((-pV @) A(—gVq)) (Tertium-non-Datur)
“ (pA=qQ)V((—pVg AT) (Neutrales Element)
“ (pA—=q)V (—pVaq) (Distributivitit)
< (pV(pVQ)A(—qV (—pVQ)) (Assoziativitit)
< (pV-p)Vg) A(—qV (-pVQq)) (Tertium-non-Datur)
“ (TVag)A(—gV (—pVq)) (Neutrales Element)
~ TA(HqV(—pVq) (Neutrales Element)
“ —qV (-pVq) (Assoziativitit)
“ (—qV —p)Vq (Kommutativitit)
“ (-pV—q)Vq (Assoziativitit)
“ “p V(=g Vq) (Tertium-non-Datur)
> -pVvV T (Neutrales Element)
> T

Die Umformungen in dem obigen Beweis sind nach einem bestimmten System durchgefiihrt
worden. Um dieses System prézise formulieren zu kénnen, brauchen wir noch einige Definitionen.

Definition 4 (Literal) Eine aussagenlogische Formel f heifit Literal g.d.w. einer der folgenden
Félle vorliegt:

1. f=Toder f= 1.
2. f = p, wobei p eine aussagenlogische Variable ist.

In diesem Fall sprechen wir von einem positiven Literal.
3. f = —p, wobei p eine aussagenlogische Variable ist.

In diesem Fall sprechen wir von einem negativen Literal.

Die Menge aller Literale bezeichnen wir mit L. O

Spéter werden wird noch den Begriff des Komplements eines Literals bendtigen. Ist [ ein Literal,
so wird das Komplement von [ mit [ bezeichnet. Das Komplement wird durch Fall-Unterscheidung
definiert:

L. T=1 und L=T.
2. p:=-p, fallspeP.
3. =p:=p, fallspeP.
Definition 5 (Klausel) Eine aussagenlogische Formel k ist eine Klausel wenn k die Form
E=LvVv---Vi

hat, wobei [; fiir alle 7 = 1, - - -, r ein Literal ist. Eine Klausel ist also eine Disjunktion von Literalen.
Die Menge aller Klauseln bezeichnen wir mit K. O
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Oft werden Klauseln auch einfach als Mengen von Literalen betrachtet. Durch diese Sichtweise
abstrahieren wir von der Reihenfolge und der Anzahl des Auftretens der Literale in der Disjunk-
tion. Dies ist moglich aufgrund der Assoziativitit, Kommutativitét und Idempotenz des Junktors
“v”. Fiir die Klausel I; V - -+ V [,. schreiben wir also in Zukunft auch

{1, 1, }.

Das folgende Beispiel illustriert die Niitzlichkeit der Mengen-Schreibweise von Klauseln. Wir be-
trachten die beiden Klauseln

pVqgV—-rVp und -rVgV-rVp.

Die beiden Klauseln sind zwar dquivalent, aber die Formeln sind verschieden. Uberfithren wir die
beiden Klauseln in Mengen-Schreibweise, so erhalten wir

{p.q¢,—r} wnd  {-r,q,p}.

In einer Menge kommt jedes Element hochstens einmal vor und die Reihenfolge, in der die Elemente
auftreten, spielt auch keine Rolle. Daher sind die beiden obigen Mengen gleich! Durch die Tatsache,
dass Mengen von der Reihenfolge und der Anzahl der Elemente abstrahieren, implementiert die
Mengen-Schreibweise die Assoziativitit, Kommutativitit und Idempotenz der Disjunktion. Uber-
tragen wir die aussagenlogische Aquivalenz

LV VILVLealLV-Vi,
in Mengen-Schreibweise, so erhalten wir
{lla"'alT;J—} A4 {lla"';lr}'

Dies zeigt, dass wir das Element L in einer Klausel getrost weglassen konnen. Betrachten wir die
letzten Aquivalenz fiir den Fall, dass r = 0 ist, so haben wir

{1}« {}
Damit sehen wir, dass die leere Menge von Literalen als | zu interpretieren ist.

Definition 6 Eine Klausel k ist trivial, wenn einer der beiden folgenden Fille vorliegt:

1. Tek.

2. Es existiert p € P mit p € k und —p € k.
In diesem Fall bezeichnen wir p und —p als komplementdre Literale. O
Satz 7 Eine Klausel ist genau dann eine Tautologie, wenn sie trivial ist.

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass die Klausel £ trivial ist. Falls nun T € k ist, dann gilt
wegen der Giiltigkeit der Aquivalenz fV T <> T offenbar k «<» T. Ist p eine Aussage-Variable,
so dass sowohl p € k als auch —p € k gilt, dann folgt aufgrund der Aquivalenz p V —p < T sofort
k<« T.

Wir nehmen nun an, dass die Klausel k£ eine Tautologie ist. Wir fithren den Beweis indirekt
und nehmen an, dass k nicht trivial ist. Damit gilt T ¢ k und k kann auch keine komplementiren
Literale enthalten. Damit hat & dann die Form

kE={-pi, ., Pm,q1, - ,qn} mitp; #q; firalleie{l,---,m}undje{l, -, n}

Dann kénnten wir eine Interpretation Z wie folgt definieren:

1. I(pi) = true firallei =1, ---,m und

2. I(q;) = falsefir alle j =1,-- -, n,

Mit dieser Interpretation wiirde offenbar Z(k) = false gelten und damit konnte k keine Tautologie
sein. Also ist die Annahme, dass k nicht trivial ist, falsch. O
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Definition 8 (Konjunktive Normalform) Eine Formel f ist in konjunktiver Normalform (kurz
KNF) genau dann, wenn f eine Konjunktion von Klauseln ist, wenn also gilt

f=kin- Nkp,
wobei die k; fiir alle i = 1,---,n Klauseln sind. O
Aus der Definition der KNF folgt sofort:
Korollar 9 Ist f = k; A--- Ak, in konjunktiver Normalform, so gilt

E f genaudann, wenn | k; fiirallei=1,---,n. a

Damit konnen wir fiir eine Formel f = k; A --- A k,, in konjunktiver Normalform leicht ent-
scheiden, ob f eine Tautologie ist, denn f ist genau dann eine Tautologie, wenn alle Klauseln k;
trivial sind.

Da fiir die Konjunktion genau wie fiir die Disjunktion Assoziativit-Gesetz, Kommutativ-Gesetz
und Idempotenz-Gesetz gilt, ist es zweckmiéiflig, auch fiir Formeln in konjunktiver Normalform eine
Mengen-Schreibweise einzufiihren. Ist also die Formel

F=ki ANk

in konjunktiver Normalform, so reprisentieren wir diese Formel durch die Menge ihrer Klauseln
und schreiben

f={ki, - kn}.

Wir geben ein Beispiel: Sind p, ¢ und r Aussage-Variablen, so ist die Formel
(pVaV-r)A(gV-rVpVag)A(rVpV-g)

in konjunktiver Normalform. In Mengen-Schreibweise wird daraus

{{p7 q, ﬁ7"}7 {p7 —q, ‘!’I"}}.

Wir stellen nun ein Verfahren vor, mit dem sich jede Formel in KNF transformieren l48t. Nach
dem oben Gesagten kénnen wir dann leicht entscheiden, ob f eine Tautologie ist.

1. Eliminiere alle Vorkommen des Junktors “+” mit Hilfe der Aquivalenz
(fege(f29ng—f)

2. Eliminiere alle Vorkommen des Junktors “—” mit Hilfe der Aquivalenz
(f=9) e fVy

3. Schiebe die Negationszeichen soweit es geht nach innen. Verwende dazu die folgenden Aqui-
valenzen:

)
)
) e f
)

(e) ~(fVg) < fA-g

In dem Ergebnis, das wir nach diesem Schritt erhalten, stehen die Negationszeichen nur noch
unmittelbar vor den aussagenlogischen Variablen. Formeln mit dieser Eigenschaft bezeichnen
wir auch als Formeln in Negations-Normalform.

4. Stehen in der Formel jetzt “V”-Junktoren iiber “A”-Junktoren, so kénnen wir durch Aus-
multiplizieren, sprich Verwendung der Distributiv-Gesetze

fVgnh) < (fvgA(fvh) ud (fAgVhe (fVh)A(gVh)
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diese Junktoren nach innen schieben.

5. In einem letzten Schritt tiberfithren wir die Formel nun in Mengen-Schreibweise, indem wir
zunéchst die Disjunktionen aller Literale als Mengen zusammenfassen und anschlieend alle
so entstandenen Klauseln wieder in einer Menge zusammen fassen.

Hier sollten wir noch bemerken, dass die Formel beim Augmultiplizieren stark anwachsen kann.
Das liegt daran, dass die Formel f auf der rechten Seite der Aquivalenz fV(gAh) <> (fVg)A(fVh)
zweimal auftritt, wihrend sie links nur einmal vorkommt.

Wir demonstrieren das Verfahren am Beispiel der Formel
(P —=q) = (=p = =)

1. Da die Formel den Junktor “4+” nicht enthilt, ist im ersten Schritt nichts zu tun.
2. Die Elimination von “—” liefert

=(=p V@)V (=mpV —q).
3. Die Umrechnung auf Negations-Normalform liefert

(pA—q)V(pV )
4. Durch “Ausmultiplizieren” erhalten wir

eV PV-g)A(-gV(pV—q)
5. Die Uberfithrung in die Mengen-Schreibweise ergibt zunichst als Klauseln die beiden Mengen

{p,p,—q} und {-q,p,—q}.

Da die Reihenfolge der Elemente einer Menge aber unwichtig ist und aulerdem eine Menge
jedes Element nur einmal enthilt, stellen wir fest, dass diese beiden Klauseln gleich sind.
Fassen wir jetzt die Klauseln noch in einer Menge zusammen, so erhalten wir

{{p,~a}}-
Beachten Sie, dass sich die Formel durch die Uberfithrung in Mengen-Schreibweise noch

einmal deutlich vereinfacht hat.

Damit ist die Formel in KNF {iiberfiihrt.

3.4.3 Berechnung der konjunktiven Normalform in SetlX
Wir geben nun eine Reihe von Prozeduren an, mit deren Hilfe sich eine gegebene Formel f in
konjunktive Normalform iiberfiihren 148t. Wir beginnen mit einer Prozedur

elimGdw : F — F

die die Aufgabe hat, eine vorgegebene aussagenlogische Formel f in eine dquivalente Formel umzu-
formen, die den Junktor “+»” nicht mehr enthélt. Die Funktion elimGdw(f) wird durch Induktion
iiber den Aufbau der aussagenlogischen Formel f definiert. Dazu stellen wir zunéchst rekursive
Gleichungen auf, die das Verhalten der Funktion elimGdw() beschreiben:

1. Hat f die Form f = T oder f = 1, oder wenn f eine Aussage-Variable p ist, so ist nichts zu
tun:

(a) elimGdw(T) =T.
(b) elimGdw(Ll) = L.
(c) elimGdw(p) =p fiir alle p € P.
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. Hat f die Form f = —g, so eliminieren wir den Junktor “+” aus der Formel g:

elimGdw(—g) = —elimGdw(g).

. Im Falle f = g1 A g2 eliminieren wir den Junktor “+” aus den Formeln g; und go:

elimGdw(g; A g2) = elimGdw(g1) A elimGdw(gz).

. Im Falle f = g1 V g2 eliminieren wir den Junktor “” aus den Formeln g; und gs:

elimGdw(g; V g2) = elimGdw(g;) V elimGdw(gz).

. Im Falle f = g1 — g2 eliminieren wir den Junktor “4+” aus den Formeln g; und gs:

elimGdw(g; — g2) = elimGdw(g;) — elimGdw(gz).

. Hat f die Form f = g1 < g2, so benutzen wir die Aquivalenz

(91 ¢ g2) < ((91 = g2) A (g2 — g1)).
Das fiihrt auf die Gleichung:
elimGdw(g; <> g2) = elimGdw((g1 — g2) A (g2 — g1))-

Der Aufruf von elimGdw auf der rechten Seite der Gleichung ist notwendig, denn der Junktor
“+” kann ja noch in g; und gs auftreten.

Abbildung 3.4 auf Seite 54 zeigt die Implementierung der Prozedur elimGdw.
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elimGdw := procedure(f) {
switch {
case f ==
return 1;
case f ==
return O;
case isString(f):
return f;
case f(1) == "-":
return [ "-", elimGdw(£(2)) 1;
case f(2) == "x":
return [ elimGdw(£f(1)), "*", elimGdw(£f(3)) 1;
case f(2) == "+":
return [ elimGdw(£f(1)), "+", elimGdw(£f(3)) 1;
case f(2) == "->":
return [ elimGdw(£(1)), "->", elimGdw(£f(3)) 1;
case f(2) == "<->":
return elimGdw([[£(1), "->", £(3)], "x", [£(3), "->", £(1) 11);
default:
printErr("Fehler in elimGdw( $£f$ )" );

Abbildung 3.4: Elimination von <.

Als néchstes betrachten wir die Prozedur zur Elimination des Junktors “—”. Abbildung 3.5

auf Seite 55 zeigt die Implementierung. Die der Implementierung zu Grunde liegende Idee ist die
selbe wie bei der Elimination des Junktors “«+”. Der einzige Unterschied besteht darin, dass wir
jetzt die Aquivalenz
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(91— g2) <> (=91 V g2)

benutzen. Aulerdem kénnen wir schon voraussetzen, dass der Junktor “«»” bereits vorher elimi-
niert wurde. Dadurch entfillt ein Fall.

1 elimFolgt := procedure(f) {

2 switch {

3 case f ==

4 return 1;

5 case f ==

6 return O;

7 case isString(f):

8 return f;

9 case f(1) == "-":

10 return [ "-", elimFolgt(£(2)) 1;

11 case f(2) == "x":

12 return [ elimFolgt(£(1)), "*", elimFolgt(£(3)) 1;
13 case f(2) == "+":

14 return [ elimFolgt(£(1)), "+", elimFolgt(£(3)) 1;
15 case f(2) == "->":

16 return elimFolgt([["-", £(1)]1, "+", £(3)1);

17 default:

18 print("Fehler in elimFolgt( $£$ )" );

19 }

20 };

Abbildung 3.5: Elimination von —.

Als néchstes zeigen wir die Routinen zur Berechnung der Negations-Normalform. Abbildung
3.6 auf Seite 57 zeigt die Implementierung. Hier erfolgt die Implementierung durch die beiden
Prozeduren nnf und neg, die sich wechselseitig aufrufen. Dabei berechnet neg(f) die Negations-
Normalform von —f, wihrend nnf (f) die Negations-Normalform von f berechnet, es gilt also

neg(f) = nnf(~f).

Die eigentliche Arbeit wird dabei in der Funktion neg erledigt, denn dort kommen die beiden
DeMorgan’schen Gesetze

~(fAg) & (=fVag) und  =(fVg) < (=f Ag)

zur Anwendung. Wir beschreiben die Umformung in Negations-Normalform durch die folgenden
Gleichungen:

1. nnf(T)

2. nnf(L)=1

(
(
3. nnf(~f) = neg(f),
(
(

)

4. nnf(f1 A f2) = nnf(f1) A nnf(f2),

5. nnf(f1 V f2) =nnf(f1) V onf(fa).

Die Hilfsprozedur neg, die die Negations-Normalform von —f berechnet, spezifizieren wir ebenfalls
durch rekursive Gleichungen:

1. neg(T) =nnf(-T) = 1,
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N

L

neg(Ll) =nnf(-L1)=T,
neg(p) = nnf(—p) = —p fiir alle Aussage-Variablen p,
neg(—f) = nnf(——f) = nnf(f),
neg(f1 A fa)
= nnf(=(f1 A f2))
= nnf (ﬁ ﬁf2)
_ mnt(o) vant (o)
= neg(f1) Vneg(fa),
neg( \ f2)
= nnf(—' fiV fa )
= nnf(—| —'f2)
_ mnt(o) Amat (o)
= neg(f1) Aneg(fa).

Als letztes stellen wir die Prozeduren vor, mit denen die Formeln, die bereits in Negations-

1.

Normalform sind, ausmultipliziert und dadurch in konjunktive Normalform gebracht werden.
Gleichzeitig werden die zu normalisierende Formel dabei in die Mengen-Schreibweise transformiert,
d.h. die Formeln werden als Mengen von Mengen von Literalen dargestellt. Dabei interpretieren wir
eine Menge von Literalen als Disjunktion der Literale und eine Menge von Klauseln interpretieren
wir als Konjunktion der Klauseln. Abbildung 3.7 auf Seite 58 zeigt die Implementierung.

Zunéchst iiberlegen wir uns, wie wir T in der Mengen-Schreibweise darstellen kénnen. Da T
das neutrale Element der Konjunktion ist, haben wir die folgende Aquivalenz:

EiA-Aka AT & ki A Ak,

Sind nun ki, -- -, k, Klauseln, so hat die obige Aquivalenz in Mengen-Schreibweise die fol-
gende Form:

{I{/’l)'")k’rh—r} <~ {k17”'7kn}
Wir vereinbaren, dass diese Aquivalenz auch fiir n = 0 gelten soll. Dann haben wir
{T} < {0
in der der Mengen-Schreibweise interpretieren wir die leere Menge {} von Klauseln als T.

Die obigen Uberlegungen erkliren die Zeile 3 der Prozedur knf.

Als néichstes iiberlegen wir uns, wie wir L in der Mengen-Schreibweise darstellen konnen:
Da 1 das neutrale Element der Disjunktion ist, haben wir die folgende Aquivalenz:

LiVvV---VL, V1L LiV---VL,.

Sind nun L1, ---, L, Literale, so hat die obige Aquivalenz in Mengen-Schreibweise die fol-
gende Form:

{Llal"7L77/)J~} — {L17”'7L77,}
Wir vereinbaren, dass diese Aquivalenz auch fiir n = 0 gelten soll. Dann haben wir
{L} < {0
wir interpretieren also in der der Mengen-Schreibweise eine leere Menge {} von Literalen

als L. Diese leere Menge représentiert eine Klausel. Um die Formel | in KNF darzustellen,
erhalten wir den Ausdruck {{}}, denn eine Formel in KNF ist ja eine Menge von Klauseln.

Die obigen Uberlegungen erkliren die Zeile 4 der Prozedur knf.
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nnf := procedure(f) {
switch {
case f ==
return 1;
case f ==
return O;
case isString(f):
return f;
case f(1) == "-":
return neg( £(2) );
case f(2) == "x":
return [ nnf(£(1)), "x", nnf(£f(3)) 1;
case f(2) == "+":
return [ nnf(£f(1)), "+", nnf(£f(3)) 1;
default:
print("Fehler in nnf( $£$ )" );

};

neg := procedure(f) {
switch {
case f ==
return O;
case f ==
return 1;
case isString(f):
return [ "-", f ];
case f(1) == "-":
return nnf ( £(2) );
case f(2) == "x":
return [ neg(£f(1)), "+", neg(£f(3)) 1;
case f(2) == "+":
return [ neg(£(1)), "*", neg(£(3)) 1;
default:
print("Fehler in neg( $£$ )" );

Abbildung 3.6: Berechnung der Negations-Normalform.

3. Falls die Formel f, die wir in KNF transformieren wollen, eine Aussage-Variable ist, so
transformieren wir f zunichst in eine Klausel. Das liefert {f}. Da eine KNF eine Menge von
Klauseln ist, ist die KNF dann {{f}} Dieses Ergebnis geben wir in Zeile 5 zuriick.

4. Falls die Formel f, die wir in KNF transformieren wollen, die Form
f=-g

hat, so muss g eine Aussage-Variable sein, denn f ist ja in Negations-Normalform. Damit
kénnen wir f in eine Klausel transformieren, indem wir {—g}, also {f} schreiben. Da eine
KNF eine Menge von Klauseln ist, ist dann {{ f }} das Ergebnis, das wir in Zeile 6 zuriick
geben.

5. Falls f = f1 A fo ist, transformieren wir zundchst f; und f; in KNF. Dabei erhalten wir
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knf(f1) = {h1, - ,hm} und knf(fo) ={k1, -, kn}

Dabei sind die h; und die k; Klauseln. Um nun die KNF von f; A f2 zu bilden, reicht es aus,
die Vereinigung dieser beiden Mengen zu bilden, wir haben also

knf(f1 A\ fg) = knf(fl) U knf(fg).

Das liefert Zeile 7 der Implementierung.

. Falls f = f1 V fs ist, transformieren wir zunéchst f; und fo in KNF. Dabei erhalten wir

knf(f1) ={h1,"-+ hm} und knf(f2) = {ki, -~ kn}.

Dabei sind die h; und die k; Klauseln. Um nun die KNF von f; V fa zu bilden, rechnen wir
wie folgt:

iV fa

< (A Ahp)V(kr A ANky)

< (MVEk) AN - A (hmVEk) A
(hiVky,) AN -+ A (hmVky,)

o {hiVkjie{l,---,m}je(l,--,n}}

Beriicksichtigen wir noch, dass Klauseln in der Mengen-Schreibweise als Mengen von Lite-
ralen aufgefafit werden, die implizit disjunktiv verkniipft werden, so kénnen wir fiir h; V k;
auch h; U k; schreiben. Insgesamt erhalten wir damit

knf(f1V f2) = {hUk|h €knf(f1) A k € knf(fs)}.

Das liefert die Zeile 8 der Implementierung der Prozedur knf.
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knf := procedure(f) {
switch {

case f ==
return {};

case f ==
return { {} };

case isString(f):
return { { £ } };

case f(1) == "-":
return { { £ } };
case f(2) == "x":
return knf (£(1)) + knf(£(3));
case f(2) == "+":
return { k1 + k2 : k1 in knf(£(1)), k2 in knf(£(3)) };
default:

print("Fehler in knf( $£$ )" );

Abbildung 3.7: Berechnung der konjunktiven Normalform.

Zum Abschluf} zeigen wir in Abbildung 3.8 auf Seite 59 wie die einzelnen Funktionen zusam-

menspielen.
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1 normalize := procedure(f) {

2 nl := elimGdw(f);

3 n2 := elimFolgt(nl);
4 n3 := nnf(n2);

5 n4d := knf(n3);

6 return né4;

7 };

Abbildung 3.8: Normalisierung einer Formel

3.5 Der Herleitungs-Begriff

Ist {f1, -, fn} eine Menge von Formeln, und g eine weitere Formel, so kénnen wir uns fragen, ob
die Formel g aus f1, - -, fn folgt, ob also

':fl/\"'/\fn_>g

gilt. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, diese Frage zu beantworten. Ein Verfahren kennen wir
schon: Zunéchst {iberfithren wir die Formel f; A --- A f,, — ¢ in konjunktive Normalform. Wir
erhalten dann eine Menge {ki, -, k,} von Klauseln, deren Konjunktion zu der Formel

Jinh--Nfn—g
dquivalent ist. Diese Formel ist nun genau dann eine Tautologie, wenn jede der Klauseln k1, - - -,
k,, trivial ist.
Das oben dargestellte Verfahren ist aber sehr aufwendig. Wir zeigen dies an Hand eines Beispiels

und wenden das Verfahren an, um zu entscheiden, ob p — r aus den beiden Formeln p — ¢ und
q — r folgt. Wir bilden also die konjunktive Normalform der Formel

hi=p—=>q9ANg—r)—>p—>r
und erhalten
(pV-pVrV-r)A(~qV-pVrV-r)A(—gV-pVgVr)A(pV-pVqVr).

Zwar konnen wir jetzt sehen, dass die Formel h eine Tautologie ist, aber angesichts der Tatsache,
dass wir mit bloBem Auge sehen, dass p — r aus den Formeln p — ¢ und ¢ — r folgt, ist die
Rechnung doch sehr miithsam.

Wir stellen daher nun eine weiteres Verfahren vor, mit dessen Hilfe wir entscheiden koénnen,
ob eine Formel aus einer gegebenen Menge von Formeln folgt. Die Idee bei diesem Verfahren ist
es, die Formel f mit Hilfe von Schluss-Regeln aus den gegebenen Formeln fi,-- -, f,, herzuleiten.
Das Konzept einer Schluss-Regel wird in der nun folgenden Definition festgelegt.

Definition 10 (Schluss-Regel) Eine Schluss-Regel ist eine Paar ({f1,---, fn}, k). Dabei ist
{f1, -, fn} eine Menge von Formeln und k ist eine einzelne Formel. Die Formeln fi, ---, fn
bezeichnen wir als Prdmissen, die Formel k heifit die Konklusion der Schluss-Regel. Ist das Paar
({f1,--, fn}, k) eine Schluss-Regel, so schreiben wir dies als:
fi = fn
k

Wir lesen diese Schluss-Regel wie folgt: “Aus f1, -+, fn kann auf k geschlossen werden.” m|

Beispiele fiir Schluss-Regeln:
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Modus Ponens: | Modus Tollens: Modus Tollendo Tollens:

p p—4q -q p—4q -p p—4q

q -p -q

Die Definition der Schluss-Regel schrankt zunéchst die Formeln, die als Pramissen bzw. Konklusion
verwendet werden konnen, nicht weiter ein. Es ist aber sicher nicht sinnvoll, beliebige Schluss-
Regeln zuzulassen. Wollen wir Schluss-Regeln in Beweisen verwenden, so sollten die Schluss-Regeln
in dem in der folgenden Definition erklérten Sinne korrekt sein.

Definition 11 (Korrekte Schluss-Regel) Eine Schluss-Regel
fioo fa

k
ist genau dann korrekt, wenn = f1 A -+ A fr, = k gilt. O

Mit dieser Definition sehen wir, dass die oben als “Modus Ponens” und “Modus Ponendo Tollens”
bezeichneten Schluss-Regeln korrekt sind, wahrend die als “Modus Tollendo Tollens” bezeichnete
Schluss-Regel nicht korrekt ist.

Im folgenden gehen wir davon aus, dass alle Formeln Klauseln sind. Einerseits ist dies keine
echte Einschrinkung, denn wir konnen ja jede Formel in eine dquivalente Menge von Klauseln
umrechnen. Andererseits haben viele in der Praxis auftretende aussagenlogische Probleme die
Gestalt von Klauseln. Daher stellen wir jetzt eine Schluss-Regel vor, in der sowohl die Préamissen
als auch die Konklusion Klauseln sind.

Definition 12 (Schnitt-Regel) Ist p eine aussagenlogische Variable und sind k7 und k2 Mengen
von Literalen, die wir als Klauseln interpretieren, so bezeichnen wir die folgende Schluss-Regel als
die Schnitt-Regel:

ki U{p} {-p}Uk2
k1 U ko

Die Schnitt-Regel ist sehr allgemein. Setzen wir in der obigen Definition fiir k1 = {} und k2 = {q}
ein, so erhalten wir die folgende Regel als Spezialfall:

{u{er  {pruig
{tu{g
Interpretieren wir nun die Mengen als Disjunktionen, so haben wir:
p  pVg
q

Wenn wir jetzt noch beriicksichtigen, dass die Formel —p V g dquivalent ist zu der Formel p — ¢,
dann ist das nichts anderes als der Modus Ponens. Die Regel Modus Tollens ist ebenfalls ein
Spezialfall der Schnitt-Regel. Wir erhalten diese Regel, wenn wir in der Schnitt-Regel k1 = {—q¢}
und kg = {} setzen.

Satz 13 Die Schnitt-Regel ist korrekt.

]

Beweis: Wir miissen zeigen, dass

E(kiVp)A(—pV k) = k1 Vks
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gilt. Dazu {iberfithren wir die obige Formel in konjunktive Normalform:
(k1 V) A (=pV k) = k1 V k2

ﬁ((kl V)A (—pV ke) )

(k1 Vp)V(-pVka)VEkVks
(mk1 A=p) V (D A—ka) V k1 V ko

V ki V ks

(_‘klvp\/kl\/kQ)/\(_‘kl\/_‘kQ\/kl\/kQ)/\(_‘p\/p\/kl\/kQ)/\(_‘p\/_‘kQ\/kl\/kQ)
TATATAT

r¢T ¢ ¢

~ T o

Definition 14 () Essei M eine Menge von Klauseln und f sei eine einzelne Klausel. Die Formeln
aus M bezeichnen wir als unsere Annahmen. Unser Ziel ist es, mit diesen Annahmen die Formel
f zu beweisen. Dazu definieren wir induktiv die Relation

MFEf.
Wir lesen “M F f7 als “M leitet f her”. Die induktive Definition ist wie folgt:
1. Aus einer Menge M von Annahmen kann jede der Annahmen hergeleitet werden:
Falls fe M ist, dann gilt M + f.

2. Sind k1 U {p} und {-p} U k2 Klauseln, die aus M hergeleitet werden kénnen, so kann mit
der Schnitt-Regel auch die Klausel k1 U ks aus M hergeleitet werden:

Falls sowohl M - ki U{p} als auch M F {-p} Uk gilt, dann gilt auch M + k; Uk,.
Dies ist die Schnitt-Regel. O

Beispiel: Um den Beweis-Begriff zu veranschaulichen geben wir ein Beispiel und zeigen

{ (-p.a}, (g~} {-a,0}, {a,p} } L.

Gleichzeitig zeigen wir an Hand des Beispiels, wie wir Beweise zu Papier bringen:

1. Aus {-p,q} und {—g¢, —p} folgt mit der Schnitt-Regel {—p, —p}. Wegen {—p,—p} = {-p}
schreiben wir dies als

{-p,q},{—~¢,—p} + {-p}.

Dieses Beispiel zeigt, dass die Klausel k1 U ks durchaus auch weniger Elemente enthalten
kann als die Summe ##k; + #ko. Dieser Fall tritt genau dann ein, wenn es Literale gibt, die
sowohl in k; als auch in ks vorkommen.

2. {—q,-p}, {p,~q} F {—q}.
3. {p,q}, {—q} + {p}.
4. {-p}, {p} = {}.

Als weiteres Beipiel zeigen wir nun, dass p — r aus p — ¢ und g — r folgt. Dazu iiberfithren wir
zunéchst alle Formeln in Klauseln:

knf(p = q) = {{-p.q}}, knf(¢—r)={{-g.r}}, knf(p—r)={{-pr}}.
Wir haben also M = { {-p,q}, {—q,7} } und miissen zeigen, dass

Mt {-p,r}
folgt. Der Beweis besteht aus einer einzigen Zeile:

{-p,q}, {~q,7} = {-p,7}.
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3.5.1 Eigenschaften des Herleitungs-Begriffs

Die Relation F hat zwei wichtige Eigenschaften:

Satz 15 (Korrektheit) Ist {ki,---,k,} eine Menge von Klauseln und k eine einzelne Klausel,
so haben wir:

Wenn {ky,---,k,} bk gilt, dann gilt auch ki A~ Ak, — k.

Beweis: Der Beweis verlduft durch eine Induktion nach der Definition der Relation +.

1. Fall: Es gilt {k1,---,k,} F k weil k € {kq,---, k,} ist. Dann gibt es also ein i € {1,---,n},
so dass k = k; ist. In diesem Fall miissen wir

kiAo Akn — K

zeigen, was ebenfalls offensichtlich ist.

2. Fall: Es gilt {k1,---,k,} F k weil es eine aussagenlogische Variable p und Klauseln g und h
gibt, so dass

{klvakn}kgu{p} und {klavkn}FgU{_‘p}
gilt und daraus haben wir mit der Schnitt-Regel auf
{klaakn}l_gUh

geschlossen mit k = g U h.

Nach Induktions-Voraussetzung haben wir dann
EkiA ANk, —gVp und Ek A Ak, — hV-p.
Wegen
E@Vvp)A(hV-p)—=gVI und k=gUh
folgt daraus die Behauptung. O

Die Umkehrung dieses Satzes gilt leider nur in abgeschwéchter Form und zwar dann, wenn k die
leere Klausel ist, also im Fall k = L.

Satz 16 (Widerlegungs-Vollstindigkeit) Ist {k1,---,k,} eine Menge von Klauseln, so haben
wir:

Wenn = ky A--- Ak, — L gilt, dann gilt auch {kq,---,kn} F {}.

Diesen Satz im Rahmen der Vorlesung zu beweisen wiirde zuviel Zeit kosten. Ein Beweis findet
sich beispielsweise in dem Buch von Schéning [Sch87].
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3.6 Das Verfahren von Davis und Putnam

In der Praxis stellt sich oft die Aufgabe, fiir eine gegebene Menge von Klauseln K eine Belegung
T der Variablen zu berechnen, so dass

eval(k,Z) = true fiirallek € K

gilt. In diesem Fall sagen wir auch, dass die Belegung Z eine Ldsung der Klausel-Menge K ist.
Wir werden in diesem Abschnitt ein Verfahren vorstellen, mit dem eine solche Aufgabe bearbeitet
werden kann. Dieses Verfahren geht auf Davis und Putnam [DLL62] zuriick. Verfeinerungen dieses
Verfahrens werden beispielsweise eingesetzt, um die Korrektheit digitaler elektronischer Schaltun-
gen nachzuweisen.

Um das Verfahren zu motivieren iiberlegen wir zunéchst, bei welcher Form der Klausel-Menge
K unmittelbar klar ist, ob es eine Belegung gibt, die K 16st und wie diese Belegung aussieht.
Betrachten wir dazu ein Beispiel:

Ki={{p}, {~d}, {r}, {=s}, {~t}}
Die Klausel-Menge K7 entspricht der aussagenlogischen Formel
pA—=g AT N\—s N\t
Daher ist K7 16sbar und die Belegung
Z = { (p,true), (q,false), (r,true), (s,false), (t,false) }
ist eine Losung. Betrachten wir eine weiteres Beispiel:
Ky ={ {}.{p}, {=d}, {r} }
Diese Klausel-Menge entspricht der Formel
LApA—-gATr.
Offensichtlich ist K5 unlosbar. Als letztes Beispiel betrachten wir
Ks = {{p}, {~a}, {-»}}.
Diese Klausel-Menge kodiert die Formel
PA=gA—p

Offenbar ist K3 ebenfalls unlosbar, denn eine Losung Z miifite p gleichzeitig wahr und falsch
machen. Wir nehmen die an den letzten drei Beispielen gemachten Beobachtungen zum Anlaf fiir
zwei Definitionen.

Definition 17 (Unit-Klausel) Eine Klausel k heifit Unit-Klausel, wenn k nur aus einem Literal
besteht. Es gilt dann

k={p} oder k={-p}
fiir eine Aussage-Variable p.

Definition 18 (Triviale Klausel-Mengen) Eine Klausel-Menge K heifit ¢rivial wenn einer der
beiden folgenden Félle vorliegt.

1. K enthilt die leere Klausel: {} € K.

In diesem Fall ist K offensichtlich unlosbar.

2. K enthélt nur Unit-Klausel mit verschiedenen Aussage-Variablen. Bezeichnen wir die Menge
der aussagenlogischen Variablen mit P, so schreibt sich diese Bedingung als

VkeK :card(k)=1 und VpeP:-({p} € K A{-p}eK).
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Dann ist

Z = {(p.true) | {p} € K} U {(p,false) | {-p} € K}

eine Losung von K.

Wie koénnen wir nun eine Menge von Klauseln so vereinfachen, dass die Menge schliellich nur
noch aus Unit-Klauseln besteht? Es gibt drei Moglichkeiten, Klauselmengen zu vereinfachen:

1. Schnitt-Regel
2. Subsumption

3. Fallunterscheidung

Wir betrachten diese Moglickeiten jetzt der Reihe nach.

3.6.1 Vereinfachung mit der Schnitt-Regel

Eine typische Anwendung der Schnitt-Regel hat die Form:

krU{p} {-p}Uk,
k1 Uko

Die hierbei erzeugte Klausel k1 U k2 wird in der Regel mehr Literale enthalten als die Pramissen
k1 U {p} und {-p} U ky. Enthilt die Klausel k; U {p} insgesamt m + 1 Literale und enthélt die
Klausel {ﬁp} Uks insgesamt n—+ 1 Literale, so kann die Konklusion k; Uky insgesamt m+n Literale
enthalten. Natiirlich kénnen es auch weniger Literale sein, und zwar dann, wenn es Literale gibt,
die sowohl in k; als auch in ko auftreten. Im allgemeinen ist m—+n grofler als m—+1 und als n+1. Die
Klauseln wachsen nur dann sicher nicht, wenn entweder n = 0 oder m = 0 ist. Dieser Fall liegt vor,
wenn einer der beiden Klauseln nur aus einem Literal besteht und folglich eine Unit-Klausel ist.
Da es unser Ziel ist, die Klausel-Mengen zu vereinfachen, lassen wir nur solche Anwendungen der
Schnitt-Regel zu, bei denen eine der Klausel eine Unit-Klausel ist. Solche Schnitte bezeichnen wir
als Unit-Schnitte. Um alle mit einer gegebenen Unit-Klausel {/} moglichen Schnitte durchfiihren
zu konnen, definieren wir eine Funktion

unitCut : 2K x £ — 2K

so, dass fiir eine Klausel-Menge K und eine Unit-Klausel {/} die Funktion unitCut(K,l) die
Klausel-Menge K soweit wie moglich mit Unit-Schnitten mit der Klausel {l} vereinfacht:

unitCut(K, 1) = {kz\{T} ’ ke K}

3.6.2 Vereinfachung durch Subsumption

Das Prinzip der Subsumption demonstrieren wir zunéchst an einem Beispiel. Wir betrachten

K={{p.q,~r},{p}} UM.

Offenbar impliziert die Klausel {p} die Klausel {p, ¢, —r}, immer wenn {p} erfiillt ist, ist automa-
tisch auch {q, p, —r} erfiillt, denn es gilt

Ep—qVpV-r
Allgemein sagen wir, dass eine Klausel k von einer Unit-Klausel v subsumiert wird, wenn
uCk

gilt. Ist K eine Klausel-Menge mit ¥ € K und v € K und wird k durch » subsumiert, so kénnen
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wir K durch Unit-Subsumption zu K — {k} vereinfachen, indem wir die Klausel k aus K 16schen.
Allgemein definieren wir eine Funktion

subsume : 2K x £ — 2K

die eine gegebene Klauselmenge K, die die Unit-Klausel {I} enthélt, mittels Subsumption dadurch
vereinfacht, dass alle durch {I} subsumierten Klauseln aus K geldscht werden. Die Unit-Klausel
{1} behalten wir natiirlich. Daher definieren wir:

subsume(K,1) = (K\{ke K |lek})u{{l}} ={ke K |l¢k}u{{l}}.

In der obigen Definition muss {I} in das Ergebnis eingefiigt werden, weil die Menge {k € K || & k}
die Unit-Klausel {I} nicht enthélt.

3.6.3 Vereinfachung durch Fallunterscheidung

Ein Kalkiil, der nur mit Unit-Schnitten und Subsumption arbeitet, ist nicht widerlegungs-vollstdndig.
Wir brauchen daher eine weitere Moglichkeit, Klausel-Mengen zu vereinfachen. Eine solche Moglich-
keit bietet das Prinzip der Fallunterscheidung. Dieses Prinzip basiert auf dem folgenden Satz.

Satz 19 Ist K eine Menge von Klauseln und ist p eine aussagenlogische Variable, so ist K genau
dann erfiillbar, wenn K U {{p}} oder K U {{-p}} erfiillbar ist.

Beweis: Ist K erfiillbar durch eine Belegung Z, so gibt es fiir Z(p) zwei Moglichkeiten: Falls Z(p) =
true ist, ist damit auch die Menge K U {{p}} erfiillbar, andernfalls ist K U {{-p}} erfiillbar.

Da K sowohl eine Teilmenge von K U {{p}} als auch von K U {{-p}} ist, ist klar, dass K
erfiillbar ist, wenn eine dieser Mengen erfiillbar sind. m|

Wir kénnen nun eine Menge K von Klauseln dadurch vereinfachen, dass wir eine aussagenlo-
gische Variable p wihlen, die in K vorkommt. Anschlieflend bilden wir die Mengen

K, :=KU {{p}} und Kp:=KU {{ﬂp}}

und untersuchen rekursiv ob K erfiillbar ist. Falls wir eine Losung fiir K; finden, ist dies auch
eine Losung fiir die urspriingliche Klausel-Menge K und wir haben unser Ziel erreicht. Andernfalls
untersuchen wir rekursiv ob K erfiillbar ist. Falls wir nun eine Losung finden, ist dies auch eine
Losung von K und wenn wir fiir Ky keine Losung finden, dann hat auch K keine Losung. Die
rekursive Untersuchung von K bzw. K ist leichter, weil ja wir dort mit den Unit-Klausel {p}
bzw. {—p} zunichst Unit-Subsumption und anschliefilend Unit-Schnitte durchfithren kénnen.

3.6.4 Der Algorithmus

Wir kénnen jetzt den Algorithmus von Davis und Putnam skizzieren. Gegeben sei eine Menge K
von Klauseln. Gesucht ist dann eine Losung von K. Wir suchen also eine Belegung 7, so dass gilt:

Z(k) = true fir alle k € K.

Das Verfahren von Davis und Putnam besteht nun aus den folgenden Schritten.

1. Fiihre alle Unit-Schnitte aus, die mit Klauseln aus K moglich sind und fiihre zusétzlich alle
Unit-Subsumptionen aus.

2. Falls K nun trivial ist, sind wir fertig.
3. Andernfalls wéihlen wir eine aussagenlogische Variable p, die in K auftritt.

(a) Jetzt versuchen wir rekursiv die Klausel-Menge

KU {{p}}

zu 16sen. Falls diese gelingt, haben wir eine Lésung von K.
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(b) Andernfalls versuchen wir die Klausel-Menge

KU {{-p}}

zu losen. Wenn auch dies fehlschligt, ist K unlosbar, andernfalls haben wir eine Losung
von K.

Fiir die Implementierung ist es zweckméfig, die beiden oben definierten Funktionen unitCut() und
subsume() zusammen zu fassen. Wir definieren eine Funktion

reduce : 28 x £ — 2K
wie folgt:

reduce(K,l) = {k\{l} |ke KAlek} U{keK|l¢kAl&k}U{{I}}.

Die Menge enthélt also einerseits die Ergebnisse von Schnitten mit der Unit-Klausel {I} und
andererseits nur noch die Klauseln k, die mit ! nichts zu tun haben weil weder | € k noch [ € k
gilt. Auflerdem fiigen wir auch noch die Unit-Klausel {I} hinzu. Dadurch erreichen wir, dass die
beiden Mengen K und reduce(K, 1) logisch dquivalent sind, wenn wir dieses Mengen als Formeln
in konjunktiver Normalform interpretieren.

3.6.5 Ein Beispiel

Zur Veranschaulichung demonstrieren wir das Verfahren von Davis und Putnam an einem Beispiel.
Die Menge K sei wie folgt definiert:

K = {{p.a;s}, {=p.r,~t}, {r,s}, {~rq,p},
{=s,p}, {=w,—q,s, -1}, {p,~q, s}, {-r, s}, {-w, ﬁS}}-

Wir zeigen nun mit dem Verfahren von Davis und Putnam, dass K nicht 16sbar ist. Da die Menge
K keine Unit-Klauseln enthélt, ist im ersten Schritt nichts zu tun. Da K nicht trivial ist, sind wir
noch nicht fertig. Also gehen wir jetzt zu Schritt 3 und wihlen eine aussagenlogische Variable,
die in K auftritt. An dieser Stelle ist es sinnvoll eine Variable zu wéhlen, die in moglichst vielen
Klauseln von K auftritt. Wir wihlen daher die aussagenlogische Variable p.

1. Zunéchst bilden wir jetzt die Menge
Ko := KU {{p}}
und versuchen, diese Menge zu 16sen. Dazu bilden wir jetzt
Ky = reduce(Ko,p) = { {r,~t}, {r.s}, {=r.a}, {~a,5, 77}, {-r,=s}, {=s}, {v} }-

Die Klausel-Menge K; enthilt die Unit-Klausel {—s}, so dass wir als néichstes mit dieser
Klausel reduzieren kénnen:

Ky = reduce(Kl, —|s) = {{7’, =t} {r}, {-r.q}, {—~q, 1}, {-s}, {p}}

Hier haben wir nun die neue Unit-Klausel {r}, mit der wir als néchstes reduzieren:

Ky 1= reduce(K, ) = {{r}, {a}, {~a}, {~s}, {n}}

Da K3 die Unit-Klausel {q} enthilt, reduzieren wir jetzt mit g:

Ky = reduce(K, q) = {{r}, {a}, {}, {~s}, {p}}.

Die Klausel-Menge K4 enthilt die leere Klausel und ist damit unlésbar.

2. Also bilden wir jetzt die Menge
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K5 := KU {{-p}}

und versuchen, diese Menge zu l6sen. Dazu bilden wir

K = reduce(Ks, -p) = {{a 5}, {r,s}, {=s}, {-a,5}, {-r, s}, {-p} }.
Die Menge K¢ enthélt die Unit-Klausel {—s}. Wir bilden daher

K; = reduce(Kg, ﬁs) = {{q}, {r}, {=s}, {—a}, {-p} }

Die Menge K7 enthélt die neue Unit-Klausel {¢q}, mit der wir als niichstes reduzieren:

Ky = reduce(Kr, q) = {{a}, {r}, {=s}, (1, (-} }.

Da Ky die leere Klausel enthélt, ist Kg und damit auch die urspriinglich gegebene Menge K
unlosbar.

3.6.6 Implementierung des Algorithmus von Davis und Putnam

Wir zeigen jetzt die Implementierung der Prozedur davisPutnam, mit der die Frage, ob eine Menge
von Klauseln erfiillbar ist, beantwortet werden kann. Die Implementierung ist in Abbildung 3.9
auf Seite 68 gezeigt. Die Prozedur erhilt zwei Argumente: clauses und literals. clauses ist
eine Menge von Klauseln und literals ist eine Menge von Literalen. Falls die Vereinigung dieser
beiden Mengen erfiillbar ist, so liefert der Aufruf davisPutnam(clauses, literals) eine Menge
von Unit-Klauseln r, so dass jede Belegung Z, die alle Unit-Klauseln aus r erfiillt, auch die Menge
clauses U literals erfiillt. Falls die Menge clauses U literals nicht erfiillbar ist, liefert der
Aufruf davisPutnam(Clauses, Literals) als Ergebnis die Menge {{}} zuriick, denn die leere
Klausel représentiert die unerfiillbare Formel L.

Sie fragen sich vielleicht, wozu wir in der Prozedur davisPutnam die Menge 1iterals brauchen.
Der Grund ist, dass wir uns bei den rekursiven Aufrufen merken miissen, welche Literale wir schon
benutzt haben. Diese Literale sammeln wir in der Menge literals.

Die in Abbildung 3.9 gezeigte Implementierung funktioniert wie folgt:

1. In Zeile 2 reduzieren wir solange wie moglich die gegebene Klausel-Menge mit Hilfe von
Unit-Schnitten und entfernen solche Klauseln die durch Unit-Klauseln subsumiert werden.

2. Anschlielend testen wir in Zeile 3, ob die so vereinfachte Klausel-Menge die leere Klausel
enthélt und geben in diesem Fall als Ergebnis die Menge {{}} zuriick.

3. Dann testen wir in Zeile 6, ob bereits alle Klauseln ¢ aus der Menge clauses Unit-Klauseln
sind. Wenn dies so ist, dann ist die Menge clauses trivial und wir geben diese Menge als
Ergebnis zuriick.

4. Andernfalls wihlen wir in Zeile 9 ein Literal [ aus der Menge clauses, dass wir noch nicht
benutzt haben. Wir untersuchen dann in Zeile 10 rekursiv, ob die Menge

clauses U {{1}}
l6sbar ist. Dann gibt es zwei Félle:
(a) Falls diese Menge 15sbar ist, geben wir die Losung dieser Menge als Ergebnis zuriick.
(b) Somst priifen wir rekursiv, ob die Menge
clauses U {{—|1}}

16sbar ist.
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1 davisPutnam := procedure(clauses, literals) {

2 clauses := saturate(clauses);

3 if ({} in clauses) {

4 return { {} };

5 }

6 if (forall (c in clauses | #c == 1)) {

7 return clauses;

8 }

9 1 := selectliteral(clauses, literals);

10 r := davisPutnam(clauses + { {1} }, literals + { 1 });
11 if (r'={ {3} B {

12 return r;

13 }

14 notL := negateliteral(l);

15 return davisPutnam(clauses + { {notL} }, literals + { notL });
16 };

Abbildung 3.9: Die Prozedur davisPutnam.

Wir diskutieren nun die Hilfsprozeduren, die bei der Implementierung der Prozedur davisPutnam
verwendet wurden. Als erstes besprechen wir die Funktion saturate. Diese Prozedur erhéilt eine
Menge s von Klauseln als Eingabe und fiihrt alle méglichen Unit-Schnitte und Unit-Subsumptionen
durch. Die Prozedur saturate ist in Abbildung 3.10 auf Seite 68 gezeigt.

1 saturate := procedure(s) {

2 units := { k in s | #k == 1 };
3 used := {};

4 while (units !'= {}) {

5 unit := arb(units);

6 used := used + { unit };

7 1 := arb(unit) ;

8 s := reduce(s, 1);

9 units := { k in s | #k == 1 } - used;
10 }

11 return s;

12 };

Abbildung 3.10: Die Prozedur saturate.

Die Implementierung von saturate funktioniert wie folgt:

1. Zuné&chst berechnen wir in Zeile 2 die Menge units aller Unit-Klauseln.

2. Dann initialisieren wir in Zeile 3 die Menge used als die leere Menge. In dieser Menge mer-
ken wir uns, welche Unit-Klauseln wir schon fiir Unit-Schnitte und Subsumptionen benutzt
haben.

3. Solange die Menge units der Unit-Klauseln nicht leer ist, wihlen wir in Zeile 5 eine beliebige
Unit-Klausel unit aus.

4. In Zeile 6 fiigen wir die Klausel unit zu der Menge used der benutzten Klausel hinzu.

5. In Zeile 7 extrahieren mit arb das Literal 1 der Klausel unit.
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6. In Zeile 8 wird die eigentliche Arbeit durch einen Aufruf der Prozedur reduce geleistet.

7. Dabei konnen jetzt neue Unit-Klauseln entstehen, die wir in Zeile 9 aufsammeln. Wir sam-
meln dort aber nur die Unit-Klauseln auf, die wir noch nicht benutzt haben.

8. Die Schleife in den Zeilen 4 — 10 wird nun solange durchlaufen, wie wir Unit-Klauseln finden,
die wir noch nicht benutzt haben.

Die dabei verwendete Prozedur reduce() ist in Abbildung 3.11 gezeigt. Im vorigen Abschnitt
hatten wir die Funktion reduce(K, 1), die eine Klausel-Menge K mit Hilfe des Literals [ reduziert,
als

reduce(K,l) = {K\{l} |k e KAlek} U {keK|lgkAlgk}U{{l}}

definiert. Die Implementierung setzt diese Definition unmittelbar um.

1 reduce := procedure(s, 1) {

2 notl := negateLiteral(l);

3 return { k - {notL } : k in s | notL in k }
4 +{k in s | 'notL in k && '1 in k }
5 + { {1} };

6 };

Abbildung 3.11: Die Prozedur reduce.

Die Implementierung des Algorithmus von Davis und Putnam benutzt aufler den bisher disku-
tierten Prozeduren noch zwei weitere Hilfsprozeduren, deren Implementierung in Abbildung 3.12
auf Seite 69 gezeigt wird.

1. Die Prozedur selectLiteral wihlt ein beliebiges Literal aus einer gegeben Menge s von
Klauseln aus, das aulerdem nicht in der Menge forbidden von Literalen vorkommen darf,
die bereits benutzt worden sind. Dazu werden alle Klauseln, die ja Mengen von Literalen sind,
vereinigt. Von dieser Menge wird dann die Menge der bereits benutzten Literalen abgezogen
und aus der resultierenden Menge wird mit Hilfe der Funktion arb() ein Literal ausgewiihlt.

2. Die Prozedur negateLiteral bildet die Negation [ eines gegebenen Literals I. Um die Im-
plementierung zu verstehen, miissen Sie sich erinnern, dass ein Literal der Form —p als Liste
der Form [ "-", p ] dargestellt wird. Falls das Literal [ die Form —p hat, wird aber statt
der Formel ——p das Literal p zuriickgegeben.

1 selectLiteral := procedure(s, forbidden) {
2 return arb(+/ s - forbidden);
3 };

4

5 negatelLiteral := procedure(l) {

6 if (A1) == "-") {

7 return 1(2);

s } else {

9 return [ "-", 1 1;

10 }

11 };

Abbildung 3.12: Die Prozeduren select und negateLiteral.
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Die oben dargestellte Version des Verfahrens von Davis und Putnam 148t sich in vielerlei
Hinsicht verbessern. Aus Zeitgriinden kénnen wir auf solche Verbesserungen leider nicht weiter
eingehen. Der interessierte Leser sei hier auf [MMZ™01] verwiesen.

Chaff: Engineering an Efficient SAT Solver
von M. Moskewicz, C. Madigan, Y. Zhao, L. Zhang, S. Malik

3.7 Das 8-Damen-Problem

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie bestimmte kombinatorische Problem in aussagenlogische Pro-
bleme umformuliert werden kénnen. Diese konnen dann anschliefend mit dem Algorithmus von
Davis und Putnam bzw. mit Verbesserungen dieses Algorithmus gelost werden. Als konkretes Bei-
spiel betrachten wir das 8-Damen-Problem. Dabei geht es darum, 8 Damen so auf einem Schach-
Brett aufzustellen, dass keine Dame eine andere Dame schlagen kann. Beim Schach-Spiel kann
eine Dame dann eine andere Figur schlagen falls diese Figur entweder

e in der selben Zeile,
e in der selben Spalte, oder

e in der selben Diagonale

steht. Abbildung 3.13 auf Seite 70 zeigt ein Schachbrett, in dem sich in der dritten Zeile in der
vierten Spalte eine Dame befindet. Diese Dame kann auf alle die Felder ziehen, die mit Pfeilen
markierte sind, und kann damit Figuren, die sich auf diesen Feldern befinden, schlagen.

AN /
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Abbildung 3.13: Das 8-Damen-Problem.

Als erstes iiberlegen wir uns, wie wir ein Schach-Brett mit den darauf positionierten Damen
aussagenlogisch représentieren konnen. Eine Moglichkeit besteht darin, fiir jedes Feld eine aussa-
genlogische Variable einzufiithren. Diese Variable driickt aus, dass auf dem entsprechenden Feld
eine Dame steht. Wir ordnen diesen Variablen wie folgt Namen zu: Die Variable, die das j-te Feld
in der i-ten Zeile bezeichnet, erhélt den Namen

pij miti,je{l,---,8}.
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Wir numerieren die Zeilen dabei von oben beginnend von 1 bis 8 durch, wihrend die Spalten von
links nach rechts numeriert werden. Abbildung 3.14 auf Seite 71 zeigt die Zuordnung der Variablen
zu den Feldern.

pll | pl2 | pl3 | pl4 | pl5 | pl6 | pl7 | pl8

p21 | p22 | p23 | p24 | p25 | p26 | p27 | p28

p3l | p32 | p33 | p34 | p35 | p36 | p37 | p38

p4l | p42 | p43 | p44 | pd5 | p46 | pd7 | p48

pbl | pb2 | pb3 | pb4d | pd5 | pb6 | pb7 | ph8

p6l | p62 | p63 | p64 | p65 | p66 | p67 | p68

p7l | p72 | p73 | p74d | p75 | p76 | p77 | pT8

p81 | p82 | p83 | p84 | p85 | p86 | p87 | p88

Abbildung 3.14: Zuordnung der Variablen.

Um die obigen Uberlegungen in SetIX umzusetzen, implementieren wir die Prozedur createBoard(),
die eine Liste von Listen von Variablen berechnet, die das oben gezeigte Schach-Brett reprisen-
tieren. Abbildung 3.15 auf Seite 71 zeigt die Implementierung.

1 createBoard := procedure(n) {
2 return [ [ "p" + i+ j : jin [1..n] ] : 1 in [1..n] ];
3 };

Abbildung 3.15: Die Prozeduren createBoard und createRow.

Um zu verstehen, wie diese Prozedur funktioniert, rufen wir sie mit dem Parameter 8 auf um
die Représentation eines Schach-Bretts zu erzeugen. Wir erhalten dann das folgende Ergebnis:

[ ["pii", "pi2", "p13", "pl4", "pi5", "pl6", "pi7", "p18"],
["p21", "p22", "p23", "p24", "p25", "p26", "p27", "p28"],
["p31", "p32", "p33", "p34", "p35", "p36", "p37", "p38"l,
["pa1", "p42", "p43", "p4d", "pd5", "p46", "pd7", "p4s"l,
["p51", "p52", "p53", "p54", "p55", "p56", "p57", "ps8"l,
["p61", "p62", "p63", "p64", "p65", "p66", "p67", "p68"l,
["p71", "p72", "p73", "p74", "p75", "p76", "p77", "p78"1,
["p81", "p82", "p83", "ps4", "p85", "p86", "p87", "p8s"] ]

Wir sehen, dass das Brett als eine Liste dargestellt wird. Diese Liste enthélt 8 Elemente, die
ihrerseits Listen von Variablen sind und jeweils eine Zeile des Schach-Bretts darstellen.

Als néchstes iiberlegen wir uns, wie wir die einzelnen Bedingungen des 8-Damen-Problems als
aussagenlogische Formeln kodieren kénnen. Letztlich lassen sich alle Aussagen der Form

e “In einer Zeile steht hochstens eine Dame”,
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e “In einer Spalte steht hochstens eine Dame”, oder

e “In einer Diagonale steht hochstens eine Dame”

auf das selbe Grundmuster zuriickfiithren: Ist eine Menge von aussagenlogischen Variablen
V= {xla"';xn}

gegeben, so brauchen wir eine Formel die aussagt, dass hGchstens eine der Variablen aus V' den
Wert true hat. Das ist aber gleichbedeutend damit, dass fiir jedes Paar z;,2; € V mit z; # z;
die folgende Formel gilt:

_|(l‘i A $j).

Diese Formel driickt aus, dass die Variablen x; und z; nicht gleichzeitig den Wert true annehmen.
Nach den DeMorgan’schen Gesetzen gilt

ﬁ(l‘i A\ .Z‘j) < x; Vox
und die Formel auf der rechten Seite dieser Aquivalenz schreibt sich in Mengen-Schreibweise als
{—z;, ~x;}.

Die Formel, die fiir eine Variablen-Menge V' ausdriickt, dass keine zwei verschiedenen Variablen
gleichzeitig gesetzt sind, kann daher als Klausel-Menge wie folgt geschrieben werden:

{{-p.~q} IpEV AgeV Ap#q}.

Wir setzen diese Uberlegungen in eine SetIX-Prozedur um. Die in Abbildung 3.16 gezeigte Proze-
dur atMost0One() bekommt als Eingabe eine Menge V' von aussagenlogischen Variablen. Der Aufruf
atMostOne(V') berechnet eine Menge von Klauseln. Diese Klauseln sind genau dann wahr, wenn
hochstens eine der Variablen aus V' den Wert true hat.

1 atMostOne := procedure(s) {
2 return { { [ "-", pl, [ "-", q]1 }:pins, qgqins | p !=q};
3 };

Abbildung 3.16: Die Prozedur atMost0One.

Mit Hilfe der Prozedur atMostOne kénnen wir nun die Prozedur atMostOneInRow implemen-
tieren. Der Aufruf

atMostOneInRow(board, row)

berechnet fiir ein gegebenes Brett board und eine Zahl row eine Formel die ausdriickt, dass in der
Zeile row hochstens eine Dame steht. Dabei wird natiirlich vorausgesetzt, das board eine Struk-
tur hat, wie wir Sie oben diskutiert haben. Eine solche Struktur kénnen wir mit der Prozedur
createBoard() erzeugen. Abbildung 3.17 zeigt die Prozedur atMostOneInRow(): Wir sammeln al-
le Variablen der durch row spezifizierten Zeile in der Menge

{board(row)(j) | j € {1,---,8}}

auf und rufen mit dieser Menge die Hilfs-Prozedur atMostOne() auf, die das Ergebnis als Menge
von Klauseln liefert.

Als néchstes berechnen wir eine Formel die aussagt, dass mindestens eine Dame in einer gege-
benen Spalte steht. Fiir die erste Spalte hétte diese Formel die Form

pllVp21 Vp3lVpd4l VpdlVp6lVp7lVp8l
und wenn allgemein eine Spalte ¢ mit ¢ € {1,---,8} gegeben ist, lautet die Formel

pleV p2cV p3cV pdeV pde V pbe V pTc V p8e.
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1 atMostOneInRow := procedure(board, row) {
2 return atMostOne({ board(row)(j) : j in [1 .. #board] });
3 };

Abbildung 3.17: Die Prozedur atMostOneInRow.

Schreiben wir diese Formel in der Mengenschreibweise als Menge von Klauseln, so erhalten wir

{{plc7 p2¢, p3c, pde, phe, pbe, pTe, p8ct }

Abbildung 3.18 zeigt eine SetIX-Prozedur, die fiir eine gegebene Spalte column die entsprechende
Klausel-Menge berechnet. Der Schritt, von einer einzelnen Klausel zu einer Menge von Klauseln
iiberzugehen ist notwendig, da unsere Implementierung des Algorithmus von Davis und Putnam
ja mit einer Menge von Klauseln arbeitet.

1 oneInColumn := procedure(board, column) {
2 return { { board(row) (column) : row in { 1 .. #board } } };
3 }s

Abbildung 3.18: Die Prozedur oneInColumn.

An dieser Stelle erwarten Sie vielleicht, dass wir als noch Formeln angeben die ausdriicken,
dass in einer gegebenen Spalte hichstens eine Dame steht und dass in jeder Reihe mindestens
eine Dame steht. Solche Formeln sind aber unnétig, denn wenn wir wissen, dass in jeder Spalte
mindestens eine Dame steht, so wissen wir bereits, dass auf dem Brett mindestens 8 Damen stehen.
Wenn wir nun zusétzlich wissen, dass in jeder Zeile hochstens eine Dame steht, so ist automatisch
klar, dass in jeder Zeile genau eine Dame stehen muf}, denn sonst kommen wir insgesamt nicht auf
8 Damen. Weiter folgt aus der Tatsache, dass in jeder Spalte eine Dame steht und daraus, dass es
insgesamt nicht mehr als 8 Damen sind, dass in jeder Spalte héchstens eine Dame stehen kann.

Als néchstes tliberlegen wir uns, wie wir die Variablen, die auf der selben Diagonale stehen, cha-
rakterisieren konnen. Es gibt grundsétzlich zwei verschiedene Arten von Diagonalen: absteigende
Diagonalen und aufsteigende Diagonalen. Wir betrachten zunéchst die aufsteigenden Diagonalen.
Die ldngste aufsteigende Diagonale, wir sagen dazu auch Hauptdiagonale, besteht aus den Varia-
blen

p8l, p72, p63, pd4, p4d, p36, p27, pls.

Die Indizes i und j dieser Variablen pij erfiillen offenbar die Gleichung
t+7=09.

Allgemein erfiillen die Indizes der Variablen einer aufsteigenden Diagonale die Gleichung
i+j=k,

wobei k einen Wert aus der Menge {3,---,15} annimmt. Diesen Wert k geben wir nun als Ar-
gument bei der Prozedur atMostOneInUpperDiagonal mit. Diese Prozedur ist in Abbildung 3.19
gezeigt.

Um zu sehen, wie die Variablen einer fallenden Diagonale charakterisiert werden konnen, be-
trachten wir die fallende Hauptdiagonale, die aus den Variablen

pll, p22, p33, pd4, pd5, p66, p77, p88
besteht. Die Indizes dieser Variablen ¢ und j dieser Variablen pij erfiillen offenbar die Gleichung

i—j=0.
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1 atMostOneInUpperDiagonal := procedure(board, k) {

2 n := #board;

3 s := { board(r)(c) : cin [1..n], rin [1..n] | r + ¢ == k };
4 return atMostOne(s);

5 };

Abbildung 3.19: Die Prozedur atMostOneInUpperDiagonal.

Allgemein erfiillen die Indizes der Variablen einer absteigenden Diagonale die Gleichung
i—j=k,

wobei k einen Wert aus der Menge {—6,---,6} annimmt. Diesen Wert k geben wir nun als Ar-
gument bei der Prozedur atMostOneInLowerDiagonal mit. Diese Prozedur ist in Abbildung 3.20
gezeigt.

1 atMostOneInLowerDiagonal := procedure(board, k) {

2 n := #board;

3 s := { board(r)(c) : cin [1..n], rin [1..n] | r - ¢c == k };
4 return atMostOne(s);

5 };

Abbildung 3.20: Die Prozedur atMostOneInLowerDiagonal.

Jetzt sind wir in der Lage, unsere Ergebnisse zusammen zu fassen. Wir kénnen nun eine Menge
von Klauseln konstruieren, die das 8-Damen-Problem vollstédndig beschreibt. Abbildung 3.21 zeigt
die Implementierung der Prozedur allClauses. Der Aufruf

allClauses(board)

rechnet fiir ein gegebenes Schach-Brett board eine Menge von Klauseln aus, die genau dann erfiillt
sind, wenn auf dem Schach-Brett

1. in jeder Zeile hichstens eine Dame steht (Zeile 2),
2. in jeder absteigenden Diagonale hichstens eine Dame steht (Zeile 3),
3. in jeder aufsteigenden Diagonale hichstens eine Dame steht (Zeile 4) und

4. in jeder Spalte mindestens eine Dame steht (Zeile 5).

Die Ausdriicke in den einzelnen Zeilen liefern Mengen, deren Elemente Klausel-Mengen sind. Was
wir als Ergebnis brauchen ist aber eine Klausel-Menge und keine Menge von Klausel-Mengen.
Daher bilden wir mit dem Operator “+/” die Vereinigung dieser Mengen.

Als letztes zeigen wir in Abbildung 3.22 die Prozedur solve, mit der wir das 8-Damen-Problem
losen kénnen. Hierbei ist printBoard() eine Prozedur, welche die Losung in lesbarere Form als
Schachbrett ausdruckt. Das funktioniert allerdings nur, wenn ein Font verwendet wird, bei dem
alle Zeichen die selbe Breite haben. Diese Prozedur ist der Vollsténdigkeit halber in Abbildung
3.23 gezeigt, wir wollen die Implementierung aber nicht weiter diskutieren.

Die durch den Aufruf davisPutnam(Clauses, {}) berechnete Menge 4 enthilt fiir jede der Va-
riablen pij entweder die Unit-Klausel {pij} (falls auf diesem Feld eine Dame steht) oder aber
die Unit-Klausel {—pij} (falls das Feld leer bleibt). Eine graphische Darstellung des durch die
berechnete Belegung dargestellten Schach-Bretts sehen Sie in Abbildung 3.24.
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1 allClauses := procedure(board) {

2 n := #board;
3 return +/ { atMostOneInRow(board, row) : row in {1..n} }
4 + +/ { atMostOneInLowerDiagonal (board, k) : k in {-(n-2) .. n-2} }
5 + +/ { atMostOneInUpperDiagonal (board, k) : k in {3 .. 2%n - 1} }
6 + +/ { oneInColumn(board, column) : column in {1 .. n} 3};
7 };
Abbildung 3.21: Die Prozedur allClauses.

1 solve := procedure(n) {

2 board := createBoard(n);

3 clauses := allClauses(board);

4 solution := davisPutnam(clauses, {});

5 if (solution '= { {3} }) {

6 printBoard(solution, board);

7 } else {

8 print("The problem is not solvable for " + numberQueens + " queens!");

9 print("Try to increase the number of queens.");

10 }

11 };

Abbildung 3.22: Die Prozedur solve.

Das 8-Damen-Problem ist natiirlich nur eine spielerische Anwendung der Aussagen-Logik.
Trotzdem zeigt es die Leistungsfihigkeit des Algorithmus von Davis und Putnam sehr gut, denn
die Menge der Klauseln, die von der Prozedur al1Clauses berechnet wird, fiillt unformatiert fiinf
Bildschirm-Seiten, falls diese eine Breite von 80 Zeichen haben. In dieser Klausel-Menge kommen
64 verschiedene Variablen vor. Der Algorithmus von Davis und Putnam benétigt zur Berechnung
einer Belegung, die diese Klauseln erfiillt, auf einem herkémmlichen PC weniger als fiinf Sekun-
den?!

In der Praxis gibt es viele Probleme, die sich in ganz dhnlicher Weise auf die Lésung einer Menge
von Klauseln zuriickfithren lassen. Dazu gehort zum Beispiel das Problem, einen Stundenplan zu
erstellen, der gewissen Nebenbedingungen geniigt. Verallgemeinerungen des Stundenplan-Problems
werden in der Literatur als Scheduling-Problemen bezeichnet und sind Gegenstand der aktuellen
Forschung.

3Das System, auf dem der Test lief, war mit einem auf 2,16 Ghz getakteten Intel Core 2 Duo Prozessor und 1,5
GB Hauptspeicher bestiickt.
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printBoard

:= procedure(i, board) {
if @G={{ P {
return;
}
n := #board;
print( " "+ ((8*n+1) * "-") );
for (row in [1..n]) {
line := " [";
for (col in [1..n]) {
line += " "
}
print(line);
line := " [";
for (col in [1..n]) {
if ({ board(row) (col) } in i) {
line += " Q@ |";
} else {
line += " [";
}
}
print(line);
line := " "
for (col in [1..n]) {
line += " [";
}
print(line);
print( " "+ ((8*n+1) * "=") );
}

Abbildung 3.23: Die Prozedur printBoard().
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Abbildung 3.24: Eine Losung des 8-Damen-Problems.
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Kapitel 4

Pradikatenlogik

In der Aussagenlogik haben wir die Verkniipfung von elementaren Aussagen mit Junktoren unter-
sucht. Die Pridikatenlogik untersucht zusétzlich auch die Struktur der Aussagen. Dazu werden in
der Pridikatenlogik die folgenden zusiitzlichen Begriffe eingefiihrt:

1.
2.

Als Bezeichnungen fiir Objekte werden Terme verwendet.

Diese Terme werden aus Variablen und Funktions-Zeichen zusammengesetzt:
vater(x), mutter(isaac), x+7,

Verschiedene Objekte werden durch Pradikats-Zeichen in Relation gesetzt:
istBruder(a]bert, Vater(bruno)), r+7<z-7, mneN

Die dabei entstehenden Formeln werden als atomare Formeln bezeichnet.

Atomare Formeln lassen sich durch aussagenlogische Junktoren verkniipfen:
r>1—=ax+7<x-7

SchlieBlich werden Quantoren eingefithrt, um zwischen existentiell und universell quantifi-
zierten Variablen unterscheiden zu kénnen:

VreR:dIneN:z<n

Wir werden im néchsten Abschnitt die Syntax der priadikatenlogischen Formeln festlegen und uns
dann im darauf folgenden Abschnitt mit der Semantik dieser Formeln beschéftigen.

4.1 Syntax der Priadikatenlogik

Zunéchst definieren wir den Begriff der Signatur. Inhaltlich ist das nichts anderes als eine struk-
turierte Zusammenfassung von Variablen, Funktions- und Pridikats-Zeichen zusammen mit einer
Spezifikation der Stelligkeit dieser Zeichen.

Definition 20 (Signatur) Eine Signatur ist ein 4-Tupel

¥ =V, F,P,arity),

fiir das folgendes gilt:
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.V ist die Menge der Variablen.

. F ist die Menge der Funktions-Zeichen.

P ist die Menge der Prédikats-Zeichen.

arity ist eine Funktion, die jedem Funktions- und jedem Pridikats-Zeichen seine Stelligkeit
zuordnet:

arity : FUP — N.
Wir sagen, dass das Funktions- oder Pridikats-Zeichen f ein n-stelliges Zeichen ist, falls
arity(f) = n gilt.

Da wir in der Lage sein miissen, Variablen, Funktions- und Pradikats-Zeichen unterscheiden
zu kénnen, vereinbaren wir, dass die Mengen V, F und P paarweise disjunkt sein miissen:

VANF={}, VnP={}, ud FnP={}L

Als Bezeichner fiir Objekte verwenden wir Ausdriicke, die aus Variablen und Funktions-Zeichen
aufgebaut sind. Solche Ausdriicke nennen wir Terme. Formal werden diese wie folgt definiert.

Definition 21 (Terme) Ist ¥ = (V, F, P, arity) eine Signatur, so definieren wir die Menge der
Y-Terme Tx; induktiv:

1.
2.

Fiir jede Variable z € V gilt z € Tx.

Ist f € F ein n-stelliges Funktions-Zeichen und sind ¢4, - - -, ¢, € Ts, so gilt auch
f(tla e atn)eE

Falls ¢ € F 0-stellig ist, lassen wir auch die Schreibweise ¢ anstelle von ¢() zu. In diesem Fall
nennen wir ¢ eine Konstante. O

Zur Veranschaulichung der zuletzt eingefiihrten Begriffe geben wir ein Beispiel. Es sei die Menge
der Variablen V = {z,y, z}, die Menge der Funktions-Zeichen F = {0,1,+, —, -}, und die Menge
der Préidikats-Zeichen P = {=, <} gegeben. Ferner sei die Funktion arity als die Relation

arity = {(0,0), (1,0), (+,2), (-, 2), (x,2), (=,2), (<, 2)}

definiert. Schliefllich sei die Signatur 3.t durch das 4-Tupel (V, F, P, arity) gegeben.

Dann kénnen wir wie folgt X,,itn-Terme konstruieren:

1.

2.

3.

4.

T,Y,2 € Earith’

denn alle Variablen sind auch X, itn-Terme.

0’ 1 e Earith?
denn 0 und 1 sind 0-stellige Funktions-Zeichen.

+(O’ x) € 7—Zarith’

denn es gilt 0 € Tx z €Ty und + ist ein 2-stelliges Funktions-Zeichen.

arith ? arith

#(+(0,2),1) € Toian
denn +(0,2) € Ts,,.\., 1 € Ts,..,,, und x ist ein 2-stelliges Funktions-Zeichen.

Als néchstes definieren wir den Begriff der atomaren Formeln. Darunter verstehen wir solche
Formeln, die man nicht in kleinere Formeln zerlegen kann, atomare Formeln enthalten also weder
Junktoren noch Quantoren.
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Definition 22 (Atomare Formeln) Gegeben sei eine Signatur ¥ = (V, F, P, arity). Die Menge
der atomaren X-Formeln Ay, wird wie folgt definiert: Ist p € P ein n-stelliges Pridikats-Zeichen
und sind n X-Terme tq, -+, ¢, gegeben, so ist p(t1,---,t,) eine atomaren X-Formel:

p(t1, -, tn) € As.
Falls p ein O-stelliges Priidikats-Zeichen ist, dann schreiben wir auch p anstelle von p(). In diesem
Fall nennen wir p eine Aussage- Variable. O
Setzen wir das obige Beispiel fort, so konnen wir sehen, dass
=(#(+(0,2),1),0)

eine atomare Y, itn-Formel ist. Beachten Sie, dass wir bisher noch nichts {iber den Wahrheitswert
von solchen Formeln ausgesagt haben. Die Frage, wann eine Formel als wahr oder falsch gelten
soll, wird erst im néchsten Abschnitt untersucht.

Bei der Definition der pradikatenlogischen Formeln ist es notwendig, zwischen sogenannten ge-
bundenen und freien Variablen zu unterscheiden. Wir fithren diese Begriffe zunéchst informal mit
Hilfe eines Beispiels aus der Analysis ein. Wir betrachten die folgende Identitét:

xT
fy~tdt:%:c2~y
0

In dieser Gleichung treten die Variablen z und y frei auf, wahrend die Variable ¢ durch das In-
tegral gebunden wird. Damit meinen wir folgendes: Wir konnen in dieser Gleichung fiir  und y
beliebige Werte einsetzen, ohne dass sich an der Giiltigkeit der Formel etwas &dndert. Setzen wir
zum Beispiel fiir x den Wert 2 ein, so erhalten wir

2
fy~tdt:%22~y
0

und diese Identitdt ist ebenfalls giiltig. Demgegeniiber macht es keinen Sinn, wenn wir fiir die
gebundene Variable ¢ eine Zahl einsetzen wiirden. Die linke Seite der entstehenden Gleichung wiére
einfach undefiniert. Wir konnen fiir ¢ hochstens eine andere Variable einsetzen. Ersetzen wir die
Variable t beispielsweise durch u, so erhalten wir

x

fy~udu: %z2~y

0
und das ist die selbe Aussage wie oben. Das funktioniert allerdings nicht mit jeder Variablen.
Setzen wir fiir ¢ die Variable y ein, so erhalten wir

x

Ofy~ydy: 377y,

Diese Aussage ist aber falsch! Das Problem liegt darin, dass bei der Ersetzung von t durch y die
vorher freie Variable y gebunden wurde.

Ein dhnliches Problem erhalten wir, wenn wir fiir y beliebige Terme einsetzen. Solange diese
Terme die Variable ¢ nicht enthalten, geht alles gut. Setzen wir beispielsweise fiir y den Term z2
ein, so erhalten wir

und diese Formel ist giiltig. Setzen wir allerdings fiir y den Term ¢? ein, so erhalten wir
xT
[t tdt =17 ¢
0

und diese Formel ist nicht mehr giiltig.

In der Pridikatenlogik haben die Quantoren “V” (fir alle) und “3” (es gibt) eine &hnliche
Bedeutung wie der Integral-Operator [ - - dt” in der Analysis. Die oben gemachten Ausfithrungen
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zeigen, dass es zwei verschiedene Arten von Variable gibt: freie Variable und gebundene Variable.
Um diese Begriffe prézisieren zu kénnen, definieren wir zunéchst fiir einen X-Term ¢ die Menge
der in t enthaltenen Variablen.

Definition 23 (Var(t)) Ist t ein X-Term, mit ¥ = (V, F, P, arity), so definieren wir die Menge
Var(t) der Variablen, die in ¢ auftreten, durch Induktion nach dem Aufbau des Terms:

1. Var(z) := {z} firallex €V,
2. Var(f(ty,---,tn)) := Var(t1) U--- U Var(t,). O

Definition 24 (X-Formel, gebundene und freie Variablen)

Es sei ¥ = (V, F, P, arity) eine Signatur. Die Menge der X-Formeln bezeichnen wir mit Fy.
Wir definieren diese Menge induktiv. Gleichzeitig definieren wir fiir jede Formel F'€Fy; die Menge
BV(F) der in F gebunden auftretenden Variablen und die Menge FV(F') der in F frei auftretenden
Variablen.

1. Esgilt 1 € Fy und T € Fy und wir definieren
FV(1):=FV(T):=BV(l) :=BV(T) :={}
2. Ist F = p(t1,---,t,) eine atomare YX-Formel, so gilt F' € Fy.. Weiter definieren wir:
(a) FV(p(t1,---,tn)) == Var(ty) U---U Var(ty).
(b) BV(p(t1, -+, tn)) = {}.
3. Ist F' € Fy, so gilt =F € Fyx. Weiter definieren wir:
(a) FV(=F) := FV(F).
(b) BV(—|F) := BV(F).
4. Sind F,G € Fy und gilt auflerdem
FV(F)NBV(G)={} und FV(G)NBV(F)={},
so gilt auch

a) (F/\G) € Fs,

) (FVG) € Fy,
(C) (F—>G) E]FZ,
(d) (F < @) e Fy,.

Weiter definieren wir fiir alle Junktoren @ € {A,V, —, < }:
(a) FV(F ® G) := FV(F)UFV(G).
(b) BV(F ® G) := BV(F)UBV(G).
5. Seiz € V und F € Fy mit 2 ¢ BV(F). Dann gilt:

(a) (Va: F) € Fx.
(b) (3a: F) € Fx.

Weiter definieren wir
(a) FV((Va: F)) := FV((32: F)) := FV(F)\{z}.
(b) BV((Va: F)) := BV((3x: F)) := BV(F) U {x}.

Ist die Signatur ¥ aus dem Zusammenhang klar oder aber unwichtig, so schreiben wir auch F statt
Fy, und sprechen dann einfach von Formeln statt von »-Formeln. O
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Bei der oben gegebenen Definition haben wir darauf geachtet, dass eine Variable nicht gleich-
zeitig frei und gebunden in einer Formel auftreten kann, denn durch eine leichte Induktion nach
dem Aufbau der Formeln 148t sich zeigen, dass fiir alle F' € Fy, folgendes gilt:

FV(F)NBV(F) = {}.
Beispiel: Setzen wir das oben begonnene Beispiel fort, so sehen wir, dass

(E‘T: < (+(y7 x)7 y))

eine Formel aus Fyx
Variablen ist {y}.

Wenn wir Formeln immer in dieser Form anschreiben wiirden, dann wiirde die Lesbarkeit
unverhéltnisméBig leiden. Zur Abkiirzung vereinbaren wir, dass in der Priadikatenlogik die selben
Regeln zur Klammer-Ersparnis gelten sollen, die wir schon in der Aussagenlogik verwendet haben.
Zusétzlich werden gleiche Quantoren zusammengefafit: Beispielsweise schreiben wir

ist. Die Menge der gebundenen Variablen ist {z}, die Menge der freien

arith

Ve, y:p(z,y) statt Va: (Vy:p(z,y)).

Dariiber hinaus legen wir fest, dass Quantoren stérker binden als die aussagenlogischen Junktoren.
Damit kénnen wir

Vo:p(z) NG als  (Va:p(z)) NG

schreiben. Auflerdem vereinbaren wir, dass wir zweistellige Pridikats- und Funktions-Zeichen auch
in Infix-Notation angeben diirfen. Um eine eindeutige Lesbarkeit zu erhalten, miissen wir dann
gegebenenfalls Klammern setzen. Wir schreiben beispielsweise

n; =ny anstelle von = (ny,ns).
Die Formel (Fz: < (+(y,x),y)) wird dann lesbarer als
Jry+2x<y

geschrieben. Aulerdem finden Sie in der Literatur haufig Ausdriicke der Form Vx € M : F' oder
dxe M : F. Hierbei handelt es sich um Abkiirzungen, die wie folgt definiert sind:

(VweM:F) ng: (aceM—>F),

(GeeM:F) £L 30 (weM AF).

4.2 Semantik der Pradikatenlogik

Als néchstes legen wir die Bedeutung der Formeln fest. Dazu definieren wir mit Hilfe der Mengen-
lehre den Begriff einer 3-Struktur. Eine solche Struktur legt fest, wie die Funktions- und Pradikats-
Zeichen der Signatur ¥ zu interpretieren sind.

Definition 25 (Struktur) Es sei eine Signatur
Y = (V, F,P,arity).
gegeben. Eine X-Struktur S ist ein Paar (U, J), so dass folgendes gilt:
1. U ist eine nicht-leere Menge. Diese Menge nennen wir auch das Universum der X-Struktur.

Dieses Universum enthélt die Werte, die sich spéter bei der Auswertung der Terme ergeben
werden.

2. J ist die Interpretation der Funktions— und Pridikats-Zeichen. Formal definieren wir J als
eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:
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(a) Jedem Funktions-Zeichen f€F mit arity(f) = m wird eine m-stellige Funktion
fTUx---xU—=U
zugeordnet, die m-Tupel des Universums U in das Universum U abbildet.
(b) Jedem Pradikats-Zeichen p € P mit arity(p) = n wird eine n-stelliges Préadikat
pTUX--xU—B

zugeordnet, die jedem n-Tupel des Universums U einen Wahrheitswert aus der Menge
B = {true, false} zuordnet.

(c) Ist das Zeichen “=" ein Element der Menge der Pridikats-Zeichen P, so gilt
=7 (u,v) = true gdw. u=ov,
das Gleichheits-Zeichen wird also durch die identische Relation idy; interpretiert.
Beispiel: Wir geben ein Beispiel fiir eine Xyicn-Struktur Sarith = Uarith, Jarith), indem wir defi-
nieren:
1. uarith =N.

2. Die Abbildung Jaitn legen wir dadurch fest, dass die Funktions-Zeichen 0, 1, +, —, - durch
die entsprechend benannten Funktionen auf der Menge N der natiirlichen Zahlen zu inter-
pretieren sind.

Ebenso sollen die Pradikats-Zeichen = und < durch die Gleichheits-Relation und die Kleiner-
Gleich-Relation interpretiert werden.

Beispiel: Wir geben ein weiteres Beispiel. Die Signatur X der Gruppen-Theorie sei definiert als

Ye¢ =V, F,P,arity) mit

1. V:i={x,y, 2}
2. F:={1,«}
3. P:={=}

4. arity = {(1,0), (x,2),(=,2)}

Dann konnen wir eine X Struktur Z = ({a, b}, J) definieren, indem wir die Interpretation J wie
folgt festlegen:

1. 17 .

2. %7 .

{{ta,a),a), ((a,b).b), ((b,a),b), (b, 1), a) |
3. =7 ist die Identitt:

=7 .= {((a, a>,true>, <<a, b), false>, <<b, ay, false>, <<b, b>,true>}

Beachten Sie, dass wir bei der Interpretation des Gleichheits-Zeichens keinen Spielraum
haben!

Falls wir Terme auswerten wollen, die Variablen enthalten, so miissen wir fiir diese Variablen
igendwelche Werte aus dem Universum einsetzen. Welche Werte wir einsetzen, kann durch eine
Variablen-Belegung festgelegt werden. Diesen Begriff definieren wir nun.
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Definition 26 (Variablen-Belegung) Es sei eine Signatur
¥ =V, F,P,arity)

gegeben. Weiter sei S = (U, J) eine E-Struktur. Dann bezeichnen wir eine Abbildung
:Vv—-Uu

als eine S-Variablen-Belegunyg.

Ist Z eine S-Variablen-Belegung, x € V und ¢ € U, so bezeichnet Z[z/c| die Variablen-Belegung,
die der Variablen x den Wert ¢ zuordnet und die ansonsten mit Z iibereinstimmt:

_Je falls y = z;

Tio/d) ={ 5y ot :
Definition 27 (Semantik der Terme) Ist S = (U, J) eine 3-Struktur und Z eine S-Variablen-
Belegung, so definieren wir fiir jeden Term ¢ den Wert S(Z,t) durch Induktion iiber den Aufbau
von ¢:

1. Fiir Variablen x € V definieren wir:
S(Z,z) :=TI(x).
2. Fiir ¥-Terme der Form f(¢1,--,t,) definieren wir
S(Z, f(tr, -+, tn)) == [T (ST, ta), -+, S(Z,tn)). O

Beispiel: Mit der oben definieren X ,,5¢n-Struktur Sapien definieren wir eine Syt~ Variablen-Belegung
7 durch

T = {{x,0),(y.7),(2,42)},
es gilt also

I(x):=0, Z(y):=7, und Z(z):=42.
Dann gilt offenbar

S(Z,x+y)="T.
Definition 28 (Semantik der atomaren Y-Formeln) Ist S eine X-Struktur und Z eine S-
Variablen-Belegung, so definieren wir fiir jede atomare X-Formel p(¢1,- - -, t,) den Wert
S(I,p(tl, e ,tn)) wie folgt:

S(Z,pt1,- - tn)) =p7 (S(Z,t1), -+, S(Z, tn)). O

Beispiel: In Fortfithrung des obigen Beispiels gilt:
S(I,z <z+ y) = false.

Um die Semantik beliebiger >-Formeln definieren zu kénnen, nehmen wir an, dass wir, genau
wie in der Aussagenlogik, die folgenden Funktionen zur Verfiigung haben:

1. ©:B—B,

2. ©:BxB— B,
3. ®:BxB—B,
4. 6 :BxB— B,
5. ©:BxB —B.

Die Semantik dieser Funktionen hatten wir durch die Tabelle in Abbildung 3.1 auf Seite 39 gegeben.
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Definition 29 (Semantik der Y-Formeln) Ist S eine X-Struktur und Z eine S-Variablen-Belegung,
so definieren wir fiir jede X-Formel F' den Wert S(Z, F') durch Induktion {iber den Aufbau von F:

1. S(Z,T) := true und S(Z, L) := false.
2. S(Z,-F) = O(S(Z,F)).

3. S(I,FAG) = ®(S(T,F),S(Z,G)).
4. S(I,FVG) = @(S(I,F),S(Z,G)).
5. S(Z,F - G) == &(S(Z,F),S(Z,G)).

6. S(I,F < G) == ©(S(Z,F),S(Z,0)).

[ true falls S(Z[z/c],F) = true fiir alle c € U gilt;
7. S(L,va:F) = { false sonst.
_ [ true falls S(Z[z/c], F) = true fiir ein c € U gilt;
8. 8(Z,3u:F) = { false sonst. =

Beispiel: In Fortfithrung des obigen Beispiels gilt
S(I,Vx crx0< 1) = true.

Definition 30 (Allgemeingiiltig) Ist F eine X-Formel, so dass fiir jede %-Struktur S und fiir
jede S-Variablen-Belegung 7

S(Z,F) = true
gilt, so bezeichnen wir F' als allgemeingiiltig. In diesem Fall schreiben wir
EF. |

Ist F' eine Formel fiir die FV(F') = {} ist, dann hingt der Wert S(Z, F') offenbar gar nicht von
der Interpretation Z ab. Solche Formeln bezeichnen wir auch als geschlossene Formeln. In diesem
Fall schreiben wir kiirzer S(F) an Stelle von S(Z, F)). Gilt dann zusétzlich S(F') = true, so sagen
wir auch dass S ein Modell von F' ist. Wir schreiben dann

SEF.

Die Definition der Begriffe “erfiillbar” und “dquivalent” lassen sich nun aus der Aussagenlogik
iibertragen. Um unnétigen Ballast in den Definitionen zu vermeiden, nehmen wir im folgenden
immer eine feste Signatur ¥ als gegeben an. Dadurch kénnen wir in den folgenden Definitionen
von Termen, Formeln, Strukturen, etc. sprechen und meinen damit -Terme, X-Formeln und Y-
Strukturen.

Definition 31 (Aquivalent) Zwei Formeln F und G heiBen dquivalent g.d.w. gilt
EF&G O
Alle aussagenlogischen Aquivalenzen sind auch pridikatenlogische Aquivalenzen.

Definition 32 (Erfiillbar) Eine Menge M C Fy, ist genau dann erfiillbar, wenn es eine Struktur
S und eine Variablen-Belegung 7 gibt, so dass

VmeM : S(Z,m) = true
gilt. Andernfalls heifit M unerfillbar oder auch widerspriichlich. Wir schreiben dafiir auch
ME1 O
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Unser Ziel ist es, ein Verfahren anzugeben, mit dem wir in der Lage sind zu {iberpriifen, ob eine
Menge M von Formeln widerspriichlich ist, ob also M | L gilt. Es zeigt sich, dass dies im Allge-
meinen nicht méglich ist, die Frage, ob M |= L gilt, ist unentscheidbar. Ein Beweis dieser Tatsache
geht allerdings iiber den Rahmen dieser Vorlesung heraus. Dem gegeniiber ist es moglich, dhnlich
wie in der Aussagenlogik einen Kalkil - anzugeben, so dass gilt

MFL gdw. MEL

Ein solcher Kalkiil kann dann zur Implementierung eines Semi-Entscheidungs- Verfahrens benutzt
werden: Um zu iiberpriifen, ob M = L gilt, versuchen wir, aus der Menge M die Formel L herzu-
leiten. Falls wir dabei systematisch vorgehen, indem wir alle moglichen Beweise durchprobieren,
so werden wir, falls tatséichlich M | L gilt, auch irgendwann einen Beweis finden, der M + L
zeigt. Wenn allerdings der Fall

ML

vorliegt, so werden wir dies im allgemeinen nicht feststellen kénnen, denn die Menge aller Beweise
ist unendlich grofl und wir kénnen nie alle Beweise ausprobieren. Wir konnen lediglich sicherstel-
len, dass wir jeden Beweis irgendwann versuchen. Wenn es aber keinen Beweis gibt, so kénnen wir
das nie sicher sagen, denn zu jedem festen Zeitpunkt haben wir ja immer nur einen Teil der in
Frage kommenden Schliisse ausprobiert.

Die Situation ist #hnlich der, wie bei der Uberpriifung bestimmter zahlentheoretischer Fragen.
Wir betrachten dazu ein konkretes Beispiel: Eine Zahl n heifit perfekt, wenn die Summe aller echten
Teiler von n wieder die Zahl n ergibt. Beispielsweise ist die Zahl 6 perfekt, denn die Menge der
echten Teiler von 6 ist {1,2,3} und es gilt

1+2+3=6.

Bisher sind alle bekannten perfekten Zahlen durch 2 teilbar. Die Frage, ob es auch ungerade Zahlen
gibt, die perfekt sind, ist ein offenes mathematisches Problem. Um dieses Problem zu 16sen kénnten
wir eine Programm schreiben, dass der Reihe nach fiir alle ungerade Zahlen iiberpriift, ob die Zahl
perfekt ist. Abbildung 4.1 auf Seite 87 zeigt ein solches Programm. Wenn es eine ungerade perfekte
Zahl gibt, dann wird dieses Programm diese Zahl auch irgendwann finden. Wenn es aber keine
ungerade perfekte Zahl gibt, dann wird das Programm bis zum St. Nimmerleinstag rechnen und
wir werden nie mit Sicherheit wissen, dass es keine ungeraden perfekten Zahlen gibt.

In den néchsten Abschnitten gehen wir daran, den oben erwdhnten Kalkiil - zu definieren.
Es zeigt sich, dass die Arbeit wesentlich einfacher wird, wenn wir uns auf bestimmte Formeln,
sogenannte Klauseln, beschrinken. Wir zeigen daher zunéichst im niichsten Abschnitt, dass jede
Formel-Menge M so in eine Menge von Klauseln K transformiert werden kann, dass M genau
dann erfiillbar ist, wenn K erfiillbar ist. Daher ist die Beschrinkung auf Klauseln keine echte
Einschrénkung.

4.2.1 Implementierung pradikatenlogischer Strukturen in SetlX

Der im letzten Abschnitt prisentierte Begriff einer pradikatenlogischen Struktur erscheint zunéchst
sehr abstrakt. Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass sich dieser Begriff in einfacher Weise in
SetlX implementieren 1i3t. Dadurch gelingt es, diesen Begriff zu veranschaulichen. Als konkretes
Beispiel wollen wir Strukturen zu Gruppen-Theorie betrachten. Die Signatur X der Gruppen-
Theorie war im letzten Abschnitt durch die Definition

Yo = <{m,y,z}7 {1}, {=} {(1,0), <*’2>7<:72>}>

gegeben worden. Hierbei ist also “1” ein O-stelliges Funktions-Zeichen, “x” ist eine 2-stelliges
Funktions-Zeichen und “=" ist ein 2-stelliges Prédikats-Zeichen. Wir hatten bereits eine Struktur
S angegeben, deren Universum aus der Menge {a, b} besteht. In SetlX kénnen wir diese Struktur
durch den in Abbildung 4.2 gezeigten Code implementieren.
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10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

perfect := procedure(n) {q
return +/ { x in {1 .. n-1} | n % x == 0 } == n;

};

findPerfect := procedure() {
n :=1;
while (true) {
if (perfect(n)) {
if (m % 2 ==0) {

print(n);
} else {
print ("Heureka: 0dd perfect number $n$ found!");
}
}
n :=n+ 1;

};

findPerfect();

Abbildung 4.1: Suche nach einer ungeraden perfekten Zahl.

a := "a";

b := "b";

u:=9a, b}; // the universe

multiply := { [ [a,al, al, [ [a,b], b1, [ [b,al, b1, [ [b,b]l, al };
equal :={ [ x, y] : xinu, yinu | x ==y };

j:={L["", al, [ "*", multiply ], [ "=", equal ] };

s :=[u, jI;

// i is a variable assignment.

i={["x",al, ["y",bl, ["2z", all;

-

Abbildung 4.2: Implementierung einer Struktur zur Gruppen-Theorie

. Zur Abkiirzung haben wir in den Zeile 1 und 2 die Variablen a und b als die Strings "a" und

"b" definiert. Dadurch kénnen wir weiter unten die Interpretation des Funktions-Zeichens
“x” kiirzer angeben.

. Das in Zeile 3 definierte Universum u besteht aus den beiden Strings "a" und "b".

In Zeile 4 definieren wir eine Funktion multiply als bindre Relation. Fiir die so definierte
Funktion gilt

multiply(("a", Ilall>) — uau7 multiply(("a", nbn>) — "b",

multiply(("b", ||a||>) — nbu7 multiply(("b", "b">) = "g",

Diese Funktion verwenden wir spéter als die Interpretation 7 des Funktions-Zeichens “x”.

b2

. Ebenso haben wir in Zeile 5 die Interpretation =7 des Pridikats-Zeichens “=" als binire

Relation dargestellt.

In Zeile 6 fassen wir die einzelnen Interpretationen zu der Relation j zusammen, so dass fiir
ein Funktions-Zeichen f die Interpretation f< durch den Wert j(f) gegeben ist.
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6. Die Interpretation j wird dann in Zeile 7 mit dem Universum u zu der Struktur s zusammen
gefasst.

7. Schliefflich zeigt Zeile 9, dass eine Variablen-Belegung ebenfalls als Relation dargestellt wer-
den kann. Die erste Komponente der Paare, aus denen diese Relation besteht, sind die
Variablen. Die zweite Komponente ist ein Wert aus dem Universum.

1 evalFormula := procedure(f, s, i) {

2 switch {

3 case f == 1 return true;

4 case f == 0 : return false;

5 case f(1) == "1" : return !evalFormula(f(2), s, i);

6 case f(2) == "&&":

7 return evalFormula(f(1), s, i) && evalFormula(f(3), s, i);
s case £(2) == "||":

9 return evalFormula(f(1), s, i) || evalFormula(f(3), s, i);
10 case f(2) == "->"

11 return !'evalFormula(f(1), s, i) || evalFormula(f(3), s, i);
12 case f(2) == "<->"

13 return evalFormula(f(1), s, i) == evalFormula(f(3), s, i);
14 case f(1) == "forall"

15 x = £(2);

16 g = f(3);

17 u = S(l);

18 return forall (c in u | evalFormula(g, s, modify(i, x, c)));
19 case f(1) == "exists"

20 x = £(2);

21 g = f(3);

22 u = S(l);

23 return exists (c in u | evalFormula(g, s, modify(i, x, c)));
24 default : return evalAtomic(f, s, i); // atomic formula

25 }

26 };

Abbildung 4.3: Auswertung préadikatenlogischer Formeln

Als néchstes iiberlegen wir uns, wie wir pradikatenlogische Formeln in einer solchen Struktur
auswerten konnen. Abbildung 4.3 zeigt die Implementierung der Prozedur evalFormula(f,S,I),
der als Argumente eine pradikatenlogische Formel f, eine Struktur S und eine Variablen-Belegung
T iibergeben werden. Die Formel wird dabei als Liste dargestellt, ganz dhnlich, wie wir das bei der
Implementierung der Aussagenlogik schon praktiziert haben. Beispielsweise kénnen wir die Formel

Ve:Vy:o*xy=y*x
durch die Liste
["forall" , gt R ["forall" , ||y|| s [n=u s [n*u s et s ||y||] , [u*u s ||yn s "X"] ] ]]

darstellen. Die Auswertung einer solchen Formel ist nun analog zu der in Abbildung 3.1 auf Seite
42 gezeigten Auswertung aussagenlogischer Formeln. Neu ist nur die Behandlung der Quantoren.
In den Zeilen 14 bis 16 behandeln wir die Auswertung allquantifizierter Formeln. Ist f eine Formel
der Form Vz: g, so wird die Formel f durch die Liste

f = [forall, x, g]
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dargestellt. Die zweite Komponente dieser Liste ist die Variable x, es gilt also x = f(2), die dritte
Komponente ist die Formel g, also gilt g = f(3). Die Auswertung von Va: g geschieht nach der
Formel

true falls S(Z[z/c], g) = true fiir alle ¢ € U gilt;
false sonst.

S(Z,Vaig) = {

Um die Auswertung implementieren zu kénnen, verwenden wir eine Prozedur modify(), welche die
Variablen-Belegung i an der Stelle = zu ¢ abdndert, es gilt also

modify(Z,xz,c) = Z[z/c].

Die Implementierung dieser Prozedur wird spéter in Abbildung 4.4 gezeigt. Bei der Auswertung
eines All-Quantors kdénnen wir ausnutzen, dass die Sprache SetlX selber den Quantor forall
unterstiitzt. Wir kénnen also direkt testen, ob die Formel fiir alle méglichen Werte ¢, die wir fiir
die Variable = einsetzen konnen, richtig ist. Die Auswertung eines Existenz-Quantors ist analog
zur Auswertung eines All-Quantors.

1 evalAtomic := procedure(a, s, i) {

2 j 1= s5(2);

3 P := a(l); // predicate symbol

4 pJ = 3j@;

5 args := a(2..);

6 argsVal := evalTermList(args, s, 1i);
7 return argsVal in pJ;

8 };

9

10 evalTerm := procedure(t, s, i) {

11 if (isString(t)) {

12 return i(t);

13 }

14 J = s(2);

15 f = t(1); // function symbol

16 £fJ = j(f);

17 args := t(2..);

18 argsVal := evalTermlList(args, s, 1i);
19 if (#argsVal > 0) {

20 result := fJ(argsVal);

21 } else {

22 result := fJ; // t is a constant
23 }

24 return result;

25 };

26

27 evalTermList := procedure(tl, s, i) {

28 return [ evalTerm(t, s, i) : t in tl1 ];
29 };

30

a1 modify := procedure(i, x, c) {

32 i(X) = C,

33 return i;

34 };

Abbildung 4.4: Auswertung von Termen und atomaren Formeln.
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Abbildung 4.4 zeigt die Auswertung atomarer Formeln und prédikatenlogischer Terme. Um
eine atomare Formel der Form

a:[patla"'atn]

auszuwerten, verschaffen wir uns in Zeile 4 zunéchst die dem Pridikats-Zeichen p in der Struktur
S zugeordnete Menge pJ. Anschlieend werden wir die Argumente t1, - - -, ¢, aus und iiberpriifen
dann, ob das Ergebnis dieser Auswertung tatséchlich ein Element der Menge pJ ist.

Die Prozedur evalTerm() arbeitet wie folgt: Das erste Argument ¢ der Prozedur evalTerm(t,S,Z)
ist der auszuwertende Term. Das zweite Argument S ist eine priadikatenlogische Struktur und das
dritte Argument Z ist eine Variablen-Belegung.

1. Falls t eine Variable ist, wobei Variablen durch Strings dargestellt werden, so geben wir in
Zeile 3 einfach den Wert zuriick, der in der Variablen-Belegung 7 fiir diese Variable einge-
tragen ist. Die Variablen-Belegung wird dabei durch eine zweistellige Relation dargestellt,
die wir als Funktion benutzen.

2. Falls der auszuwertende Term ¢ die Form

t=f(t1, . tn)

hat, so wird dieser Term durch eine Liste der Form

[fatla""tn]

dargestellt. Um einen solchen Term auszuwerten, werden in Zeile 18 zuné&chst rekursiv die
Subterme ti, ---, t,, ausgewertet. Anschliefend wird die Interpretation f7 des Funktions-
Zeichens f herangezogen, um die Funktion f fiir die gegebenen Argumente auszuwerten,
wobei in Zeile 20 der Fall betrachtet wird, dass tatséichlich Argumente vorhanden sind,
wéhrend in Zeile 22 der Fall behandelt wird, dass es sich bei der Funktion f um eine Kon-
stante handelt, deren Wert dann unmittelbar durch f7 gegeben ist.

Die Implementierung der Prozedur evalTermList() wendet die Funktion evalTerm() auf al-
le Terme der gegebenen Liste an. Bei der Implementierung der in Zeile 31 gezeigten Prozedur
modify(I, z,c), die als Ergebnis die Variablen-Belegung Z[z/c] berechnet, nutzen wir aus, dass wir
bei einer Funktion, die als binére Relation gespeichert ist, den Wert, der in dieser Relation fiir ein
Argument x eingetragen ist, durch eine Zuweisung der Form Z(x):=c abéindern konnen.

1 gl := parse("forall x: =(x(x, e), x)");

2 g2 := parse("forall x: exists y: =(x(x, y), e)");
3 g3 := parse("forall x: forall y: forall z: =( *x(x(x, y), z), *(x, *(y, z)) )");
a gt :={gl, g2, g3, g4 };

6 print("checking group theory in the structure \n", s);
7 for (f in gt) {
8 print( "checking ", f, ": ", evalFormula(f, s, i) );

o

Abbildung 4.5: Axiome der Gruppen-Theorie
Wir zeigen nun, wie sich die in Abbildung 4.3 gezeigte Funktion evalFormula(f,S,Z) benutzen
148t um zu iiberpriifen, ob die in Abbildung 4.2 gezeigte Struktur die Axiome der Gruppen-Theorie
erfiillt. Die Axiome der Gruppen-Theorie sind wie folgt:
1. Die Konstante 1 ist das rechts-neutrale Element der Multiplikation:

Veixx1=ux.
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2. Fiir jedes Element x gibt es ein rechts-inverses Element y, dass mit dem Element x multi-
pliziert die 1 ergibt:

Vo: Jy:xxy = 1.
3. Es gilt das Assoziativ-Gesetz:
Va:Vy:Vz: (x xy) * 2 = x x (y * 2).

Diese Axiome sind in den Zeilen 1 bis 3 der Abbildung 4.5 wiedergegeben. Da der Parser zur
Erkennung pradikatenlogischer Formeln keine Infix-Notation verarbeiten kann, sind die Formeln
in Préfix-Notation angegeben worden. Die Schleife in den Zeilen 7 bis 9 iiberpriift schliefllich, ob
die Formeln in der oben definierten Struktur erfiillt sind.

Bemerkung: Mit dem oben vorgestellten Programm kénnen wir iiberpriifen, ob eine pridikaten-
logische Formel in einer vorgegebenen endlichen Struktur erfiillt ist. Wir kénnen damit allerdings
nicht iiberpriifen, ob eine Formel allgemeingiiltig ist, denn einerseits konnen wir das Programm
nicht anwenden, wenn die Strukturen ein unendliches Universum haben, andererseits ist selbst die
Zahl der verschiedenen endlichen Stukturen, die wir ausprobieren miiiten, unendlich grof3.
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4.3 Normalformen fiir priadikatenlogische Formeln

In diesem Abschnitt werden wir verschieden Moglichkeiten zur Umformung prédikatenlogischer
Formeln kennenlernen. Zun#chst geben wir einige Aquivalenzen an, mit deren Hilfe Quantoren
manipuliert werden kénnen.

Satz 33 Es gelten die folgenden Aquivalenzen:
1. ﬂ(V:c: f) “ (Ez:—'f)
2. E ﬂ(Elsc: f) > (Vz:—'f)

3. b= (Va: f) A (Vazg) > (Yo f A g)
4. | (3z: f) v (32:g9) & (G [V g)
5. | (Va:vy: f) & (Vy:Va: f)
6. | (32:3y: f) ¢ (3y:3a: f)

7. Falls x eine Variable ist, fiir die z ¢ FV(f) ist, so haben wir
E (Vo f) < f und | (Ja:f) < f.
8. Falls x eine Variable ist, fiir die z ¢ FV(g) U BV(g) gilt, so haben wir die folgenden Aquiva-
lenzen:
(a) E (Va: f) Vg & Va: (f V g)
(b) gV (Va: f) © Va: (g V f)
(©) & (o) Ag e 3a:(f Ag)
(d) EgA@Ba:f) < 3e(gNf)
Um die Aquivalenzen der letzten Gruppe anwenden zu kénnen, ist es notwendig, gebundene
Variablen umzubenennen. Ist f eine priadikatenlogische Formel und sind x und y zwei Variablen,

so bezeichnet f[z/y] die Formel, die aus f dadurch entsteht, dass jedes Auftreten der Variablen x
in f durch y ersetzt wird. Beispielsweise gilt

(Vu : Jv: p(u,v))[u/z] = Vz : Jv: p(z,v)

Damit kénnen wir eine letzte Aquivalenz angeben: Ist f eine pridikatenlogische Formel, ist z €
BV(F) und ist y eine Variable, die in f nicht auftritt, so gilt
= fo fla/yl
Mit Hilfe der oben stehenden Aquivalenzen kénnen wir eine Formel so umformen, dass die

Quantoren nur noch aufien stehen. Eine solche Formel ist dann in prdnexer Normalform. Wir
fithren das Verfahren an einem Beispiel vor: Wir zeigen, dass die Formel

(Va:p(x)) = (Fz:p(z))
allgemeingiiltig ist:
(Va:p(z)) — (Fz:p(z))

< a(Voip(z)) V (Jz:p(x))
“ (Eac —p(x)) V (Jz: p(z))
o 3w (pla) v pla)

— Em T

=

Um Formeln noch stidrker normalisieren zu koénnen, fithren wir einen weiteren Aquivalenz-
Begriff ein. Diesen Begriff wollen wir vorher durch ein Beispiel motivieren. Wir betrachten die

92



beiden Formeln

fi=Ve:Jy:p(z,y) und fo= Vz:p(:c, s(z))

Die beiden Formeln f; und fs sind nicht dquivalent, denn sie entstammen noch nicht einmal der
gleichen Signatur: In der Formel fo wird das Funktions-Zeichen s verwendet, das in der Formel
f1 tiberhaupt nicht auftritt. Auch wenn die beiden Formeln f; und fs nicht dquivalent sind, so
besteht zwischen ihnen doch die folgende Beziehung: Ist S; eine pradikatenlogische Struktur, in
der die Formel f; gilt:

81 lzfla

dann koénnen wir diese Struktur zu einer Struktur S erweitern, in der die Formel fo gilt:

Sy = fo.

Dazu muss lediglich die Interpretation des Funktions-Zeichens s so gewihlt werden, dass fiir jedes
x tatsichlich p(m, s(:z:)) gilt. Dies ist moglich, denn die Formel f; sagt ja aus, dass wir tatsdchlich
zu jedem z einen Wert y finden, fiir den p(z,y) gilt. Die Funktion s muss also lediglich zu jedem
x dieses y zuriick geben.

Definition 34 (Skolemisierung) Es sei ¥ = (V, F, P, arity) eine Signatur. Ferner sei f eine
geschlossene ¥-Formel der Form

f=VYay, -,z Iy gz, -+, T, Y)-

Dann wiéhlen wir ein neues n-stelliges Funktions-Zeichen s, d.h. wir nehmen ein Zeichen s, dass
in der Menge F nicht auftritt und erweitern die Signatur X zu der Signatur

Y= <V,fu {s}, P, arity U {(s, n>}>,

in der wir s als neues n-stelliges Funktions-Zeichen deklarieren. Anschlieend definieren wir die
Y/-Formel f’ wie folgt:

f":= Skolem(f) :=Vxq:-- ~V$n:g(:c1, cee Ty, S(xy, e ,xn))

Wir lassen also den Existenz-Quantor 3y weg und ersetzen jedes Auftreten der Variable y durch den
Term s(x1, -+, x,). Wir sagen, dass die Formel f’ aus der Formel f durch einen Skolemisierungs-
Schritt hervorgegangen ist. O

In welchem Sinne sind eine Formel f und eine Formel f/, die aus f durch einen Skolemisierungs-
Schritt hervorgegangen sind, dquivalent? Zur Beantwortung dieser Frage dient die folgende Defi-
nition.

Definition 35 (Erfﬁllbarkeits—Aquivalenz) Zwei geschlossene Formeln f und g heiflen
erfillbarkeits-dquivalent falls f und g entweder beide erfiillbar oder beide unerfiillbar sind. Wenn
f und g erfiillbarkeits-dquivalent sind, so schreiben wir

f=eg. |

Satz 36 Falls die Formel f’ aus der Formel f durch einen Skolemisierungs-Schritt hervorgegangen
ist, so sind f und f’ erfiillbarkeits-iquivalent.

Wir kénnen nun ein einfaches Verfahren angeben, um Existenz-Quantoren aus einer Formel
zu eliminieren. Dieses Verfahren besteht aus zwei Schritten: Zunéchst bringen wir die Formel
in prinexe Normalform. Anschlieflend kénnen wir die Existenz-Quantoren der Reihe nach durch
Skolemisierungs-Schritte eliminieren. Nach dem eben gezeigten Satz ist die resultierende Formel
zu der urspriinglichen Formel erfiillbarkeits-dquivalent. Dieses Verfahren der Eliminierung von
Existenz-Quantoren durch die Einfithrung neuer Funktions-Zeichen wird als Skolemisierung be-
zeichnet. Haben wir eine Formel F' in prianexe Normalform gebracht und anschlieend skolemisiert,
so hat das Ergebnis die Gestalt

le,---,xn:g
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und in der Formel g treten keine Quantoren mehr auf. Die Formel g wird auch als die Matriz der
obigen Formel bezeichnet. Wir kénnen nun g mit Hilfe der uns aus dem letzten Kapitel bekannten
aussagenlogischen Aquivalenzen in konjunktive Normalform bringen. Wir haben dann eine Formel
der Gestalt

Yoy, am s (kA Ak).

Dabei sind die k; Disjunktionen von Literalen. (In der Préidikatenlogik ist ein Literal entweder
eine atomare Formel oder die Negation einer atomaren Formel.) Wenden wir hier die Aquivalenz
(Vx: fi A fo) & (Va: f1) A(Va: f2) an, so kénnen wir die All-Quantoren auf die einzelnen k; verteilen
und die resultierende Formel hat die Gestalt

(Vz1,~~~,:cn :kl) ARRRWA (Vx1,~~~,zn : km).
Ist eine Formel F' in der obigen Gestalt, so sagen wir, dass F' in prddikatenlogischer Klausel-
Normalform ist und eine Formel der Gestalt

V,Tl,"',xn : ka

bei der k eine Disjunktion pradikatenlogischer Literale ist, bezeichnen wir als prddikatenlogische
Klausel. Ist M eine Menge von Formeln deren Erfiillbarkeit wir untersuchen wollen, so kénnen wir
nach dem bisher gezeigten M immer in eine Menge priadikatenlogischer Klauseln umformen. Da
dann nur noch All-Quantoren vorkommen, kénnen wir hier die Notation noch vereinfachen indem
wir vereinbaren, dass alle Formeln implizit allquantifiziert sind, wir lassen also die All-Quantoren
weg.

Wozu sind nun die Umformungen in Skolem-Normalform gut? Es geht darum, dass wir ein
Verfahren entwickeln wollen, mit dem es mdoglich ist fiir eine pridikatenlogische Formel f zu zei-
gen, dass f allgemeingiiltig ist, dass also

=7

gilt. Wir wissen, dass

Ef gdw {-f}EL

gilt, denn die Formel f ist genau dann allgemeingiiltig, wenn es keine Struktur gibt, in der die
Formel —f erfiillbar ist. Wir bilden daher zun&chst —f und formen —f in prédikatenlogische
Klausel-Normalform um. Wir erhalten dann soetwas wie

—f e ki A A k.

Dabei sind kq, - - -, k,, pradikatenlogische Klauseln. Anschlieffend versuchen wir, aus den Klauseln
ki,---, ky, eine Widerspruch herzuleiten:

{kla;kn}l_J—

Wenn dies gelingt wissen wir, dass die Menge {k1,---,k,} unerfiillbar ist. Dann ist auch —f
unerfiillbar und damit ist dann f allgemeingiiltig. Damit wir aus den Klauseln kq,-- -, k, einen
Widerspruch herleiten kénnen, brauchen wir natiirlich noch einen Kalkiil, der mit pradikatenlogi-
schen Klauseln arbeitet. Einen solchen Kalkiil werden wir am Ende dieses Kapitel vorstellen.

Um das Verfahren néher zu erldutern demonstrieren wir es an einem Beispiel. Wir wollen
untersuchen, ob

= (Hx:Vy:p(a:,y)) — (Vy:ﬂm:p(a:,y))

gilt. Wir wissen, dass dies dquivalent dazu ist, dass

{ﬁ((ﬂx:Vy:p(x,y)) - (Vy:ﬂm:p(aj’y)))} =1
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gilt. Wir bringen zunéchst die negierte Formel in pranexe Normalform.

= (Fz:Vy:p(z,y)) — (Vy: 335117(9579)))
< =(=Ex:Vy:p(z,y) vV (Vy: Hx:p(x,y)))
VRS (Ex:Vy:p(x,y)g A ﬁ(Vy: Jx: p(, y))
> (Ez:Vy:p(oz,y) A (Ey: ﬂEIJ::p(:Z:,y))
<~ (Ez:Vy:p(az,y)) A (Ey:VI: —p(z, y))

Um an dieser Stelle weitermachen zu konnen, ist es nétig, die Variablen in dem zweiten Glied der
Konjunktion umzubenennen. Wir ersetzen = durch u und y durch v und erhalten

(Fa: Vy: p(z, y)g A (By:Va: —p(x,y))
(Ez:Vy:p(oz,y) A (EU:VU: ﬂp(u,v))

Fu: ((E,r:Vy:p(x,y)) A (Vu: =p(u,v))
Ju: Jx: ((Vy:p(a:,y)) A (Vu: ﬂp(u,v))
Ju: Jx: Vy: (p(x, y) A (Vu: -p(u, v)))
Ju: Fx: Vy: Vu: (p(x, y) A —p(u, v))

rr e

An dieser Stelle miissen wir skolemisieren um die Existenz-Quantoren los zu werden. Wir fithren
dazu zwei neue Funktions-Zeichen s; und sz ein. Dabei gilt arity(s;) = 0 und arity(s2) = 0,
denn vor den Existenz-Quantoren stehen keine All-Quantoren.

Fu: Fa: Vy: Vu: (p(a:, y) A ﬁp(u7v))
e dr:Vy:Vu: (p(z, y) A —p(u, 51))
~e Vs (p(s2,y) A plu,s1) )
Da jetzt nur noch All-Quantoren auftreten, kénnen wir diese auch noch weglassen, da wir ja ver-

einbart haben, dass alle freien Variablen implizit allquantifiziert sind. Damit kénnen wir nun die
préadikatenlogische Klausel-Normalform angeben, diese ist

M = {{p(s2,0)} {=pls1)} }.

Wir zeigen nun, dass die Menge M widerspriichlich ist. Dazu betrachten wir zunéchst die Klausel
{p(SQ, y)} und setzen in dieser Klausel fiir y die Konstante s; ein. Damit erhalten wir die Klausel

{p(s2,51)}. (1)

Das Ersetzung von y durch s; begriinden wir damit, dass die obige Klausel ja implizit allquanti-
fiziert ist und wenn etwas fiir alle y gilt, dann sicher auch fiir y = s;.

Als néichstes betrachten wir die Klausel {-p(u, s1)}. Hier setzen wir fiir die Variablen v die
Konstante sy ein und erhalten dann die Klausel

{"p(Sz,Sl)} (2)

Nun wenden wir auf die Klauseln (1) und (2) die Schnitt-Regel an und finden

{p(52751)}7 {_‘p(Sz,Sl)} =)

Damit haben wir einen Widerspruch hergeleitet und gezeigt, dass die Menge M unerfiillbar ist.
Damit ist dann auch

{ﬁ((ﬂx:Vy:p(amy)) — (Vy: Ja: p(a, y)))}
unerfiillbar und folglich gilt
E (Bz:Vy:p(z,y)) = (Vy: Jz:p(z, y)).
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4.4 Unifikation

In dem Beispiel im letzten Abschnitt haben wir die Terme s; und so geraten, die wir fiir die
Variablen y und u in den Klauseln {p(sz,y)} und {ﬂp(u, 51)} eigesetzt haben. Wir haben diese
Terme mit dem Ziel gewahlt, spater die Schnitt-Regel anwenden zu kénnen. In diesem Abschnitt
zeigen wir nun ein Verfahren, mit dessen Hilfe wir die benétigten Terme ausrechnen kénnen. Dazu
bendtigen wir zunédchst den Begriff einer Substitution.

Definition 37 (Substitution) Es sei eine Signatur
Y =(V, F,P,arity)
gegeben. Eine X-Substitution ist eine endliche Menge von Paaren der Form

g = {<x15t1>7 Tty <xnatn>}
Dabei gilt:

1. x; € V, die z; sind also Variablen.
2. t; € Ty, die t; sind also Terme.

3. Fiir ¢ # j ist x; # x;, die Variablen sind also paarweise verschieden.

Ist o = {(:I:l, t1), ey (X, tn)} eine Y-Substitution, so schreiben wir
o= [xl =t , Ty r—>tn}.
Auflerdem definieren wir den Domain einer Substitution als
dom(c) = {x1, -,z }.
Die Menge aller Substitutionen bezeichnen wir mit Subst. |

Substitutionen werden fiir uns dadurch interessant, dass wir sie auf Terme anwenden konnen. Ist
t ein Term und o eine Substitution, so ist to der Term, der aus ¢ dadurch entsteht, dass jedes
Vorkommen einer Variablen x; durch den zugehorigen Term t; ersetzt wird. Die formale Definition
folgt.

Definition 38 (Anwendung einer Substitution)
Es sei t ein Term und es sei 0 = [1’1 =ty Ty tn] eine Substitution. Wir definieren die
Anwendung von o auf ¢t (Schreibweise to) durch Induktion iiber den Aufbau von ¢:

1. Falls ¢ eine Variable ist, gibt es zwei Fille:
(a) t = x; fiir ein ¢ € {1,---,n}. Dann definieren wir ~ x;0 := t;.
(b) t=ymit y € V, aber y & {z1,---,2z,}. Dann definieren wir  yo :=y.
2. Andernfalls muf} ¢ die Form ¢t = f(s1,-- -, $,) haben. Dann kénnen wir to durch
f(s1, 0 8m)o = f(s10,- -+, 8m0).
definieren, denn nach Induktions-Voraussetzung sind die Ausdriicke s;o bereits definiert. O

Genau wie wir Substitutionen auf Terme anwenden kénnen, kénnen wir eine Substitution auch
auf pradikatenlogische Klauseln anwenden. Dabei werden Priadikats-Zeichen und Junktoren wie
Funktions-Zeichen behandelt. Wir ersparen uns eine formale Definition und geben statt dessen
zunédchst einige Beispiele. Wir definieren eine Substitution o durch

o= [1’1 > c, To »—>f(d)].

In den folgenden drei Beispielen demonstrieren wir zunéchst, wie eine Substitution auf einen Term
angewendet werden kann. Im vierten Beispiel wenden wir die Substitution dann auf eine Formel
an:
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1. z30 = x3,

2. f(z2)o = f(f(d)),
3. h(z1,g9(x2))o = h(c,g(f(d))).
4. {plw2).a(d. h(zz, 21) }o = {p(F(d)), a(d. h(ws.c))}.

Als néichstes zeigen wir, wie Substitutionen miteinander verkniipft werden kénnen.
Definition 39 (Komposition von Substitutionen) Es seien
J:[xlr—>51,~~~,zm»—>sm} und T:[y1»—>t1,~~~,ynr—>tn}

zwei Substitutionen mit dom(c) N dom(7) = {}. Dann definieren wir die Komposition ot von o
und 7 als

OT 1= [T1 = 81T, Ty = ST, Y1 > L1, Yn > L) =
Beispiel: Wir fiithren das obige Beispiel fort und setzen

o:=lz1—c, x> f(wg)] und 7= |23 h(c,c), x4 d].
Dann gilt:

ot = [z1 > ¢, za > f(h(c,c)), x5 h(c,c), x4 — d]. O
Die Definition der Komposition von Substitutionen ist mit dem Ziel gewdhlt worden, dass der
folgende Satz gilt.
Satz 40 Ist ¢ ein Term und sind ¢ und 7 Substitutionen mit dom(c) N dom(7) = {}, so gilt

(to)T = t(oT). |
Der Satz kann durch Induktion iiber den Aufbau des Termes ¢t bewiesen werden.

Definition 41 (Syntaktische Gleichung) Unter einer syntaktischen Gleichung verstehen wir
in diesem Abschnitt ein Konstrukt der Form s = ¢, wobei einer der beiden folgenden Félle vorliegen
muf:

1. s und t sind Terme oder

2. s und t sind atomare Formeln.

Weiter definieren wir ein syntaktisches Gleichungs-System als eine Menge von syntaktischen Glei-
chungen. 0O

Was syntaktische Gleichungen angeht machen wir keinen Unterschied zwischen Funktions-
Zeichen und Pridikats-Zeichen. Dieser Ansatz ist deswegen berechtigt, weil wir Pridikats-Zeichen
ja auch als spezielle Funktions-Zeichen auffassen konnen, nédmlich als Funktions-Zeichen, die einen
Wahrheitswert aus der Menge B berechnen.

Definition 42 (Unifikator) Eine Substitution o ldst eine syntaktische Gleichung s = ¢ genau
dann, wenn so = to ist, wenn also durch die Anwendung von ¢ auf s und ¢ tatséchlich identische
Objekte entstehen. Ist E ein syntaktisches Gleichungs-System, so sagen wir, dass o ein Unifikator
von E ist wenn o jede syntaktische Gleichung in F 16st. O

Ist E = {sy =t1,---,8, =t} eine syntaktisches Gleichungs-System und ist o eine Substitution,
so definieren wir

Eo:={s10 =ti0,---,s,0 =t,0}.

Beispiel: Wir verdeutlichen die bisher eingefiihrten Begriffe anhand eines Beispiels. Wir betrach-
ten die Gleichung
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p(z1, f(24)) = p(w2, 73)
und definieren die Substitution
o= [ml > To, T3 > f(x4)].
Die Substitution o 16st die obige syntaktische Gleichung, denn es gilt

p(a1, f(z4))o = p(22, f(v4)) und
p(r2,23)0 = p(x2, f(74)).

Als néchstes entwickeln wir ein Verfahren, mit dessen Hilfe wir von einer vorgegebenen Menge
E von syntaktischen Gleichungen entscheiden kénnen, ob es einen Unifikator ¢ fiir £ gibt. Wir
iiberlegen uns zunéchst, in welchen Fillen wir eine syntaktischen Gleichung s = ¢ garantiert nicht
16sen koénnen. Da gibt es zwei Moglichkeiten: Eine syntaktische Gleichung

f(Sl,"',Sm) ig(tl,"',tn)

ist sicher dann nicht durch eine Substitution 16sbar, wenn f und g verschiedene Funktions-Zeichen
sind, denn fiir jede Substitution o gilt ja

f(s1,- +y8m)o = f(s10,--+,8m0) und  g(t1, -, tn)o = g(tro,- -, tn0).

Falls f # g ist, haben die Terme f(s1,- -, $m)o und g(t1,- -, t,)o verschieden Funktions-Zeichen
und koénnen daher syntaktisch nicht identisch werden.

Die andere Form einer syntaktischen Gleichung, die garantiert unlsbar ist, ist
x = f(ty, -, t,) falls x € Var(f(tr, -, tn)).

Das diese syntaktische Gleichung unlosbar ist liegt daran, dass die rechte Seite immer mindestens
ein Funktions-Zeichen mehr enthélt als die linke.

Mit diesen Vorbemerkungen kénnen wir nun ein Verfahren angeben, mit dessen Hilfe es moglich
ist, Mengen von syntaktischen Gleichungen zu 16sen, oder festzustellen, dass es keine Losung gibt.
Das Verfahren operiert auf Paaren der Form (F,7). Dabei ist F ein syntaktisches Gleichungs-
System und 7 ist eine Substitution. Wir starten das Verfahren mit dem Paar (F,[]). Hierbei
ist E das zu losende Gleichungs-System und [] ist die leere Substitution. Das Verfahren arbeitet
indem die im folgenden dargestellten Reduktions-Regeln solange angewendet werden, bis entweder
feststeht, dass die Menge der Gleichungen keine Losung hat, oder aber ein Paar der Form ({}, o)
erreicht wird. In diesem Fall ist ¢ ein Unifikator der Menge E, mit der wir gestartet sind. Es folgen
die Reduktions-Regeln:

1. Falls y € V eine Variable ist, die nicht in dem Term ¢ auftritt, so kénnen wir die folgende
Reduktion durchfiihren:

<EU{yit},a> ~ <E[yHt],o[yHt}>

Diese Reduktions-Regel ist folgendermaflen zu lesen: Enthélt die zu untersuchende Menge
von syntaktischen Gleichungen eine Gleichung der Form y = ¢, wobei die Variable y nicht
in ¢ auftritt, dann kénnen wir diese Gleichung aus der gegebenen Menge von Gleichungen
entfernen. Gleichzeitig wird die Substitution ¢ in die Substitution a[y — t} transformiert
und auf die restlichen syntaktischen Gleichungen wird die Substitution [y — t] angewendet.

2. Wenn die Variable y in dem Term t auftritt, falls also y € var(t) ist und wenn auflerdem
t # y ist, dann hat das Gleichungs-System FE U {y = t} keine Losung, wir schreiben

(Eu{y=t}o) ~ @
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3. Falls y € V eine Variable ist und ¢ keine Variable ist, so haben wir folgende Reduktions-Regel:

<EU {tiy},a> ~ <Eu{yit},a>.
Diese Regel wird benétigt, um anschlieBend eine der ersten beiden Regeln anwenden zu

konnen.

4. Triviale syntaktische Gleichungen von Variablen kénnen wir einfach weglassen:

<EU {x = x},a> ~ <E,o>.

5. Ist f ein n-stelliges Funktions-Zeichen, so gilt

<EU{f(51,~~~,sn)if(t1,~~~,tn)},o> ~ <EU{51 it1,~~~,snitn},o>.

Eine syntaktische Gleichung der Form f(s1,---,$,) = f(t1,--+,t,) wird also ersetzt durch
die n syntaktische Gleichungen s; =1, -+, 5, =t

Diese Regel ist im Ubrigen der Grund dafiir, dass wir mit Mengen von syntaktischen Glei-
chungen arbeiten miissen, denn auch wenn wir mit nur einer syntaktischen Gleichung starten,
kann durch die Anwendung dieser Regel die Zahl der syntaktischen Gleichungen erhht wer-
den.

Ein Spezialfall dieser Regel ist

<E U {c = c},a> ~ <E,a>.
Hier steht c fiir eine Konstante, also ein 0-stelliges Funktions-Zeichen. Triviale Gleichungen

iiber Konstanten konnen also einfach weggelassen werden.

6. Das Gleichungs-System F'U {f(sl, s 8m) =gt ,tn)} hat keine Losung, falls die Funk-
tions-Zeichen f und g verschieden sind, wir schreiben

(BEU{f(s1,m) = gl ta)} o) ~ @ falls f # g

Haben wir ein nicht-leeres Gleichungs-System FE gegeben und starten mit dem Paar (E,[]) , so
148t sich immer eine der obigen Regeln anwenden. Diese geht solange bis einer der folgenden Félle
eintritt:

1. Die 2. oder 6. Regel ist anwendbar. Dann ist das Ergebnis €2 und das Gleichungs-System E
hat keine Losung.

2. Das Paar (E,[]) wird reduziert zu einem Paar ({},c). Dann ist o ein Unifikator von E.
In diesem Falls schreiben wir ¢ = mgu(FE). Falls E = {s = t} ist, schreiben wir auch
o = mgu(s,t). Die Abkiirzung mgu steht hier fiir “most general unifier”.

Beispiel: Wir wenden das oben dargestellte Verfahren an, um die syntaktische Gleichung

p(a1, f(z4)) = p(22, 23)
zu losen. Wir haben die folgenden Reduktions-Schritte:

({p(@1, f(24)) = plaz, 22)}, [])

~ ({m =2, o —303} 1)
~ ({f(z *903} [21 = @2])
~ ({#s = fl@a)}, [21 = 22])
~  ({}, [zl — 22, T3+ f(24)])
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In diesem Fall ist das Verfahren also erfolgreich und wir erhalten die Substitution
[CE1 = T2, T3> f(934>]

als Losung der oben gegebenen syntaktischen Gleichung.

Wir geben ein weiteres Beispiel und betrachten das Gleichungs-System

E= {p xla )) = P(JTQ); Q(‘rQa d) = q(h(d7 C)7 374)}
Wir haben folgende Reduktions-Schritte:

({p(h(z1,¢)) = p(x2), q(w2,d) = q(h(d,c),z4)}, [])
~  ({p(h(z1,¢)) = p(x2), 2 = h(d,c), d=z4},[])
~  ({p(h(x1,¢)) = p(x2), w2 = h(d,c), x4 = d},[])
~  ({p(h(z1,¢)) = p(x2), 22 = h(d,c)}, [z4 — d])
~  ({p(h(z1,¢)) = p(h(d,c))}, [x4 — d, z2 + h(d,c)])
~  ({h(z1,¢) = h(d,c)}, [v4 — d, 22 — h(d,c)])
~ ({z1=d, c=c}, [xa— d, 22— h(d,c)])
~ ({z1=4d,},[za—d, z3— h(d,c)])
~  ({}. [#a = d, 22— h(d, ), 1 — d])

Damit haben wir die Substitution [x4 — d, z3 — h(d,c), x1 — d] als Losung des anfangs
gegebenen syntaktischen Gleichungs-Systems gefunden. |
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4.5 Ein Kalkiil fiir die Pradikatenlogik

Der Kalkiil, den wir in diesem Abschnitt fiir die Priadikatenlogik einfiihren, besteht aus zwei
SchluB-Regeln, die wir jetzt definieren.

Definition 43 (Resolution) Es gelte:

1. k1 und k2 sind pradikatenlogische Klauseln,
2. p(s1,-++,8n) und p(t1,- -, t,) sind atomare Formeln,

3. die syntaktische Gleichung p(sy,- -, 8,) = p(t1,---,tn) ist 16sbar mit

m= mgu(p(sla "asn)vp(tla' 7tn))

Dann ist
klU{p(Sl,"',Sn)} {"p(tla7tn)}Uk2
k:l,u U kg,u
eine Anwendung der Resolutions-Regel. O

Die Resolutions-Regel ist eine Kombination aus der Substitutions-Regel und der Schnitt-Regel.
Die Substitutions-Regel hat die Form

k

ko
Hierbei ist k eine préadikatenlogische Klausel und o ist eine Substitution. Unter Umsténden kann es
sein, dass wir bei der Anwendung der Resolutions-Regel die Variablen in einer der beiden Klauseln
erst umbenennen miissen bevor wir die Regel anwenden konnen. Betrachten wir dazu ein Beispiel.
Die Klausel-Menge

o1 = {{p@)} (@)}

ist widerspriichlich. Wir kénnen die Resolutions-Regel aber nicht unmittelbar anwenden, denn die
syntaktische Gleichung

p(z) = p(f(x))

ist unlosbar. Das liegt daran, dass zuféllig in beiden Klauseln die selbe Variable verwendet wird.
Wenn wir die Variable = in der zweiten Klausel jedoch zu y umbenennen, erhalten wir die Klausel-
Menge

{{p@)}, {-p(r o)} }-

Hier konnen wir die Resolutions-Regel anwenden, denn die syntaktische Gleichung
p(x) =p(f(y))

hat die Losung [z — f(y)]. Dann erhalten wir

{p@)}, {-»(f)} + {}

und haben damit die Inkonsistenz der Klausel-Menge M nachgewiesen.

Die Resolutions-Regel alleine ist nicht ausreichend, um aus einer Klausel-Menge M, die inkonsis-
tent ist, in jedem Fall die leere Klausel ableiten zu kénnen: Wir brauchen noch eine zweite Regel.
Um das einzusehen, betrachten wir die Klausel-Menge

M = {{p(f(). 9). plu, g0}, {-p(f@),9), ~p(us g(0)) } }
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Wir werden gleich zeigen, dass die Menge M widerspriichlich ist. Man kann nachweisen, dass
mit der Resolutions-Regel alleine ein solcher Nachweis nicht gelingt. Ein einfacher, aber fiir die
Vorlesung zu aufwendiger Nachweis dieser Behauptung kann gefiihrt werden, indem wir ausgehend
von der Menge alle moglichen Resolutions-Schritte durchfithren. Dabei wiirden wir dann sehen,
dass die leere Klausel nie berechnet wird. Wir stellen daher jetzt die Faktorisierungs-Regel vor,
mir der wir dann spéter zeigen werden, dass M widerspriichlich ist.

Definition 44 (Faktorisierung) FEs gelte
1. k ist eine pradikatenlogische Klausel,
2. p(s1,-++,8,) und p(ty1,---,t,) sind atomare Formeln,
3. die syntaktische Gleichung p(s1,- -, s,) = p(t1,- -, tn) ist losbar,

4. H= mgu(p(slv o '7Sn)ap(t15 e atn))

Dann sind
kU {p(sla ) Sn)7 p(tla e 7t7l)} ku {ﬁp(sla Tty Sn)a jp(.lfla o atn)}
und
kpU{p(st, -, sn)p} kpU {=p(s1,-, sn)p}
Anwendungen der Faktorisierungs-Regel. O

Wir zeigen, wie sich mit Resolutions- und Faktorisierungs-Regel die Widerspriichlichkeit der Menge
M beweisen 1af3t.

1. Zunichst wenden wir die Faktorisierungs-Regel auf die erste Klausel an. Dazu berechnen wir
den Unifikator

= mgu(p(f(x),y),p(u, g(v))) = [y~ g(v),u— f(x)].

Damit kénnen wir die Faktorisierungs-Regel anwenden:

{p(f(2),9),p(u,g(v)} F  {p(f(2),9(v))}.

2. Jetzt wenden wir die Faktorisierungs-Regel auf die zweite Klausel an. Dazu berechnen wir
den Unifikator

p = mgu(—p(f(z),y),~p(u,g(v)) = [y = g(v),u— f(z)].

Damit kénnen wir die Faktorisierungs-Regel anwenden:

{=p(f(2),y), plu,g@)} + {=p(f(z),9(v))}.

3. Wir schlieflen den Beweis mit einer Anwendung der Resolutions-Regel ab. Der dabei ver-
wendete Unifikator ist die leere Substitution, es gilt also u = [J.

{p(f(@).9())}, {=p(f(=).9)} F {}

Ist M eine Menge von pradikatenlogischen Klauseln und ist k eine prédikatenlogische Klausel, die
durch Anwendung der Resolutions-Regel und der Faktorisierungs-Regel aus M hergeleitet werden
kann, so schreiben wir

M& k.
Dies wird als M leitet k her gelesen.
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Definition 45 (Allabschluf) Ist k eine préadikatenlogische Klausel und ist {x1, - - -,y } die Men-
ge aller Variablen, die in k auftreten, so definieren wir den Allabschluf V(k) der Klausel k als

V(k) :=Va1, -, xn k.

Die fiir uns wesentlichen Eigenschaften des Beweis-Begriffs M + k werden in den folgenden beiden
Satzen zusammengefafit.

Satz 46 (Korrektheits-Satz)
Ist M = {ky,---,k,} eine Menge von Klauseln und gilt M F k, so folgt

EV(k) A AY(kn) — Y(E).

Falls also eine Klausel k£ aus einer Menge M hergeleitet werden kann, so ist k tatsédchlich eine
Folgerung aus M. m|

Die Umkehrung des obigen Korrektheits-Satzes gilt nur fiir die leere Klausel.

Satz 47 (Widerlegungs-Vollstindigkeit)
Ist M = {ky,---,k,} eine Menge von Klauseln und gilt = V(k1) A--- AV(k,) — L, so folgt

M&E{}. O

Damit haben wir nun ein Verfahren in der Hand, um fiir eine gegebene prédikatenlogischer Formel
f die Frage, ob = f gilt, untersuchen zu kénnen.

1. Wir berechnen zunéchst die Skolem-Normalform von —f und erhalten dabei so etwas wie
—f e Vry, - Tt g.
2. Anschlieend bringen wir die Matrix g in konjunktive Normalform:
g ki N Nk,
Daher haben wir nun
“f ki A NEy

und es gilt:

Ef gdw {=f}EL gdw. Ak, -k} FEL
3. Nach dem Korrektheits-Satz und dem Satz {iber die Widerlegungs-Vollstéandigkeit gilt
{ki,- kot EL gdw. {ky, - k. F L.

Wir versuchen also, nun die Widerspriichlichkeit der Menge M = {ki,---,k,} zu zeigen,
indem wir aus M die leere Klausel ableiten. Wenn diese gelingt, haben wir damit die Allge-
meingiiltigkeit der urspriinglich gegebenen Formel f gezeigt.

Zum Abschlufl demonstrieren wir das skizzierte Verfahren an einem Beispiel. Wir gehen von fol-
genden Axiomen aus:

1. Jeder Drache ist gliicklich, wenn alle seine Kinder fliegen kénnen.
2. Rote Drachen koénnen fliegen.

3. Die Kinder eines roten Drachens sind immer rot.

Wie werden zeigen, dass aus diesen Axiomen folgt, dass alle roten Drachen gliicklich sind. Als
erstes formalisieren wir die Axiome und die Behauptung in der Pradikatenlogik. Wir wihlen die
folgende Signatur

Y Drache = (V, F, P, arity)  mit
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1. V:i={zy,z2}.
2. F={}.
3. P := {rot, fliegt, gliicklich, kind}.

4.

arity := {(rot, 1), (fliegt, 1), (gliicklich, 1), (kind, 2) }

Das Pridikat kind(z,y) soll genau dann wahr sein, wenn z ein Kind von y ist. Formalisieren wir

die Axiome und die Behauptung, so erhalten wir die folgenden Formeln f1,---, fy:
1. f:=Vaz: ( : (kind(y, z) — fliegt(y)) — g]iick]jch(r))
2. fy =V : (rot(z) — fliegt(x))
3. f3:=Va: (rot(z) — Vy : kind(y, ) — rot(y))
4. fi:=Vax : (rot(x) — gliicklich(z))

Wir wollen zeigen, dass die Formel

f=hAN2Nfs— fa

allgemeingiiltig ist. Wir betrachten also die Formel —f und stellen fest

—f < fiNfa N fsAfy

Als néchstes miissen wir diese Formel in eine Menge von Klauseln umformen. Da es sich hier um
eine Konjunktion mehrerer Formeln handelt, kénnen wir die einzelnen Formeln f1, fs, f3 und —f,
getrennt in Klauseln umwandeln.

1.

Die Formel f; kann wie folgt umgeformt werden:

fi o= Vo (Vy: (kind(y, z) — fliegt(y)) — g]iicklich(a:))
< Vo (ﬁVy kind(y, ) — fliegt(y)) V g]iicklich(x))
& Voo ( (~kind(y, z) V fliegt(y)) \/g]iick]jch(:z:))
& Voo ( ~(~kind(y, = )\/ﬂjegt(y)) \/g]iick]jch(:z:))
< Voo ( (kind(y, z) A —fliegt(y)) V gliicklich( ))
< Vo:3y: ((kmd(y, A —fliegt(y)) V gliicklich( ))

~e Vi ((kind(s(z) z) A ~fliegt(s(z))) V g]uckhch(:z:))

Im letzten Schritt haben wir dabei die Skolem-Funktion s mit arity(s) = 1 eingefiihrt.
Anschaulich berechnet diese Funktion fiir jeden Drachen x, der nicht gliicklich ist, ein Kind y,
das nicht fliegen kann. Wenn wir in der Matrix dieser Formel das “V” noch Ausmultiplizieren,
so erhalten wir die beiden Klauseln

k1 := {kind(s(z), z), gliicklich(z) },
ko := {—fliegt(s(x)), gliicklich(z) }.
Analog finden wir fiir fo:
fo = Va: (rot(z) — fliegt(x))
< Va: (-rot(z) V fliegt(z))
Damit ist fy zu folgender Klauseln dquivalent:

ks := {-rot(z), fliegt(z)}.
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3. Fiir f3 sehen wir:

fs = Vzx: (rot(a:) — Yy : (kind(y,o:) — rot(y)))

: (ﬁrot(a:) V Vy : (—kind(y,z) V rot(y)))
< Vr:Vy: (ﬂrot(r) V —kind(y, x) V rot(y))

~ VY

8

Das liefert die folgende Klausel:
ky = {ﬁrot(r), ﬁkjnd(y,x),rot(y)}.

4. Umformung der Negation von fy4 liefert:

-fs = ~—Va: (rot(z) — gliicklich(x))
< =V : (-rot(z) V gliicklich(x))
<z ﬁ(ﬂrot V gliicklich(x))
< Jx: (rot(z) A ~gliicklich(x))

%

e rot(d) A —gliicklich(d)

Die hier eingefiihrte Skolem-Konstante d steht fiir einen ungliicklichen roten Drachen. Das
fithrt zu den Klauseln

= {rot(d)},

Wir miissen also untersuchen, ob die Menge M, die aus den folgenden Klauseln besteht, wider-
spriichlich ist:

1. ki = {kind(s(z), ), gliicklich(z)}
2. ky = {—fliegt(s(x)), glicklich(z)}
x), fliegt(z)}

4. ky = {-rot(z), —kind(y,z), rot(y)}

5. ks = {rot(d)}

6. ke = {—gliicklich(d)}

3. ]Cg = {"I‘Ot

Sei also M := {1{31,]{?2, k3, kq, ks, ks}. Wir zeigen, dass M F L gilt:

1. Es gilt
mgu(rot(d), rot(z)) = [z + dJ.
Daher kénnen wir die Resolutions-Regel auf die Klauseln k5 und k4 wie folgt anwenden:

{rot(d)}, {-rot(z),~kind(y,z),rot(y)} + {-kind(y,d),rot(y)}.

2. Wir wenden nun auf die resultierende Klausel und auf die Klausel k; die Resolutions-Regel
an. Dazu berechnen wir zunéchst

mgu(kind(y, d), kind(s(z),z)) = [y — s(d),z — d].
Dann haben wir

{=kind(y,d),rot(y)}, {kind(s(x),z),glicklich(z)} + {gliicklich(d),rot(s(d))}.
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3. Jetzt wenden wir auf die eben abgeleitete Klausel und die Klausel kg die Resolutions-Regel
an. Wir haben:

mgu(gliicklich(d), gliicklich(d)) = ||
Also erhalten wir
{gliicklich(d), rot(s(d)) }, {—gliicklich(d)} + {rot(s(d))}.
4. Auf die Klausel {rot(s(d)) } und die Klausel k3 wenden wir die Resolutions-Regel an. Zunéichst
haben wir
mgu(rot(s(d)), —rot(z)) = [z — s(d)]
Also liefert die Anwendung der Resolutions-Regel:
{rot(s(d))}, {-rot(x),fliegt(x)} + {fliegt(s(d))}

5. Um die so erhaltenen Klausel {fliegt(s(d))} mit der Klausel k3 resolvieren zu kénnen, be-
rechnen wir

mgu(fliegt(s(d)), fliegt(s(x))) = [z > d]
Dann liefert die Resolutions-Regel

{fliegt(s(d))}, {—fliegt(s(x)), gliicklich(z)} + {gliicklich(d)}.

6. Auf das Ergebnis { glﬁcklich(d)} und die Klausel kg konnen wir nun die Resolutions-Regel
anwenden:

{gliicklich(d)}, {-gliicklich(d)} + {}.

Da wir im letzten Schritt die leere Klausel erhalten haben, ist insgesamt M F 1 nachgewiesen
worden und damit haben wir gezeigt, dass alle kommunistischen Drachen gliicklich sind.

Aufgabe: Die von Bertrant Russell definierte Russell-Menge R ist definiert als die Menge aller
der Mengen, die sich nicht selbst enthalten. Damit gilt also

Vz: (z€R «» ~z€R).

Zeigen Sie mit Hilfe des in diesem Abschnitt definierten Kalkiils, dass diese Formel widerspriichlich
ist.

Hausaufgabe: Gegeben seien folgende Axiome:

1. Jeder Barbier rasiert alle Personen, die sich
nicht selbst rasieren.

2. Kein Barbier rasiert jemanden, der sich selbst rasiert.

Zeigen Sie, dass aus diesen Axiomen logisch die folgende Aussage folgt:

Alle Barbiere sind blond.
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4.6 Prover9 und Mace4

Der im letzten Abschnitt beschriebene Kalkiil 148t sich automatisieren und bildet die Grundlage
moderner automatischer Beweiser. Gleichzeitig 148t sich auch die Suche nach Gegenbeispielen
automatisieren. Wir stellen in diesem Abschnitt zwei Systeme vor, die diesen Zwecken dienen.

1. Prover9 dient dazu, automatisch prédikatenlogische Formeln zu beweisen.

2. Mace4 untersucht, ob eine gegebene Menge prédikatenlogischer Formeln in einer endlichen
Struktur erfiillbar ist. Gegebenenfalls wird diese Struktur berechnet.

Die beiden Programme Prover9 und Mace4 wurden von William McCune [McC10] entwickelt,
stehen unter der GPL und koénnen unter der Adresse

http://www.cs.unm.edu/ "mccune/prover9/download

als Quelltext heruntergeladen werden. Wir diskutieren zunéchst Prover9 und schauen uns anschlie-
Bend Mace4 an.

4.6.1 Der automatische Beweiser Prover9

Prover9 ist ein Programm, das als Eingabe zwei Mengen von Formeln bekommt. Die erste Menge
von Formeln wird als Menge von Aziomen interpretiert, die zweite Menge von Formeln sind die
zu beweisenden Theoreme, die aus den Axiomen gefolgert werden sollen. Wollen wir beispielsweise
zeigen, dass aus den drei Formeln der Gruppentheorie

1.Ve:e-x =z,

2.Vx:dy:x-y=e und

3. Ve :Vy:Vz:(x-y)-z=x-(y-2)
die beiden Formeln

1.Ve:z-e=rzx,

2.Vx:dy:y-z=e und

logisch folgen, so stellen wir diese Formeln wie in Abbildung 4.6 auf Seite 108 gezeigt als Text dar.
Der Anfang der Axiome wird in dieser Datei durch “formulas(sos)” eingeleitet und durch das
Schliisselwort “end_of _1ist” beendet. Zu beachten ist, dass sowohl die Schliisselworter als auch
die einzelnen Formel jeweils durch einen Punkt “.” beendet werden. Die Axiome in den Zeilen 2,
3, und 4 driicken aus, dass

1. e ein links-neutrales Element ist,
2. zu jedem Element z ein links-inverses Element y existiert und

3. das Assoziativ-Gesetz gilt.

Aus diesen Axiomen folgt, dass das e auch ein rechts-neutrales Element ist und dass auflerdem
zu jedem Element z ein rechts-neutrales Element y existiert. Diese beiden Formeln sind die zu
beweisenden Ziele und werden in der Datei durch “formulas(goal)” markiert. Triigt die in Abbil-
dung 4.6 gezeigte Datei den Namen “group2.in”, so kénnen wir das Programm Prover9 mit dem
Befehl

prover9 -f group2.in
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1 formulas(sos).

2 all x (e * x = x). % left neutral
3 all x exists y (y *x x = e). % left inverse
4+ all x all y all z ((x x y) * 2z =x * (y *x 2)). 7 associativity
s end_of_list.

*

7 formulas(goals).

s all x (x *x e = x). % right neutral
o all x exists y (x xy = e). % right inverse
10 end_of_list.

Abbildung 4.6: Textuelle Darstellung der Axiome der Gruppentheorie.

starten und erhalten als Ergebnis die Information, dass die beiden in Zeile 8 und 9 gezeigten For-
meln tatséchlich aus den vorher angegebenen Axiomen folgen. Hétte Prover9 keinen Beweis gefun-
den, so wire das Programm solange weitergelaufen, bis kein freier Speicher mehr zur Verfiigung
gestanden hétte und wire dann mit einer Fehlermeldung abgebrochen.

Prover9 versucht, einen indirekten Beweis zu fithren. Zunéchst werden die Axiome in pradi-
katenlogische Klauseln iiberfithrt. Dann wird jedes zu beweisenden Theorem negiert und die ne-
gierte Formel wird ebenfalls in Klauseln iiberfithrt. Anschlieflend versucht Prover9 aus der Menge
aller Axiome zusammen mit den Klauseln, die sich aus der Negation eines der zu beweisenden
Theoreme ergeben, die leere Klausel herzuleiten. Gelingt dies, so ist bewiesen, dass das jeweilige
Theorem tatséchlich aus den Axiomen folgt. Abbildung 4.7 zeigt eine Eingabe-Datei fiir Prover9,
bei der versucht wird, das Kommutativ-Gesetz aus den Axiomen der Gruppentheorie zu folgern.
Der Beweis-Versuch mit Prover9 schlédgt allerdings fehl. In diesem Fall wird die Beweissuche nicht
endlos fortgesetzt. Dies liegt daran, dass es Prover9 gelingt, in endlicher Zeit alle aus den ge-
gebenen Voraussetzungen folgenden Formeln abzuleiten. Ein solcher Fall ist allerdings eher die
Ausnahme als die Regel.

1 formulas(sos).

2 all x (e * x = x). % left neutral
3 all x exists y (y *x x = e). % left inverse
4+ all xall yall z ((x xy) *z=xx* (y * z)). % associativity
s end_of_list.

7 formulas(goals).
s all xally (x *xy =1y * x). % * is commutative
o end_of_list.

Abbildung 4.7: Gilt das Kommutativ-Gesetz in allen Gruppen?

4.6.2 Mace4

Dauert ein Beweisversuch mit Prover9 endlos, so ist zunéchst nicht klar, ob das zu beweisende
Theorem gilt. Um sicher zu sein, dass eine Formel nicht aus einer gegebenen Menge von Axiomen
folgt, reicht es aus, eine Struktur zu konstruieren, in der alle Axiome erfiillt sind, in der das zu
beweisende Theorem aber falsch ist. Das Programm Mace4 dient genau dazu, solche Strukturen
zu finden. Das funktioniert natiirlich nur, solange die Strukturen endlich sind. Abbildung 4.8 zeigt
eine Eingabe-Datei, mit deren Hilfe wir die Frage, ob es endliche nicht-kommutative Gruppen gibt,
unter Verwendung von Mace4 beantworten konnen. In den Zeilen 2, 3 und 4 stehen die Axiome
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der Gruppen-Theorie. Die Formel in Zeile 5 postuliert, dass fiir die beiden Elemente a und b das
Kommutativ-Gesetz nicht gilt, dass also a-b # b - a ist. Ist der in Abbildung 4.8 gezeigte Text in
einer Datei mit dem Namen “group.in” gespeichert, so kénnen wir Mace4 durch das Kommando

mace4 -f group.in

starten. Mace4 sucht fiir alle positiven natiirlichen Zahlen n = 1,2,3,---, ob es eine Struktur
S = (U,J) mit card(U) = n gibt, in der die angegebenen Formeln gelten. Bei n = 6 wird Mace4
findig und berechnet tatséichlich eine Gruppe mit 6 Elementen, in der das Kommutativ-Gesetz
verletzt ist.

1 formulas(theory).

2 all x (e * x = x). % left neutral

3 all x exists y (y *x x = e). % left inverse

4+ all x all y all z ((x xy) * z =x * (y *x z)). 7 associativity

5 a*xb!=Db=x*a. % a and b do not commute

6 end_of_list.

Abbildung 4.8: Gibt es eine Gruppe, in der das Kommutativ-Gesetz nicht gilt?

Abbildung 4.9 zeigt einen Teil der von Mace4 produzierten Ausgabe. Die Elemente der Gruppe
sind die Zahlen 0, - - -, 5, die Konstante a ist das Element 0, b ist das Element 1, e ist das Element
2. Weiter sehen wir, dass das Inverse von 0 wieder 0 ist, das Inverse von 1 ist 1 das Inverse von 2
ist 2, das Inverse von 3 ist 4, das Inverse von 4 ist 3 und das Inverse von 5 ist 5. Die Multiplikation
wird durch die folgende Gruppen-Tafel realisiert:

[oJo[1]2]3[4]5]
0[[2]3]0]1]5]4
1421|503
20123 |4]5
35/0(3 (421
I[1][5[4[2[3]0
53|45 012

Diese Gruppen-Tafel zeigt, dass
aob=001=3, aber boa=100=4

gilt, mithin ist das Kommutativ-Gesetz tatséchlich verletzt.

Bemerkung: Der Theorem-Beweiser Prover9 ist ein Nachfolger des Theorem-Beweisers Otter. Mit
Hilfe von Otter ist es McCune 1996 gelungen, die Robbin’sche Vermutung zu beweisen [McC97].
Dieser Beweis war damals sogar der New York Times eine Schlagzeile wert, nachzulesen unter

http://www.nytimes.com/library/cyber/week/1210math.html.

Das Ergebnis zeigt, dass automatische Theorem-Beweiser durchaus niitzliche Werkzeuge sein
konnen. Nichtdestoweniger ist die Pradikatenlogik unentscheidbar und bisher sind auch nur wenige
offene mathematische Probleme mit Hilfe von automatischen Beweisern geltst worden. Das wird
sich vermutlich auch in der niheren Zukunft nicht d&ndern.
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23

24

25

26

DOMAIN SIZE 6

=== Mace4 starting on domain size 6. ===

MODEL
interpretation( 6, [number=1, seconds=0], [
function(a, [ 0 1),
function(b, [ 1 1),
function(e, [ 2 1),
function(f1(_), [ 0, 1, 2, 4, 3, 5 1),

function(x(_,_), [

-
-

S OO L, NN W
adh WN - O
O N D WO

-

-
-
-

-
-

-

W= 01O PN
= W N OO,
N O~ O W

-
-

.

end of model

Abbildung 4.9: Ausgabe von Mace4.
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Kapitel 5

Prolog

Im diesem Kapitel wollen wir uns mit dem logischen Programmieren und der Sprache Prolog
beschiftigen. Der Name Prolog steht fiir “programming in logic”. Die Grundidee des logischen
Programmieren kann wie folgt dargestellt werden:

1. Der Software-Entwickler erstellt eine Datenbank. Diese enthélt Informationen in Form von
Fakten und Regeln.

2. Ein automatischer Beweiser (eine sogenannte Inferenz-Maschine) erschlieft aus diesen Fak-
ten und Regeln Informationen und beantwortet so Anfragen.

Das Besondere an dieser Art der Problemlosung besteht darin, dass es nicht mehr notwendig ist,
einen Algorithmus zu entwickeln, der ein bestimmtes Problem 16st. Statt dessen wird das Problem
durch logische Formeln beschrieben. Zur Lésung des Problems wird dann ein automatischen Be-
weiser eingesetzt, der die gesuchte Losung berechnet. Diese Vorgehensweise folgt dem Paradigma
des deklarativen Programmierens. In der Praxis funktioniert der deklarative Ansatz nur bei ein-
fachen Beispielen. Um mit Hilfe von Prolog auch komplexere Aufgaben 16sen zu konnen, ist es
unumganglich, die Funktionsweise des eingesetzten automatischen Beweisers zu verstehen.

Wir geben ein einfaches Beispiel, an dem wir das Grundprinzip des deklarativen Programmie-
rens mit Prolog erlautern kénnen. Abbildung 5.1 auf Seite 112 zeigt ein Prolog-Programm, das
aus einer Ansammlung von Fakten und Regeln besteht:

1. Ein Fokt ist eine atomare Formel. Die Syntax ist

p(ti, - tn).
Dabei ist p ein Pradikats-Zeichen und ¢4, - - -, ¢, sind Terme. Ist die Menge der Variablen, die
in den Termen ty,---,t, vorkommen, durch {x1, -, 2z} gegeben, so wird der obige Fakt

als die logische Formel

Yoy, Tmip(te, e te)

interpretiert. Das Programm in Abbildung 5.1 enthélt in den Zeilen 1 — 5 Fakten. Umgangs-
sprachlich kénnen wir diese wie folgt lesen:

(a) Asterix ist ein Gallier.
(b) Obelix ist ein Gallier.
(c) César ist ein Kaiser.
)

(d) César ist ein Romer.
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2. Eine Regel ist eine bedingte Aussage. Die Syntax ist
A:-By, - ,B,.
Dabei sinder A und By, - - -, B, atomare Formeln, haben also die Gestalt

Q(Slv Tty Sk)v

wobei ¢ ein Pradikats-Zeichen ist und si,---, sy Terme sind. Ist die Menge der Variablen,
die in den atomaren Formeln A, By, - - -, B, auftreten, durch {x1, -, 2.} gegeben, so wird
die obige Regel als die logische Formel

Var, &yt (B1 A+ A By — A)

interpretiert. Das Programm aus Abbildung 5.1 enthélt in den Zeilen 7-12 Regeln. Schreiben
wir diese Regeln als prédikatenlogische Formeln, so erhalten wir:
(a) Va : (gallier(z) — stark(z))
Alle Gallier sind stark.
(b) Vz : (stark(z) — maechtig(z))
Wer stark ist, ist méchtig.
(¢) Vz : (kaiser(z) A roemer(z) — maechtig(x))
Wer Kaiser und Romer ist, der ist méchtig.
(d) Vz : (roemer(z) — spinnt(z))
Wer Rémer ist, spinnt.

1 gallier(asterix).
2 gallier(obelix).

1+ kaiser(caesar).
5 roemer(caesar).

7 stark(X) :- gallier(X).

o maechtig(X) :- stark(X).
10 maechtig(X) :- kaiser(X), roemer(X).

12 spinnt(X) :- roemer(X).

Abbildung 5.1: Ein einfaches Prolog-Programm.

Wir haben in dem Programm in Abbildung 5.1 die Zeile
stark(X) :- gallier(X).

als die Formel
Va: (gallier(z) — stark(z))

interpretiert. Damit eine solche Interpretation moglich ist, muss klar sein, dass in der obigen Regel
der String “X” eine Variable bezeichnet, wihrend die Strings “stark” und “gallier” Pridikats-
Zeichen sind. Prolog hat sehr einfache Regeln um Variablen von Pradikats- und Funktions-Zeichen
unterscheiden zu kénnen:

1. Wenn ein String mit einem groflien Buchstaben oder aber mit dem Unterstrich “_” beginnt
und nur aus Buchstaben, Ziffern und dem Unterstrich “_” besteht, dann bezeichnet dieser
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String eine Variable. Die folgenden Strings sind daher Variablen:
X, ABC_32, _U, Hugo, _1, _.

2. Strings, die mit einem kleinen Buchstaben beginnen und nur aus Buchstaben, Ziffern und
dem Unterstrich “_” bestehen, bezeichnen Pradikats- und Funktions-Zeichen. Die folgenden
Strings kénnen also als Funktions- oder Pradikats-Zeichen verwendet werden:

asterix, al, i_love_prolog, x.

3. Die Strings
Wy ” w_"” [13%2) w/n [13)
+ ) - ) * ) / ) .

bezeichnen Funktions-Zeichen. Bis auf das Funktions-Zeichen “.” konnen diese Funktions-
Zeichen auch, wie in der Mathematik iiblich, als Infix-Operatoren geschrieben werden. Das
Funktions-Zeichen “.” bezeichnen wir als Dot-Operator. Dieser Operator wird zur Konstruk-
tion von Listen benutzt. Die Details werden wir spéter diskutieren.

4. Die Strings
UM WY 6 U g ? 6\ =9 o ? G\ 9
< ) > y T =< ) >= ) \_ sy T \__ .

bezeichnen Prédikats-Zeichen. Fiir diese Prédikats-Zeichen ist eine Infix-Schreibweise zuléssig.

Gegeniiber den Sprachen C und Java gibt es hier die folgenden Unterschiede, die besonders
Anféingern oft Probleme bereiten.

(a) Bei dem Operator “=<” treten die Zeichen “=” und “<” nicht in der selben Reihenfolge
auf, wie das in den Sprachen C oder Java der Fall ist, denn dort wird dieser Operator
als “<=" geschrieben.

b) Der Operator “==" testet, ob die beiden Argumente gleich sind, wihrend der Operator
8 8
“\==" testet, ob die beiden Werte ungleich sind. In C und Java hat der entsprechende
Operator die Form “!=".

“w_"

(¢) Der Operator ist der Unifikations-Operator. Bei einem Aufruf der Form

s=1
versucht das Prolog-System die syntaktische Gleichung s = ¢ zu lésen. (Leider wird
dabei der Occur-Check nicht durchgefiihrt.) Falls dies erfolgreich ist, werden die Varia-

blen, die in den Termen s und t vorkommen, instantiiert. Was dabei im Detail passiert,
werden wir spéter sehen.

5. Zahlen bezeichnen 0-stellige Funktions-Zeichen. In Prolog kénnen Sie sowohl ganze Zahlen als
auch FlieSkomma-Zahlen benutzen. Die Syntax fiir Zahlen ist &hnlich wie in C, die folgenden
Strings stellen also Zahlen dar:

12, -3, 2.5, 2.3e-5.

Nachdem wir jetzt Syntax und Semantik des Programms in Abbildung 5.1 erldutert haben,
zeigen wir nun, wie Prolog sogenannte Anfragen beantwortet. Wir nehmen an, dass das Programm
in einer Datei mit dem Namen “gallier.pl” abgespeichert ist. Wir wollen herausfinden, ob es

jemanden gibt, der einerseits méchtig ist und der andererseits spinnt. Logisch wird dies durch die
folgende Formel ausgedriickt:

Jz: (maechtig(x) A spinnt(z)).
Als Prolog-Anfrage kénnen wir den Sachverhalt wie folgt formulieren:
maechtig(X), spinnt(X).

Um diese Anfrage auswerten zu kénnen, starten wir das SWI-Prolog-System! in einer Shell mit

ISie finden dieses Prolog-System im Netz unter www.swi-prolog.org.
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dem Kommando:
pl
Wenn das Prolog-System installiert ist, begriifit uns das System wie folgt:

Welcome to SWI-Prolog (Multi-threaded, Version 5.9.7)

Copyright (c) 1990-2009 University of Amsterdam.

SWI-Prolog comes with ABSOLUTELY NO WARRANTY. This is free software,
and you are welcome to redistribute it under certain conditions.
Please visit http://www.swi-prolog.org for details.

For help, use ?- help(Topic). or 7- apropos(Word).
?_
Die Zeichenfolge “?-” ist der Prolog-Prompt. Hier geben wir

consult(gallier).

ein (und zwar mit dem Punkt) und driicken Return. Damit fordern wir das System auf, die Fakten
und Regeln aus der Datei “gallier.pl” zu laden. Als Ergebnis erhalten wir die Meldung

?7- consult(gallier).
% gallier compiled 0.00 sec, 1,676 bytes

Yes
?_

Das Programm wurde erfolgreich geladen und iibersetzt. Wir geben nun unsere Anfrage ein
?7- maechtig(X), spinnt(X).

und erhalten als Antwort:
X = caesar

Wenn wir mit dieser Antwort zufrieden sind, driicken wir Return und erhalten einen neuen Prompt.
Wenn wir statt dessen nach weiteren Personen suchen wollen, die einerseits méchtig sind und
andererseits spinnen, dann geben wir das Zeichen “;” ein, bevor wir Return driicken. In diesem

Fall erhalten wir die Antwort

No
?_

Bei den oben gegebenen Regeln und Fakten gibt es aufler Caesar also niemanden, der méchtig
ist und spinnt. Wenn wir das Prolog-System wieder verlassen wollen, dann geben wir den Befehl
“halt.” ein.

5.1 Wie arbeitet Prolog?

Das Konzept des logischen Programmierens sieht vor, dass der Benutzer eine Datenbank mit Fak-
ten und Regeln erstellt, die das Problem vollstéandig beschreiben. Anschliefend beantwortet dann
das Prolog-System mogliche Anfragen mit Hilfe einer Inferenz-Maschine. Um nicht-triviale Prolog-
Programme erstellen zu kénnen, ist es notwendig zu verstehen, wie das Prolog-System Anfragen
beantwortet. Um diesen Algorithmus leichter darstellen zu kdnnen, vereinbaren wir folgendes: Ist
ein Fakt der Form

A.

gegeben, so formen wir dies zu der Regel
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A :- true.
um. AuBlerdem bezeichnen wir bei einer Klausel
A:-By,---,B,.
die atomare Formel A als den Kopf und die Konjunktion By, - - -, B, als den Rumpf der Klausel.

Wir beschreiben nun den Algorithmus, mit dem das Prolog-System Anfragen beantwortet.

1. Gegeben
(a) Anfrage: G=0Q1,  ,Qn
Hier sind @, - - -, @, atomare Formeln.

(b) Prolog-Programm: P

Da die Reihenfolge der Klauseln fiir das Folgende relevant ist, fassen wir das Prolog-
Programm P als Liste von Regeln auf.

2. Gesucht: Eine Substitution o, so dass die Instanz Go aus den Regeln des Programms P
folgt:

= Y(P) — Y(Go).

Hier bezeichnet V(P) den Allabschluff der Konjunktion aller Klauseln aus P und V(Go)
bezeichnet entsprechend den Allabschlufl von Go.

Der Algorithmus selbst arbeitet wie folgt:
1. Suche (der Reihe nach) in dem Programm P alle Regeln
A:-By,---.B,,.

fiir die der Unifikator y = mgu(Q1, A) existiert.
2. Gibt es mehrere solche Regeln, so
(a) wihlen wir die erste Regel aus, wobei wir uns an der Reihenfolge orientieren, in der die
Regeln in dem Programm P auftreten.
(b) AuBerdem setzen wir an dieser Stelle einen Auswahl-Punkt (Choice-Point), um spéter
hier eine andere Regel wéhlen zu kénnen, falls dies notwendig werden sollte.

3. Wir setzen G := Gpu, wobei p der oben berechnete Unifikator ist.

4. Nun bilden wir die Anfrage
BLUH ) Bm,“ﬂ QQ,U/7 T Qn/j/

Jetzt konnen zwei Fille auftreten:

(a) m +n = 0: Dann ist die Beantwortung der Anfrage erfolgreich und wir geben als
Antwort G zurtick.

(b) Sonst beantworten wir rekursiv die Anfrage By, - -, By, Q2pt, -+, Quft -

Falls die rekursive Beantwortung unter Punkt 4 erfolglos war, gehen wir zum letzten
Auswahl-Punkt zuriick. Gleichzeitig werden alle Zuweisungen G := Gu, die wir seit
diesem Auswahl-Punkt durchgefithrt haben, wieder riickgéingig gemacht. Anschliefend
versuchen wir, mit der néchsten moglichen Regel die Anfrage zu beantworten.
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Um den Algorithmus besser zu verstehen, beobachten wir die Abarbeitung der Anfrage
maechtig(X), spinnt(X).

im Debugger des Prolog-Systems. Wir geben dazu nach dem Laden des Programms “gallier.pl”
das Kommando guitracer ein.

?7- guitracer.
Wir erhalten die Antwort:

% The graphical front-end will be used for subsequent tracing

Yes
?_

Jetzt starten wir die urspriingliche Anfrage noch einmal, setzen aber das Kommando trace vor
unsere Anfrage:

7- trace, maechtig(X), spinnt(X).

Als Ergebnis wird ein Fenster geoffnet, das Sie in Abbildung 5.2 auf Seite 117 sehen. Unter dem
Menii sehen Sie hier eine Werkzeugleiste. Die einzelnen Symbole haben dabei die folgende Bedeu-
tung:

1. Die Schaltfliche l | dient dazu, einzelne Unifikationen anzuzeigen. Mit dieser Schaltfliche
konnen wir die meisten Details der Abarbeitung beobachten.

Alternativ hat die Taste “i” die selbe Funktion.

2. Die Schaltflache |*‘

durchzufiithren.

Alternativ hat die Leertaste die selbe Funktion.

dient dazu, einen einzelnen Schritt bei der Abarbeitung einer Anfrage

3. Die Schaltflache |l"-+| dient dazu, die ndchste atomare Anfrage in einem Schritt durch-
zufithren. Driicken wir diese Schaltfliche unmittelbar, nachdem wir das Ziel

maechtig(X), roemer(X).

eingegeben haben, so wiirde der Debugger die Anfrage maechtig(X) in einem Schritt beant-
worten. Dabei wiirde dann die Variable X an die Konstante asterix gebunden.

Alternativ hat die Taste “s” (skip) die selbe Funktion.

4. Die Schaltfliche ﬁ dient dazu, die Prozedur, in deren Abarbeitung wir uns befinden,

ohne Unterbrechung zu Ende abarbeiten zu lassen. Versuchen wir beispielsweise die atomare
Anfrage “maechtig(X)” mit der Regel

maechtig(X) :- kaiser(X), roemer(X).

abzuarbeiten und miissen nun die Anfrage “kaiser (X), roemer (X).” beantworten, so wiirden
wir durch Betétigung dieser Schaltfliche sofort die Antwort “X = caesar” fiir diese Anfrage
erhalten.

Alternative hat die Taste “£” (finish) die selbe Funktion.

5. Die Schaltfliche "Fh'| dient dazu, eine bereits beantwortete Anfrage noch einmal zu beant-

worten. Dies kann sinnvoll sein, wenn man beim Tracen einer Anfrage nicht aufgepafit hat
und noch einmal sehen mochte, wie das Prolog-System zu seiner Antwort gekommen ist.
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Alternative hat die Taste “r” (retry) die selbe Funktion.

6. Die Schaltfliche E“'| beantwortet die gestellte Anfrage ohne weitere Unterbrechung.
Alternative hat die Taste “n” (nodebug) die selbe Funktion.

Von den weiteren Schaltflachen sind fiirs erste nur noch zwel interessant.

d
7. Die Schaltfliche ™*&| l:iBt das Programm bis zum nichsten Haltepunkt laufen.
Alternative hat die Taste “1” (continue) die selbe Funktion.

8. Die Schaltflache |@| setzt einen Haltepunkt. Dazu muss vorher der Cursor an die Stelle
gebracht werden, an der ein Haltepunkt gesetzt werden soll.

Alternative hat die Taste “!” die selbe Funktion.

Tool  Edit Compile  Help

1=~ 7 o BU?- B alall w 28 QX Q|2

Bindings

b1

Ak

homersstroetmarkurse/Informatik-1/Prolog/gallier.pl
gallieriasteri=?), -

gallierichelix),

starki<) :-
gallier ),

| meEEhEL | ;-
stk (),

maechtig () :-
kaiserist.,

kaisericaszar?.
roemericassar?!,

gpinntix) 1- T
roemer (S, ﬂ

Call: maschtin

Abbildung 5.2: Der Debugger des SWI-Prolog-Systems.

Wir zeigen, wie das Ziel maechtig(X), spinnt(X) vom Prolog-System beantwortet wird.

1. Zunéchst wird versucht, die Anfrage “maechtig(X)” zu losen. Die erste Regel, die das Prédi-
kat maechtig/1 definiert, ist

maechtig(X) :- stark(X).

117



Daher wird die Anfrage “maechtig(X)” reduziert zu der Anfrage “stark(X)”. Die aktuelle
vollstéindige Anfrage lautet nun

stark(X), spinnt(X).

Da es noch eine zweite Regel gibt, die das Priadikat maechtig/1 definiert, setzen wir an
dieser Stelle einen Auswahl-Punkt (Choice-Point). Falls also die Beantwortung der Anfrage
“stark(X), spinnt(X)” spéter scheitert, konnen wir es mit der zweiten Regel noch einmal
versuchen.

. Jetzt wird versucht, die Anfrage “stark(X)” zu lésen. Die erste und einzige Regel, die das
Pradikat stark/1 definiert, ist

stark(X) :- gallier(X).

Nach der Unifikation des Kopfes dieser Regel mit der Anfrage “stark(X)” lautet die aktuelle
Anfrage

gallier(X), spinnt(X).

. Die erste Regel, die das Prédikat gallier/1 definiert und deren Kopf mit der Anfrage
“gallier(X)” unifiziert werden kann, ist der Fakt

gallier(asterix).

Bei der Unifikation mit diesem Fakt wird die Variable X an die Konstante asterix gebunden.
Damit lautet jetzt die aktuelle Anfrage

spinnt(asterix).

Da es noch eine zweite Regel gibt, die das Prédikat gallier/1 definiert, setzen wir an dieser
Stelle einen Auswahl-Punkt.

. Die erste und einzige Regel, die das Préadikat spinnt/1 definiert, lautet
spinnt (X) :- roemer(X).

Also wird nun die Variable X in dieser Regel mit asterix unifiziert und wir erhalten die
Anfrage

roemer (asterix) .
. Die einzige Regel, die das Prédikat roemer/1 definiert, ist
roemer (caesar) .

Diese Regel 148t sich nicht mit der Anfrage “roemer(asterix)” unifizieren. Also scheitert
diese Anfrage.

. Wir schauen nun, wann wir das letzte mal einen Auswahl-Punkt gesetzt haben. Wir stellen
fest, dass wir unter Punkt 3 bei der Beantwortung der Anfrage gallier(X) das letzte Mal
einen Auswahl-Punkt gesetzt haben. Also gehen wir nun zu Punkt 3 zuriick und versuchen
wieder, die Anfrage

gallier(X), spinnt(X)
zu 16sen. Diesmal wihlen wir jedoch den Fakt
gallier(obelix).
Wir erhalten dann die neue Anfrage
spinnt (obelix) .
. Die erste und einzige Regel, die das Priadikat spinnt/1 definiert, lautet

spinnt (X) :- roemer(X).
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10.

11.

12.

13.

Also wird die Variable X in dieser Regel mit obelix unifiziert und wir erhalten die Anfrage

roemer (obelix) .

Die einzige Regel, die das Pridikat roemer/1 definiert, ist
roemer (caesar) .

Diese Regel 148t sich nicht mit der Anfrage “roemer(asterix)” unifizieren. Also scheitert
diese Anfrage.

Wir schauen wieder, wann das letzte Mal ein Auswahl-Punkt gesetzt wurde. Der unter Punkt
3 gesetzte Auswahl-Punkt wurde vollstéindig abgearbeitet, dieser Auswahl-Punkt kann uns
also nicht mehr helfen. Aber unter Punkt 1 wurde ebenfalls ein Auswahl-Punkt gesetzt, denn
fiir das Prédikat maechtig/1 gibt es die weitere Regel

maechtig(X) :- kaiser(X), roemer(X).

Wenden wir diese Regel an, so erhalten wir die Anfrage
kaiser(X), roemer(X), spinnt(X).

Fiir das Préadikat kaiser/1 enthélt unsere Datenbank genau einen Fakt:
kaiser(caesar) .

Benutzen wir diesen Fakt zur Reduktion unserer Anfrage, so lautet die neue Anfrage

roemer (caesar), spinnt(caesar).

Fiir das Préadikat roemer/1 enthélt unsere Datenbank genau einen Fakt:
roemer (caesar) .
Benutzen wir diesen Fakt zur Reduktion unserer Anfrage, so lautet die neue Anfrage

spinnt (caesar) .

Die erste und einzige Regel, die das Prédikat spinnt/1 definiert, lautet
spinnt (X) :- roemer(X).
Also wird die Variable X in dieser Regel mit caesar unifiziert und wir erhalten die Anfrage

roemer (caesar) .

Fiir das Prédikat roemer/1 enthilt unsere Datenbank genau einen Fakt:
roemer (caesar) .

Benutzen wir diesen Fakt zur Reduktion unserer Anfrage, so ist die verbleibende Anfrage
leer. Damit ist die urspriingliche Anfrage gelost. Die dabei berechnete Antwort erhalten wir,
wenn wir untersuchen, wie die Variable X unifiziert worden ist. Die Variable X war unter
Punkt 10 mit der Konstanten caesar unifiziert worden. Also ist

X = caesar

die Antwort, die von dem System berechnet wird.

Bei der Beantwortung der Anfrage “maechtig(X), spinnt(X)” sind wir einige Male in Sackgassen
hineingelaufen und mussten Instantiierungen der Variable X wieder zuriick nehmen. Dieser Vorgang
wird in der Literatur als backtracking bezeichnet. Er kann mit Hilfe des Debuggers am Bildschirm
verfolgt werden.
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5.1.1 Die Tiefensuche

Der von Prolog verwendete Such-Algorithmus wird auch als Tiefensuche (angelséchsisch: depth
first search) bezeichnet. Um diesen Ausdruck erldutern zu konnen, definieren wir zunéchst den
Begriff des Suchbaums. Die Knoten eines Suchbaums sind mit Anfrage beschriftet. Ist der Knoten
u des Suchbaums mit der Anfrage

Qla"'an

beschriftet und gibt es fiir i = 1, -- -, k Regeln der Form

@._p@® .. p@

AW :-B)", ,Bn(i)

die auf die Anfrage passen, fiir die also p; = mgu(Q1, A®) existiert, so hat der Knoten u insgesamt
k verschiedene Kinder. Dabei ist das i-te Kind mit der Anfrage

B i+, B i Qaptis -+, Quupti

beschriftet. Als einfaches Beispiel betrachten wir das in Abbildung 5.3 gezeigte Programm. Der
Suchbaum fiir die Anfrage

p(X)

ist in Abbildung 5.4 gezeigt. Den Knoten, der mit der urspriinglichen Anfrage beschriftet ist,
bezeichnen wir als die Wurzel des Suchbaums. Die Ldsungen zu der urspriinglichen Anfrage finden
wir an den Bldttern des Baumes: Wir bezeichnen hier die Knoten als Blétter, die am weitesten
unten stehen. Suchbdume stehen also gewissermafien auf dem Kopf: Die Blétter sind unten und
die Wurzeln sind oben?.

1 pX) - q1(X).
> pX) :- q2(X).

4 ql(X) :- r1(X).
5 ql(X) - r2(X).

7 q2(X) :- r3(X).
s q2(X) :- ra(X).

10 rl(a) .
11 r2 (b) .
12 I‘3(C) .
13 r4(d) .

Abbildung 5.3: Die Tiefensuche in Prolog

Anhand des in Abbildung 5.4 gezeigten Suchbaums 14t sich nun die Tiefensuche erkldren:
Wenn der Prolog-Interpreter nach einer Losung sucht, so wihlt er immer den linkesten Ast und
steigt dort so tief wie moglich ab. Dadurch werden die Losungen in dem Beispiel in der Reihenfolge

X=a, X=b X=c, X =d,

gefunden. Die Tiefensuche ist dann problematisch, wenn der linkeste Ast des Suchbaums unendlich
tief ist. Als Beispiel betrachten wir das in Abbildung 5.5 gezeigte Prolog-Programm. Zeichnen wir
hier den Suchbaum fiir die Anfrage

p(X)

2Daher werden diese Suchbdume auch als australische Biume bezeichnet.
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Abbildung 5.4: Der Suchbaum fiir das in Abbildung 5.3 gezeigte Programm.

so finden wir einen unendlichen Ast, in den der Prolog-Interpreter absteigt und aus dem er dann
mit einem Stack-Overflow wieder zuriick kommt. Vertauschen wir hingegen die Reihenfolge der
Klauseln, so kann das Programm die obige Anfrage beantworten.

1 p(s@X)) - p(X).
2 ple).

Abbildung 5.5: Eine Endlos-Schleife in Prolog.

5.2 Ein komplexeres Beispiel

Das obige Beispiel war bewuf3t einfach gehalten um die Sprache Prolog einzufiihren. Um die
Maéchtigkeit des Backtrackings zu demonstrieren, prisentieren wir jetzt ein komplexeres Beispiel.
Es handelt sich um das folgende Rétsel:

1. Drei Freunde belegen den ersten, zweiten und dritten Platz bei einem Programmier-Wettbewerb.

2. Jeder der drei hat genau einen Vornamen, genau ein Auto und hat sein Programm in genau
einer Programmier-Sprache geschrieben.

3. Michael programmiert in Setl und war besser als der Audi-Fahrer.

4. Julia, die einen Ford Mustang fihrt, war besser als der Java-Programmierer.
5. Das Prolog-Programm war am besten.

6. Wer fihrt Toyota?

7. In welcher Sprache programmiert Thomas?

Um dieses Rétsel zu 16sen, iiberlegen wir uns zunéchst, wie wir die einzelnen Daten représentieren
konnen, die in dem Ritsel eine Rolle spielen. Zunéchst ist dort von Personen die Rede. Jede dieser
Personen hat genau einen Vornamen, ein Auto und eine Programmier-Sprache. Wir reprisentieren
Personen daher durch Terme der Form

person(Name, Car, Language).

Dabei bezeichnen Name, Car und Language Konstanten, die aus den entsprechenden Mengen
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gewdhlt werden:
Name € {julia, thomas,michael}, Car € {ford, toyota,audi},
Language € {java,prolog, setl}.

Wenn wir Personen durch ein dreistelliges Funktions-Zeichen wie oben gezeigt représentieren,
konnen wir sofort Priadikate angeben, die den Vornamen, die Auto-Marke und die Programmier-
Sprache aus einem solchen Term extrahieren.

1. Das Pradikat first_name/2 extrahiert den Vornamen:

first name(person(Name, Car, Language), Name).
2. Das Pridikat car/2 extrahiert die Auto-Marke:

car (person(Name, Car, Language), Car).
3. Das Prédikat language/2 extrahiert die Programmier-Sprache:

language (person(Name, Car, Language), Language).

Um zu verstehen wie diese Pridikate arbeiten, zeigen wir, wie die Anfrage
car ( person(hans, seat, setl), X ).

von dem Prolog-System beantwortet wird. Die einzige Regel, die zur Beantwortung dieser Anfrage
herangezogen werden kann, ist die Regel

car(person(Name, Car, Language), Car) :- true.
Um diese Regel anwenden zu konnen, ist die syntaktische Gleichung
car( person(hans, seat, setl), X ) = car( person(Name, Car, Language), Car )
zu losen. Bei der Unifikation findet sich die Losung
i = [Name — hans, Car — seat, Language — setl, X — seat].

Insbesondere wird also die Variable X bei dieser Anfrage an die Konstante seat gebunden.

Wie konnen wir nun die Reihenfolge représentieren, in der die drei Personen bei dem Wett-
bewerb abgeschnitten haben? Wir wéhlen ein dreistelliges Funktions-Zeichen sequence und re-
présentieren die Reihenfolge durch den Term

sequence(First, Second, Third).

Dabei stehen First, Second und Third fiir Terme, die von dem Funktions-Zeichen person/3 er-
zeugt worden sind und die Personen bezeichnen. Die Reihenfolge kann dann durch das Préadikat

did_better(Better, Worse, Sequence)

berechnet werden, dessen Implementierung in den Zeilen 38 — 40 der Abbildung 5.6 auf Seite 124
gezeigt ist. Wir konnen nun daran gehen, das Rétsel zu l6sen. Abbildung 5.6 zeigt die Implemen-
tierung. Zeile 1 — 30 enthilt die Implementierung einer Regel fiir das Priadikat answer/2, dass
die Losung des Rétsel berechnet. In dieser Regel haben wir das Rétsel als préadikatenlogische For-
mel codiert. Wir iibersetzen diese Regel jetzt zuriick in die Umgangssprache und zeigen dadurch,
dass das Pridikat answer/2 das Rétsel korrekt beschreibt. Die Numerierung in der folgenden
Aufzéhlung stimmt jeweils mit der entsprechenden Zeilen-Nummer im Programm {iberein:

2. Falls Sequence eine Reihenfolge von drei Personen beschreibt und
4. Michael eine Person aus dieser Reihenfolge ist und

5. der Name der durch Michael bezeichneten Person den Wert michael hat und
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6. Michael in SETL programmiert und
8. Audi eine Person aus der Reihenfolge Sequence ist und
9. Michael beim Wettbewerb besser abgeschnitten hat als die durch Audi bezeichnete Person

10. die durch Audi bezeichnete Person einen Audi fahrt und

24. Toyota eine Person aus der Reihenfolge Sequence ist und

25. die durch Toyota bezeichnete Person einen Toyota fahrt und

26. NameToyota den Vornamen der durch Toyota bezeichneten Person angibt und
28. Thomas eine Person aus der Reihenfolge Sequence ist und

25. die durch Thomas bezeichnete Person den Vornamen Thomas hat und

26. LanguageThomas die Sprache ist, in der die durch Thomas bezeichnete Person programmiert,
dann gilt:

1. NameToyota ist der Namen des Toyota-Fahrers und LanguageThomas ist die Sprache, in der
Thomas programmiert.

Wenn wir die urspriingliche Aufgabe mit der Implementierung in Prolog vergleichen, dann
stellen wir fest, dass die in dem Rétsel gemachten Angaben eins-zu-eins in Prolog iibersetzt werden
konnten. Diese Ubersetzung beschreibt nur das Ritsel und gibt keinen Hinweis, wie dieses Riitsel
zu l6sen ist. Fiir die Losung ist dann die dem Prolog-System zu Grunde liegende Inferenz-Maschine
zustandig.

5.3 Listen

In Prolog wird viel mit Listen gearbeitet. Listen werden in Prolog mit dem 2-stelligen Funktions-
Zeichen “.” konstruiert. Ein Term der Form

.(s,1)

steht also fiir eine Liste, die als erstes Element “s” enthélt. “t” bezeichnet den Rest der Liste. Das
Funktions-Zeichen “[]1” steht fiir die leere Liste. Eine Liste, die aus den drei Elementen “a”, “b”
und “c” besteht, kann also wie folgt dargestellt werden:

.(a, .(, .(c, [ON

Da dies relativ schwer zu lesen ist, darf diese Liste auch als
[a,b,c]

geschrieben werden. Zusétzlich kann der Term “. (s,¢)” in der Form
[s]t]

geschrieben werden. Um diese Kurzschreibweise zu erldautern, geben wir ein kurzes Prolog-Programm
an, das zwei Listen aneinander hingen kann. Das Programm implementiert das dreistellige Pradi-
kat myAppend®. Die Intention ist, dass myAppend(ly, l2,[3) fiir drei Listen /1, Iz und I3 genau dann
wahr sein soll, wenn die Liste I3 dadurch entsteht, dass die Liste [ hinten an die Liste [; angehéngt
wird. Das Programm besteht aus den folgenden beiden Klauseln:

3In dem SWI-Prolog-System gibt es das vordefinierte Pridikat append/3, das genau das selbe leistet wie unsere
Implementierung von myAppend/3.
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answer (NameToyota, LanguageThomas) :-—
is_sequence( Sequence ),
% Michael programmiert in Setl.
one_of_them(Michael, Sequence),
first_name (Michael, michael),
language (Michael, setl),
% Michael war besser als der Audi-Fahrer
one_of_them(Audi, Sequence),
did_better(Michael, Audi, Sequence),
car (Audi, audi),
% Julia fihrt einen Ford Mustang.
one_of_them(Julia, Sequence),
first_name(Julia, julia),
car(Julia, ford),
% Julia war besser als der Java-Programmierer.
one_of_them(JavaProgrammer, Sequence),
language (JavaProgrammer, java),
did_better(Julia, JavaProgrammer, Sequence),
% Das Prolog-Programm war am besten.
one_of_them(PrologProgrammer, Sequence),
first (PrologProgrammer, Sequence),
language (PrologProgrammer, prolog),
% Wer fahrt Toyota?
one_of_them(Toyota, Sequence),
car (Toyota, toyota),
first_name(Toyota, NameToyota),
% In welcher Sprache programmiert Thomas?
one_of_them(Thomas, Sequence),
first_name(Thomas, thomas),
language (Thomas, LanguageThomas).

is_sequence( sequence(_First, _Second, _Third) ).

one_of_them(A, sequence(A, _, _)).
one_of_them(B, sequence(_, B, _)).
one_of_them(C, sequence(_, _, C)).

did_better(A, B, sequence(A, B, _)).
did_better(A, C, sequence(A, _, C)).
did_better(B, C, sequence(_, B, C)).

first(A, sequence(dA, _, _)).
first_name(person(Name, _Car, _Language), Name).

car(person(_Name, Car, _Language), Car).

language (person(_Name, _Car, Language), Language).

Abbildung 5.6: Wer fahrt Toyota?
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myAppend( [], L, L ).
myAppend( [ X | L1 ], L2, [ X | L3 1 ) :- myAppend( L1, L2, L3 ).

Wir konnen diese beiden Klauseln folgendermaflen in die Umgangssprache iibersetzen:

1. Hangen wir eine Liste L an die leere Liste an, so ist das Ergebnis die Liste L.

2. Um an eine Liste [ X | L1 1], die aus dem Element X und dem Rest L1 besteht, eine Liste L2
anzuhédngen, hdngen wir zundchst an die Liste L1 die Liste L2 an und nennen das Ergebnis
L3. Das Ergebnis erhalten wir, wenn wir vor L3 noch das Element X setzen. Wir erhalten
dann die Liste [ X | L3 ].

Wir testen unser Programm und nehmen dazu an, dass die beiden Programm-Klauseln in der Datei
“myAppend . pl” abgespeichert sind und dass wir diese Datei mit dem Befehl “consult (myAppend) .”
geladen haben. Dann stellen wir die Anfrage

?- myAppend( [ 1, 2, 31, [a, b, ¢ 1, L).
Wir erhalten die Antwort:
L=1I[1, 2, 3, a, b, cl

Die obige Interpretation des gegebenen Prolog-Programms ist funktional, dass heif3t wir fassen die
ersten beiden Argumente des Préidikats myAppend als Fingaben auf und interpretieren das letzte
Argument als Ausgabe. Diese Interpretation ist aber keineswegs die einzig mogliche Interpretation.
Um das zu sehen, geben wir als Ziel

myAppend (L1, L2, [1,2,3]).

ein und driicken, nachdem das System uns die erste Antwort gegeben hat, nicht die Taste Return
sondern die Taste “;”. Wir erhalten:

?- myAppend (L1, L2, [1, 2, 3]).

L1 = []
L2 = [1, 2, 3] ;

L1 = [1]

L2 = [2, 3] ;
L1 = [1, 2]
L2 = [3] ;

L1 = [1, 2, 3]
L2 = [1 ;
No

In diesem Fall hat das Prolog-System durch Backtracking alle Méglichkeiten bestimmt, die es gibt,
um die Liste “[1, 2, 3]” in zwei Teile zu zerlegen.

5.3.1 Sortieren durch Einfiigen

Wir entwickeln nun einen einfachen Algorithmus zum Sortieren von Listen von Zahlen. Die Idee
ist Folgende: Um eine Liste aus n Zahlen zu sortieren, sortieren wir zunéchst die letzten n — 1
Zahlen und fiigen dann das erste Element in die sortierte Liste an der richtigen Stelle ein. Mit
dieser Idee besteht das Programm aus zwei Pradikaten:
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1. Das Pradikat insert/3 erwartet als erstes Argument eine Zahl z und als zweites Argument
eine Liste von Zahlen [, die zusétzlich noch in aufsteigender Reihenfolge sortiert sein muss.
Das Pradikat fiigt die Zahl x so in die Liste [ ein, dass die resultierende Liste wiederum in
aufsteigender Reihenfolge sortiert ist. Das so berechnete Ergebnis wird als letztes Argument
des Préadikats zuriick gegeben.

Um die obigen Ausfiihrungen iiber die verwendeten Typen und die Bestimmung von Ein- und
Ausgabe prignanter formulieren zu konnen, fithren wir den Begriff einer Typ-Spezifikation
ein. Fiir das Priadikat insert/3 hat diese Typ-Spezifikation die Form

insert (+Number, +List (Number), -List (Number)).

Das Zeichen “+” legt dabei fest, dass das entsprechende Argument eine Eingabe ist, wiahrend
“~” yerwendet wird um ein Ausgabe-Argument zu spezifizieren.

2. Das Priadikat insertion_sort/2 hat die Typ-Spezifikation
insertion_sort(+ List (Number), -List (Number)).

Der Aufruf insertion _sort(List, Sorted) sortiert List in aufsteigender Reihenfolge.

Abbildung 5.7 zeigt das Prolog-Programm.

1 % insert( +Number, +List(Number), -List(Number) ).
3 dimsert( X, [1, [ X1).

5 insert( X, [ Head | Tail ], [ X, Head | Tail ] ) :-
6 X =< Head.

8 insert( X, [ Head | Tail ], [ Head | New_Tail ] ) :-
9 X > Head,

10 insert( X, Tail, New_Tail ).

12 % insertion_sort( +List(Number), -List(Number) ).

14 insertion_sort( [1, [1 ).

16 insertion_sort( [ Head | Tail ], Sorted ) :-

17 insertion_sort( Tail, Sorted_Tail ),
18 insert( Head, Sorted_Tail, Sorted ).

Abbildung 5.7: Sortieren durch Einfiigen.

Nachfolgend diskutieren wir die einzelnen Klauseln der Implementierung des Pradikats insert.

1. Die erste Klausel des Pridikats insert greift, wenn die Liste, in welche die Zahl X eingefiigt
werden soll, leer ist. In diesem Fall wird als Ergebnis einfach die Liste zuriick gegeben, die
als einziges Element die Zahl X enthalt.

2. Die zweite Klausel greift, wenn die Liste, in die die Zahl X eingefiigt werden soll nicht leer
ist und wenn auBlerdem X kleiner oder gleich dem ersten Element dieser Liste ist. In diesem
Fall kann X an den Anfang der Liste gestellt werden. Dann erhalten wir die Liste

[ X, Head | Tail 1].

Diese Liste ist sortiert, weil einerseits schon die Liste [ Head | Tail ] sortiert ist und
andererseits X kleiner als Head ist.
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3. Die dritte Klausel greift, wenn die Liste, in die die Zahl X eingefiigt werden soll nicht leer
ist und wenn auflerdem X grofler als das erste Element dieser Liste ist. In diesem Fall muss
X rekursiv in die Liste Tail eingefiigt werden. Dabei bezeichnet Tail den RestO der Liste,
in die wir X einfiigen wollen. Weiter bezeichnet New_Tail die Liste, die wir erhalten, wenn
wir die Zahl X in die Liste Tail einfiigen. An den Anfang der Liste New_Tail setzen wir nun
noch den Kopf Head der als Eingabe gegebenen Liste.

Damit kénnen wir nun auch die Wirkungsweise des Pradikats insertion_sort erklédren.

1. Ist die zu sortierende Liste leer, so ist das Ergebnis die leere Liste.

2. Ist die zu sortierende Liste nicht leer und hat die Form [Head | Taill, so sortieren wir
zunéchst die Liste Tail und erhalten als Ergebnis die sortierte Liste Sorted_Tail. Fiigen
wir hier noch das Element Head mit Hilfe von insert ein, so erhalten wir als Endergebnis
die sortierte Liste.

Viele Prolog-Pradikate sind funktional. Wir nennen ein Pradikat funktional, wenn die einzelnen
Argumente klar in Eingabe- und Ausgabe-Argumente unterschieden werden kénnen und wenn
auBerdem zu jeder Eingabe hochstens eine Ausgabe berechnet wird. Zum Beispiel sind die oben
angegebenen Priadikate zum Sortieren einer Liste von Zahlen funktional. Bei einem funktionalen
Programm konnen wir die Semantik oft dadurch am besten verstehen, dass wir das Programm
in bedingte Gleichungen umformen. Fiir das oben angegebene Programm erhalten wir dann die
folgenden Gleichungen:

1. insert(X,[]) = [X].
2. X < Head — insert(X, [Head|Tail]) = [X, Head| Tail].

3. X > Head — insert(X, [Head|Tail]) = [Head|insert(X, Tail)].
4. insertion sort([]) =]

5. insertion_sort([Head|Tail]) = insert(Head, insertion_sort(Tail)).

Die Korrespondenz zwischen dem Prolog-Programm und den Gleichungen sollte augenfillig sein.
Auflerdem ist offensichtlich, dass die obigen Gleichungen den Sortier-Algorithmus in sehr prégnan-
ter Form wiedergeben. Wir werden diese Beobachtung im zweiten Semester benutzen und die
meisten dort vorgestellten Algorithmen durch bedingte Gleichungen spezifizieren.

5.3.2 Sortieren durch Mischen

Der im letzten Abschnitt vorgestellte Sortier-Algorithmus hat einen Nachteil: Die Rechenzeit, die
dieser Algorithmus verbraucht, wéichst im ungiinstigsten Fall quadratisch mit der Linge der zu
sortierenden Liste. Den Beweis dieser Behauptung werden wir im néchsten Semester liefern. Wir
werden nun einen Algorithmus vorstellen der effizienter ist: Ist n die Lange der Liste, so wichst bei
diesem Algorithmus der Verbrauch der Rechenzeit nur mit dem Faktor n * Iog,(n). Den Nachweis
dieser Behauptung erbringen wir im zweiten Semester. Wenn es sich bei der zu sortierenden Liste
beispielsweise um ein Telefonbuch mit einer Millionen Eintrégen handelt, dann ist der relative
Unterschied des Rechenzeit-Verbrauchs durch einen Faktor der Grofie 50 000 gegeben.

Wir werden den effizienteren Algorithmus zunéchst durch bedingte Gleichungen beschreiben
und anschlieflend die Umsetzung dieser Gleichungen in Prolog angeben. Der Algorithmus wird
in der Literatur als Sortieren durch Mischen bezeichnet (engl. merge sort) und besteht aus drei
Phasen:

1. In der ersten Phase wird die zu sortierende Liste in zwei etwa gleich grofie Teile aufgeteilt.
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2. In der zweiten Phase werden diese Teile rekursiv sortiert.

3. In der dritten Phase werden die sortierten Teillisten so zusammen gefiigt (gemischt), dass
die resultierende Liste ebenfalls sortiert ist.

1 % odd( +List(Number), -List(Number) ).
2 Odd( [], [] )-

s odd( [X | Xs], [XILJ) :-

4 even( Xs, L ).

6 % even( +List(Number), -List(Number) ).
7 even( [1, [1).

s even( [ X | Xs ], L) :-

9 odd( Xs, L ).

1 % merge( +List(Number), +List(Number), -List(Number) ).
12 mix( [], Xs, Xs ).

13 mix( Xs, [1, Xs ).

wuw mix(C [ X | Xs 1, [ Y| Ys ], [ X | Rest 1) :-

15 X =<Y,

16 mix( Xs, [ Y | Ys ], Rest ).

1w mix(C [ X | Xs ], [ Y| ¥Ys], [ Y| Rest ] ) :-
18 X>Y,

19 mix( [ X | Xs ], Ys, Rest ).

20

21 % merge_sort( +List(Number), -List(Number) ).
22 merge_sort( [1, [1 ).

23 merge_sort( [ X1, [ X]).

22 merge_sort( [ X, Y | Rest ], Sorted ) :-

25 odd( [ X, Y| Rest ], 0dd ),

26 even( [ X, Y | Rest ], Even ),

27 merge_sort( 0dd, 0dd_Sorted ),

28 merge_sort( Even, Even_Sorted ),

20 mix( 0dd_Sorted, Even_Sorted, Sorted ).

Abbildung 5.8: Sortieren durch Mischen.

Wir beginnen mit dem Aufteilen einer Liste in zwei Teile. Bei der Aufteilung orientieren wir
uns an den Indizes der Elemente. Zur Illustration zunéchst ein Beispiel: Wir teilen die Liste

[a17a27a37a47a57a67a77a8] auf in [al,a3,a5,a7] und [a27a47a67a8]-

Elemente, deren Index gerade ist, werden in der ersten Teilliste aufgesammelt und die Elemente
mit ungeradem Index sammeln wir in der zweiten Teilliste. Als Namen fiir die Funktionen, die
diese Teillisten berechnen, wihlen wir even und odd:

odd : List(Number) — List(Number),
even : List(Number) — List(Number).

Die Funktion odd(L) berechnet die Liste aller Elemente aus L mit ungeradem Index, wéhrend
even(L) die Liste aller Elemente mit geradem Index berechnet. Die beiden Funktionen kénnen
durch die folgenden Gleichungen spezifiziert werden:

1. odd([]) = [].
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2. odd([hlt]) = [h|even(t)],

denn das erste Element einer Liste hat den Index 1, was offenbar ein ungerader Index ist und
alle Elemente, die in der Liste ¢ einen geraden Index haben, haben in der Liste [h|t] einen
ungeraden Index.

3. even([]) =]
4. even([h|t]) = odd(¢),
denn alle Elemente, die in der Liste ¢ einen ungeraden Index haben, haben in der Liste [h]¢]
einen geraden Index.
Als néchstes entwickeln wir eine Funktion
mix : List(Number) x List(Number) — List(Number)

die zwei aufsteigend sortierte Listen so mischt, dass die resultierende Liste ebenfalls aufsteigend
sortiert ist. Durch rekursive Gleichungen kann diese Funktion wie folgt spezifiziert werden:

1. mix([],1) = 1.
2. mix(l,[]) = 1.

3. w <y — mix([zs], [ylt]) = [zlmix(s, [y[t])]-

Falls x < y ist, so ist x sicher das kleinste Element der Liste die entsteht, wenn wir die Listen
[z]s] und [y|t] mischen. Also mischen wir rekursiv die Listen s und [y|t] und setzen x an den
Anfang dieser Liste.

4. x>y — mix([x]s], [y[t]) = [ymix([z|s], 1)].
Damit konnen wir jetzt die Funktion

merge_sort : List(Number) — List(Number),

die eine Liste von Zahlen sortiert, durch bedingte Gleichungen spezifizieren.

1. merge_sort([]) = [].
2. merge_sort([z]) = [z].

3. length(l) > 2 — merge_sort(l) = mix(merge _sort(odd(!)), merge_sort(even(l))).

Falls die Liste [ aus 2 oder mehr Elementen besteht, teilen wir diese Liste in die beiden
Listen odd(l) und even(l) auf, sortieren diese Listen und mischen anschlieend die sortierten
Teillisten.

Die oben angegebenen Gleichungen lassen sich nun unmittelbar in ein Prolog-Programm umsetzen.
Abbildung 5.8 auf Seite 128 zeigt das resultierende Prolog-Programm. Da es in SWI-Prolog bereits
vordefinierte Prédikate mit den Namen merge/3 und sort/2 gibt, haben wir statt dessen die
Namen mix/2 und merge_sort/3 gewahlt.
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5.3.3 Symbolisches Differenzieren

Die Sprache Prolog wird gerne fiir Anwendungen benutzt, bei denen symbolische Rechnungen
eine wesentliche Rolle spielen, denn symbolische Rechnungen sind in Prolog dadurch, dass die zu
manipulierenden Objekte in der Regel unmittelbar als Prolog-Terme dargestellt werden koénnen,
sehr einfach zu implementieren. Zur Verdeutlichung zeigen wir ein Programm, mit dem es moéglich
ist, symbolisch zu differenzieren. Im Rahmen einer Ubung haben wir ein SETL-Programm entwi-
ckelt, das arithmetische Ausdriicke symbolisch differenziert. Damals war es notwendig gewesen, die
zu differenzierenden Terme durch geeignete SETL-Objekte zu reprasentieren. An dieser Stelle ist
die Prolog-Implementierung einfacher, denn arithmetische Ausdriicke kénnen unmittelbar durch
Terme dargestellt werden.

Die Methodik, mit der wir das Prolog-Programm entwickeln, besteht aus zwei Schritten:

1.

Als erstes legen wir fest, was genau wir unter einem arithmetischen Ausdruck verstehen
wollen und wie ein solcher Ausdruck in Prolog représentiert werden soll. Dazu definieren wir
die Menge der Prolog-Terme Expr, die einen arithmetischen Ausdruck darstellen.

Dann stellen wir bedingte Gleichungen auf, die eine Funktion
diff : Expr x Var — Expr

beschreiben. Diese Gleichungen sind nichts anderes als die mathematischen Regeln, die Sie
in der Schule fiir das Differenzieren gelernt haben.

Im letzten Schritt implementieren wir diese Gleichungen in Prolog.

Induktive Definition der Menge Expr.

1.

Variablen sind arithmetische Ausdriicke.

Variablen stellen wir durch nullstellige Funktionszeichen dar. Nullstellige Funktionszeichen
werden in Prolog auch als Atome bezeichnet. Damit gilt

¢ € Expr fiir jedes Prolog-Atom c.

Zahlen sind arithmetische Ausdriicke.

Sowohl die ganzen Zahlen als auch die reellen Zahlen sind Bestandteil der Sprache Prolog
und koénnen damit durch sich selbst dargestelt werden:

n € Expr fir alle n € Z,
r € Expr fiir alle r € R.

Das Negative eines arithmetischen Ausdrucks ist ein arithmetischer Ausdruck. In Prolog
kann das Negative durch den unéren Operator “-” dargestellt werden, also haben wir

-t e Expr fallst e Expr.
Die Summe, die Differenz, das Produkt, und der Quotient zweier arithmetischen Ausdriicke
ist ein arithmetischer Ausdruck. In Prolog kénnen Summe, Differenz, Produkt und Quotient
respektive durch die bindren Operatoren “+”  “-"  “x” und “/” dargestellt werden, also

setzen wir

s+t e Expr falls s,t € Expr.
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s-te€ Expr falls s,t € Expr.
s*te Expr falls s,t € Expr.
s/te Expr falls s,t € Expr.

5. Die Potenz zweier arithmetischer Ausdriicke ist ein arithmetischer Ausdruck. In Prolog kann
die Potenz durch den bindren Operator “x*” dargestellt werden, also setzen wir

s*xt € Expr falls s,t € Expr.

6. Bei der Behandlung spezieller Funktionen beschréinken wir uns auf die Exponential-Funktion
und den natiirlichen Logarithmus:

exp(t) € Expr falls t € Expr,

1n(t) € Expr falls t € Expr.

Aufstellen der bedingten Gleichungen Den Wert von diff(t, ) definieren wir nun durch
Induktion nach dem Aufbau des arithmetischen Ausdrucks ¢.

1. Bei der Ableitung einer Variablen miissen wir unterscheiden, ob wir die Variable nach sich
selbst oder nach einer anderen Variablen ableiten.

(a) Die Ableitung einer Variablen nach sich selbst gibt den Wert 1:

— d 1
=7 — =1.
Y dx
Also haben wir
y=x — diff(z,z) = 1.
(b) Die Ableitung einer Variablen y nach einer anderen Variablen x ergibt den Wert 0:

d
y;«éx—>—y:O
dx

Also haben wir
y#x— diff(z,z) = 1.
2. Die Ableitung einer Zahl n ergibt 0:

dn

de

Damit haben wir
diff(n,x) =0.

3. Die Ableitung eines Ausdrucks mit negativen Vorzeichen ist durch

d, . df
%(*f)f*a

gegeben. Die rekursive Gleichung lautet

Aiff(—f,z) = —diff(f,z).
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10.

Die Ableitung einer Summe ergibt sich als Summe der Ableitungen der Summanden:

d _df dg

E(f—i_g)_ﬂ T

Als Gleichung schreibt sich dies
QiEE(f + g,7) = ALfE(f.2) + difE(g, ).

Die Ableitung einer Differenz ergibt sich als Differenz der Ableitung der Operanden:

d _df dg
%(fig)idm dx

Als Gleichung schreibt sich dies
Aiff(f — g,z) = diff(f,z) — diff(g,z).
Die Ableitung eines Produktes wird durch die Produkt-Regel beschrieben:

d df dg
dx(f*g)f . * g+ f* .

Dies fiihrt auf die Gleichung

diff(f xg,x) =diff(f,x) x g+ f *xdiff(g,x).
Die Ableitung eines Quotienten wird durch die Quotienten-Regel beschrieben:

df dg
w9 g

g*g

d
o (fl9) =
Dies fithrt auf die Gleichung

diff(f/g,x) = (ALff(f, x) x g — f + diff(g,x))/(g * 9)-

Zur Ableitung eines Ausdrucks der Form f *x g verwenden wir die folgende Gleichung;:
f#xg = exp(g*1n(f)).

Das fiihrt auf die Gleichung
diff(f ** g,x) = diff(exp(g * 1n(f)),x).

Bei der Ableitung der Exponential-Funktion bendtigen wir die Ketten-Regel:

d d

Texp(f) = 22+ explf).

Das fiihrt auf die Gleichung
diff(exp(f),z) = diff(f, z) * exp(f).

Fiir die Ableitung des natiirlichen Logarithmus finden wir unter Beriicksichtigung der Ketten-
Regel

d 1 df
L) ==+ 2L
) =5

Das fiihrt auf die Gleichung

diff(exp(f),z) = diff(f,x)/f.
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Implementierung in Prolog Abbildung 5.9 zeigt die Implementierung in Prolog. An Stelle
der zweistelligen Funktion diff() haben wir nun ein dreistelliges Pridikat diff/3, dessen letztes
Argument das Ergebnis berechnet. Wir diskutieren die einzelnen Klauseln.

1. Die beiden Klauseln in den Zeilen 3 — 9 zeigen, wie eine Variable differenziert werden kann.
Das Prédikat atom(X) priift, ob X ein nullstelliges Funktions-Zeichen ist. Solche Funktions-
Zeichen werden im Prolog-Jargon auch als Atome bezeichnet. Wir priifen also in Zeile 4 und
8, ob es sich bei dem abzuleitenden Ausdruck um eine Variable handelt. Anschlielend iiber-
priifen wir in den Zeilen 5 bzw. 9, ob diese Variable mit der Variablen, nach der differenziert
werden soll, iibereinstimmt oder nicht.

2. In der Klausel in den Zeilen 11 — 12 behandeln wir den Fall, dass es sich bei dem zu dif-
ferenzierenden Ausdruck um eine Zahl handelt. Um dies iiberpriifen zu kénnen, verwenden
wir das Priadikat number (X), das iiberpriift, ob das Argument X eine Zahl ist.

In dieser Klausel haben wir die Variable, nach der abgeleitet werden soll, mit “_X” bezeich-
net. Der Grund ist, dass das Prolog-System fiir Variablen, die in einer Klausel nur einmal
vorkommen, eine Warnung ausgibt. Diese Warnung kann vermieden werden, wenn vorne an
den Variablennamen ein Unterstrichs “_” angefiigt wird.

3. Am Beispiel der Ableitung des Ausdrucks — f zeigen wir, wie rekursive Gleichungen in Prolog
umgesetzt werden konnen. Die Gleichung, die in den Zeilen 14 — 15 umgesetzt wird, lautet

Aiff(—f,z) = —diff(f,z).

Um den Ausdruck -F nach z zu differenzieren, miissen wir zunichst den Ausdruck F nach x
ableiten. Das passiert in Zeile 15 und liefert das Ergebnis Fs. Das Endergebnis erhalten wir
dadurch, dass wir vor Fs ein Minuszeichen setzen.

4. Die restlichen Klausel setzen die oben gefundenen bedingten Gleichungen unmittelbar um
und werden daher hier nicht weiter diskutiert.
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38

39

40

% diff( +Expr, +Atom, -Expr).

diff(F, X, 1) :-
atom(F),
F == X.

diff(F, X, 0) :-
atom(F),
F \== X.

diff(N, _X, 0) :-
number (N) .

diff(-F, X, -Fs) :-
diff(F, X, Fs).

diff(F + G, X, Fs + Gs) :-
diff(F, X, Fs),
diff (G, X, Gs).

diff(F - G, X, Fs - Gs) :-
diff(F, X, Fs),
diff (G, X, Gs).

diff(F * G, X, Fs * G + F * Gs)
diff(F, X, Fs),
diff (G, X, Gs).

diff(F / G, X, (Fs * G - F *x Gs) / (G * G))

diff(F, X, Fs),
diff (G, X, Gs).

diff( F *x G, X, D) :-
diff( exp(F * 1n(G)), X, D

diff( exp(F), X, Fs * exp(F) )
diff(F, X, Fs).

diff( 1n(F), X, Fs / F ) :-
diff(F, X, Fs).

).

Abbildung 5.9: Ein Programm zum symbolischen Differenzieren
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5.4 Negation in Prolog

In diesem Abschnitt besprechen wir die Implementierung des Negations-Operators in Prolog. Wir
zeigen zunéchst an Hand eines einfachen Beispiels die Verwendung dieses Operators, besprechen
dann seine Semantik und zeigen abschliefend, in welchen Féllen die Verwendung des Negations-
Operators problematisch ist.

5.4.1 Berechnung der Differenz zweier Listen

In Prolog wird der Negations-Operator als “\+” geschrieben. Wir erldutern die Verwendung dieses
Operators am Beispiel einer Funktion, die die Differenz zweier Mengen berechnen soll, wobei die
Mengen durch Listen dargestellt werden. Wir werden die Funktion

difference : List(Number) x List(Number) — List(Number)
durch bedingte Gleichungen spezifizieren. Der Ausdruck
difference(ly,l2)

berechnet die Liste aller der Elemente aus [, die nicht Elemente der Liste l5 sind. In SETL kénnten
wir diese Funktion wie in Abbildung 5.10 gezeigt implementieren.

1 difference := procedure(ll, 12) {
2 return [ x in 11 | !(x in 12) ];

3 };

Abbildung 5.10: Implementierung der Prozedur difference in SETL.

In Prolog erfolgt die Implementierung dieser Funktion durch Rekursion im ersten Argument. Dazu
stellen wir zunéchst bedingte Gleichungen auf:

1. difference(]],1) = |].
2. —member(h,l) — difference([h|t],l) = [h|difference(t, )],

denn wenn das Element h in der Liste [ nicht vorkommt, so bleibt dieses Element im Ergebnis
erhalten.

3. member(h,l) — difference([h|t],1) = difference(t, ).

1 % difference( +List(Number), +List(Number), -List (Number) ).
> difference( [1, _L, [1 ).

4+ difference( [H | TJ1, L, [HIR]) :-
5 \+ member( H, L ),
6 difference( T, L, R ).

s difference( [H | TJ], L, R) :-
9 member ( H, L ),
10 difference( T, L, R ).

Abbildung 5.11: Berechnung der Differenz zweier Listen
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5.4.2 Semantik des Negations-Operators in Prolog

Es bleibt zu kldren, wie das Prolog-System eine Anfrage der Form
\+ A

beantwortet, wie also der not-Operator implementiert ist.

1. Zunichst versucht das System, die Anfrage “A” zu beantworten.

2. Falls die Beantwortung der Anfrage “A” scheitert, ist die Beantwortung der Anfrage “\+ A”
erfolgreich. In diesem Fall werden keine Variablen instanziiert.

3. Falls die Beantwortung der Anfrage “A” erfolgreich ist, so scheitert die Beantwortung der
Anfrage “\+ A”.

Wichtig ist zu sehen, dass bei der Beantwortung einer negierten Anfrage in keinem Fall Varia-
blen instanziiert werden. Eine negierte Anfrage

\+ A

funktioniert daher nur dann wie erwartet, wenn die Anfrage A keine Variablen mehr enthélt. Zur
Tllustration betrachten wir das Programm in Abbildung 5.12. Versuchen wir mit diesem Programm
die Anfrage

smart1(X)
zu beantworten, so wird diese Anfrage reduziert zu der Anfrage
\+ roemer(X), gallier(X).

Um die Anfrage “\+ roemer (X)” zu beantworten, versucht das Prolog-System rekursiv, die Anfra-
ge “roemer (X)” zu beantworten. Dies gelingt und die Variable X wird dabei an den Wert “caesar”
gebunden. Da die Beantwortung der Anfrage “roemer (X)” gelingt, scheitert die Anfrage

\+ roemer (X)

und damit gibt es auch auf die urspriingliche Anfrage “smart1(X)” keine Antwort.

1 gallier(miraculix).
3  roemer(caesar).
5 smartl(X) :- \+ roemer(X), gallier(X).

7 smart2(X) :- gallier(X), \+ roemer(X).

Abbildung 5.12: Probleme mit der Negation

Wenn wir voraussetzen, dass das Programm das Prédikate roemer/1 vollstindig beschreibt,
dann ist dieses Verhalten nicht korrekt, denn dann folgt die Konjunktion

—roemer(miraculix) A gallier(miraculix)

ja aus unserem Programm. Wenn der dem Prolog-System zu Grunde liegende automatische Be-
weiser anders implementiert wére, dann kénnte er dies auch erkennen. Wir kénnen uns in diesem
Beispiel damit behelfen, dass wir die Reihenfolge der Formeln im Rumpf umdrehen, so wie dies
bei der Klausel in Zeile 7 der Abbildung 5.12 geschehen ist. Die Anfrage

smart2(X)
liefert fiir X den Wert “miraculix”. Die zweite Anfrage funktioniert, weil zu dem Zeitpunkt, an
dem die negierte Anfrage “\+ roemer (X)” aufgerufen wird, ist die Variable X bereits an den Wert
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miraculix gebunden und die Anfrage “roemer(miraculix)” scheitert. Generell sollte in Prolog-
Programmen der Negations-Operator “\+” nur auf solche Pridikate angewendet werden, die zum
Zeitpunkt des Aufrufs keine freien Variablen mehr enthalten.

5.5 Die Tiefen-Suche in Prolog

Wenn das Prolog-System eine Anfrage beantwortet, wird dabei als Such-Strategie die sogenann-
te Tiefen-Suche (engl. depth first search) angewendet. Wir wollen diese Strategie nun an einem
weiteren Beispiel verdeutlichen. Wir implementieren dazu ein Prolog-Programm mit dessen Hilfe
es moglich ist, in einem Graphen eine Verbindung von einem gegebenen Start-Knoten zu einem
Ziel-Knoten zu finden. Als Beispiel betrachten wir den Graphen in Abbildung 5.13. Die Kanten
konnen durch ein Prolog-Prédikat edge/2 wie folgt dargestellt werden:

1 edge(a, b).
2 edge(a, c).
s edge(b, e).
1 edge(e, f).
5 edge(c, f).

Abbildung 5.13: Ein einfacher Graph ohne Zykeln

Wir wollen nun ein Prolog-Programm entwickeln, mit dem es moglich ist, fiir zwei vorgegebene
Knoten z und y zu entscheiden, ob es einen Weg von x nach y gibt. Auflerdem soll dieser Weg
dann als Liste von Knoten berechnet werden. Unser erster Ansatz besteht aus dem Programm,
das in Abbildung 5.14 gezeigt ist. Die Idee ist, dass der Aufruf

find path(Start, Goal, Path)

einen Pfad Path berechnet, der von Start nach Goal fiithrt. Wir diskutieren die Implementierung.

1 % find_path( +Point, +Point, -List(Point) ).
> find_path( X, X, [ X1 ).

4+ find_path( X, Z, [ X | Path ] ) :-
5 edge( X, Y ),
6 find_path( Y, Z, Path ).

Abbildung 5.14: Berechnung von Pfaden in einem Graphen
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1. Die erste Klausel sagt aus, dass es trivialerweise einen Pfad von X nach X gibt. Dieser Pfad
enthélt genau den Knoten X.

2. Die zweite Klausel sagt aus, dass es einen Weg von X nach Z gibt, wenn es zunéchst eine
direkte Verbindung von X zu einem Knoten Y gibt und wenn es dann von diesem Knoten
Y eine Verbindung zu dem Knoten Z gibt. Wir erhalten den Pfad, der von X nach Z fiihrt,
dadurch, dass wir vorne an den Pfad, der von Y nach Z fiithrt, den Knoten X anfiigen.

Stellen wir an das Prolog-System die Anfrage find path(a,f,P), so erhalten wir die Antwort

1 7- find_path(a,f,P).

3 P = [a, b, e, f] 5
4 P = [a, ¢, f] ;
5 No

Durch Backtracking werden also alle moglichen Wege von a nach b gefunden. Als néichstes testen
wir das Programm mit dem in Abbildung 5.15 gezeigten Graphen. Diesen Graphen stellen wir wie
folgt in Prolog dar:

1 edge(a, b).
2 edge(a, c).
s edge(b, e).
4+ edge(e, a).
5 edge(e, f).
¢ edge(c, £).

7\

Abbildung 5.15: Ein Graph mit einem Zykel

Jetzt erhalten wir auf die Anfrage find path(a,f,P) die Antwort

1 7- find_path(a,f,P).
2 ERROR: Out of local stack

Die Ursache ist schnell gefunden.
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1. Wir starten mit der Anfrage
find path(a,f,P).

2. Nach Unifikation mit der zweiten Klausel haben wir die Anfrage reduziert auf
edge( a, Y1 ), findpath( Y1, £, P1 ).

3. Nach Unifikation mit dem Fakt edge(a,b) haben wir die neue Anfrage
find_path( b, £, P1 ).

4. Nach Unifikation mit der zweiten Klausel haben wir die Anfrage reduziert auf
edge( b, Y2 ), findpath( Y2, f, P2 ).

5. Nach Unifikation mit dem Fakt edge (b, e) haben wir die neue Anfrage
find path( e, £, P2 ).

6. Nach Unifikation mit der zweiten Klausel haben wir die Anfrage reduziert auf
edge( e, Y3 ), findpath( Y3, f, P3 ).

7. Nach Unifikation mit dem Fakt edge(e,a) haben wir die neue Anfrage
find path( a, £, P3 ).

Die Anfrage “find_path(a, f, P3)” unterscheidet sich von der urspriinglichen Anfrage “find path(a,f,P)”
nur durch den Namen der Variablen. Wenn wir jetzt weiterrechnen wiirden, wiirde sich die Rech-

nung nur wiederholen, ohne dass wir vorwérts kommen. Das Problem ist, das Prolog immer die

erste Klausel nimmt, die pafit. Wenn spéter die Reduktion der Anfrage scheitert, wird zwar nach
Backtracking die ndchste Klausel ausprobiert, aber wenn das Programm in eine Endlos-Schleife

lauft, dann gibt es eben kein Backtracking, denn das Programm weif3 ja nicht, dass es in einer
Endlos-Schleife ist.

Es ist leicht das Programm so umzuschreiben, dass keine Endlos-Schleife mehr auftreten kann.
Die Idee ist, dass wir uns merken, welche Knoten wir bereits besucht haben und diese nicht mehr
auswihlen. In diesem Sinne implementieren wir nun ein Préadikat find_path/4. Die Idee ist, dass
der Aufruf

find_path(Start, Goal, Visited, Path)

einen Pfad berechnet, der von Start nach Goal fithrt und der zusétzlich keine Knoten benutzt,
die bereits in der Liste Visited aufgefithrt sind. Diese Liste fiillen wir bei den rekursiven Aufrufen
nach und nach mit den Knoten an, die wir bereits besucht haben. Mit Hilfe dieser Liste vermeiden
wir es, einen Knoten zweimal zu besuchen. Abbildung 5.16 zeigt die Implementierung.

1 % find_path( +Point, +Point, +List(Point), -List(Point) )
s find_path( X, X, _Visited, [ X ] ).

5 find_path( X, Z, Visited, [ X | Path ]) :-

6 edge( X, Y ),
7 \+ member( Y, Visited ),
8 find_path( Y, Z, [ Y | Visited ], Path ).

Abbildung 5.16: Berechnung von Pfaden in zyklischen Graphen

1. In der ersten Klausel spielt das zusétzliche Argument noch keine Rolle, denn wenn wir das
Ziel erreicht haben, ist es uns egal, welche Knoten wir schon besucht haben.

139



2. In der zweiten Klausel iiberpriifen wir in Zeile 7, ob der Knoten Y in der Liste Visited,
die die Knoten enthéilt, die bereits besucht wurden, auftritt. Nur wenn dies nicht der Fall
ist, versuchen wir rekursiv von Y einen Pfad nach Z zu finden. Bei dem rekursiven Aufruf
erweitern wir die Liste Visited um den Knoten Y, denn diesen Knoten wollen wir in Zukunft
ebenfalls vermeiden.

Mit dieser Implementierung ist es jetzt moglich, auch in dem zweiten Graphen einen Weg von a
nach f zu finden, wir erhalten folgendes Ergebnis:

1 ?7- find_path(a,f, [a],P).
2 P =1[a, b, e, f] ;

3 P =1[la, c, f] ;

4 No

5.5.1 Missionare und Kannibalen

Als spielerische Anwendung zeigen wir nun, wie sich mit Hilfe des oben definierten Pridikats
find_path/4 bestimmte Ritsel 16sen lassen und 16sen exemplarisch das folgende Ritsel:

Drei Missionare und drei Kannibalen wollen zusammen einen Fluf3 iiberqueren. Sie haben
nur ein Boot, indem maximal zwei Passagiere fahren kénnen. Sowohl die Kannibalen als auch
die Missionare konnen rudern. Die Kannibalen sind hungrig, wenn die Missionare an einem
der Ufer in der Unterzahl sind, haben sie ein Problem. Die Aufgabe besteht darin, einen
Fahrplan zu erstellen, so dass hinterher alle das andere Ufer erreichen und die Missionare
zwischendurch kein Problem haben.

Die Idee ist, das Ratsel, durch einen Graphen zu modellieren. Die Knoten dieses Graphen sind
dann die Situationen, die wahrend des Ubersetzens auftreten. Wir représentieren diese Situationen
durch Terme der Form

side(M, K, B).
Ein solcher Term représentiert eine Situation, bei der auf der linken Seite des Ufers M Missionare,

K Kannibalen und B Boote sind. Unsere Aufgabe besteht nun darin, das Pradikat edge/2 so zu
implementieren, dass

edge( side(M;, K1, By), side(Ms, Ks, Bs))
genau dann wahr ist, wenn die Situation side(M;, K1, B;) durch eine Boots-Uberfahrt in die Si-
tuation side(Ma, Ko, Bs) iiberfithrt werden kann und wenn zusétzlich die Missionare in der neuen
Situation kein Problem bekommen. Abbildung 5.18 auf Seite 142 zeigt ein Prolog-Programm, was

das Rétsel 16st. Den von diesem Programm berechneten Fahrplan finden Sie in Abbildung 5.17
auf Seite 141. Wir diskutieren dieses Programm nun Zeile fiir Zeile.

1. Wir beginnen mit dem Hilfs-Prédikat otherSide/4, das in den Zeilen 24 — 26 implementiert
ist. Fiir eine vorgegebene Situation side(M, K, B) berechnet der Aufruf

otherSide( side(M, K, B), OtherSide )
einen Term, der die Situation am gegeniiberliegenden Ufer beschreibt. Wenn an einen Ufer
M Missionare sind, so sind am anderen Ufer die restlichen Missionare und da es insgesamt

3 Missionare gibt, sind das 3 — M. Die Anzahl der Kannibalen am gegeniiberliegenden Ufer
wird analog berechnet.

2. Das Pradikat problem/2 in den Zeilen 29 — 34 {iberpriift, ob es bei einer vorgegeben Anzahl
von Missionaren und Kannibalen zu einem Problem kommt. Da das Problem entweder am
linken oder am rechten Ufer auftreten kann, besteht die Implementierung aus zwei Klauseln.
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1 MMM KKK B |~~~ |

2 > KK >

3 MMM K |~~~ | B KK

4 < K <

5 MMM KK B |~~~ | K

6 > KK >

7 MMM | =~~~ | B KKK

8 < K <

9 MMM K B |~~~ | KK
10 > MM >
11 M K |~~~ | B KK MM
12 <MKK
13 MM KK B | =~~~ | K M
14 > MM >
15 KK |~~~ | B K MMM
16 < K <
17 KKK B | 7=~~~ | MMM
18 > KK >
19 K |~~~ | B KK MMM
20 < K <
21 KK B |~~~ | K MMM
22 > KK >
23 [~~~ | B KKK MMM

Abbildung 5.17: Fahrplan fiir Missionare und Kannibalen

Die erste Klausel priift, ob es auf der Seite, an der M Missionare und K Kannibalen sind, zum
Problem kommt. Die zweite Klausel iiberpriift, ob es auf dem gegeniiberliegenden Ufer zu
einem Problem kommt. Als Hilfs-Pridikat verwenden wir hier das Pridikat problemSide/2.
Dieses Préadikat ist in Zeile 37 implementiert und iiberpriift die Situation an einer Seite: Falls
sich auf einer Seite M Missionare und K Kannibalen befinden, so gibt es dann ein Problem,
wenn die Zahl M von 0 verschieden ist und wenn zusatzlich M < K ist.

. Bei der Implementierung des Prédikats edge/2 verwenden wir in den Zeilen 9 und 10 das
Priadikat between/3, das in dem SWI-Prolog-System vordefiniert ist. Beim Aufruf
between(Low, High, N)
sind Low und High ganze Zahlen mit Low < High. Der Aufruf instantiert die Variable N
nacheinander mit den Zahlen
Low, Low+ 1, Low+ 2,---, High.
Beispielsweise gibt die Anfrage
between(1,3,N), write(N), nl, fail.

nacheinander die Zahlen 1, 2 und 3 am Bildschirm aus.

. Die Implementierung des Priadikats edge/2 besteht aus zwei Klauseln. In der ersten Klausel
betrachten wir den Fall, dass das Boot am linken Ufer ist. In der Zeilen 9 generieren wir die
Zahl der Missionare MB, die im Boot iibersetzen sollen. Diese Zahl MB ist durch M beschrankt,
denn es konnen nur die Missionare iibersetzen, die sich am linken Ufer befinden. Daher
benutzen wir das Pradikat between/3 um eine Zahl zwischen 0 und M zu erzeugen. Analog
generieren wir in Zeile 10 die Zahl KB der Kannibalen, die im Boot iibersetzen. In Zeile 11
testen wir, dass es mindestens einen Passagier gibt, der mit dem Boot iibersetzt und in Zeile
12 testen wir, dass es hochstens zwei Passagiere sind. In Zeile 13 und 14 berechnen wir die
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20

21

22

23

24

26

27

28

29

30

31

32

33

34

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

solve :-
find_path( side(3,3,1), side(0,0,0), [ side(3,3,1) 1, Path ),
nl, write(’Lésung:’ ), nl, nl,
print_path(Path).

% edge( +Point, -Point ).
% This clause describes rowing from the left side to the right side.
edge( side( M, K, 1 ), side( MN, KN, 0 ) ) :-

between( 0, M, MB ), % MB missionaries in the boat
between( 0, K, KB ), % KB cannibals in the boat

MB + KB >= 1, % boat must not be empty

MB + KB =< 2, % no more than two passengers

MN is M - MB, % missionaries left on the left side
KN is K - KB, % cannibals left on the left

\+ problem( MN, KN ). % no problem may occur

% This clause describes rowing from the right side to the left side.
edge( side( M, K, 0 ), side( MN, KN, 1 ) ) :-

otherSide( M, K, MR, KR ),

edge( side( MR, KR, 1 ), side( MRN, KRN, 0 ) ),

otherSide( MRN, KRN, MN, KN ).

% otherSide( +Number, +Number, -Number, -Number ).
otherSide( M, K, M_Other, K_Other ) :-

M_Other is 3 - M,

K_Other is 3 - K.

% problem( +Number, +Number).
problem(M, K) :-
problemSide (M, K).

problem(M, K) :-
otherSide( M, K, M_Other, K_Other ),
problemSide (M_Other, K_Other).

% problem( +Number, +Number).
problemSide(Missionare, Kannibalen) :-
Missionare > O,
Missionare < Kannibalen.

% find_path( +Point, +Point, +List(Point), -List(Point) )
find_path( X, X, _Visited, [ X ] ).

find_path( X, Z, Visited, [ X | Path 1) :-
edge( X, Y ),
\+ member( Y, Visited ),
find_path( Y, Z, [ Y | Visited ], Path ).

Abbildung 5.18: Missionare und Kannibalen

Zahl MN der Missionare und die Zahl KN der Kannibalen, die nach der Uberfahrt auf dem
linken Ufer verbleiben und testen dann in Zeile 15, dass es fiir diese Zahlen kein Problem
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gibt.

Die zweite Klausel befafit sich mit dem Fall, dass das Boot am rechten Ufer liegt. Wir hatten
diese Klausel mit Copy & Paste aus der vorhergehenden Klausel erzeugen kénnen, aber es
ist eleganter, diesen Fall auf den vorhergehenden Fall zuriick zu fithren. Da da Boot nun
auf der rechten Seite liegt, berechnen wir daher in Zeile 19 die Zahl MR der Missionare auf
der rechten Seite und die Zahl KR der Kannibalen auf der rechten Seite. Dann untersuchen
wir die Situation side(MR,KR, 1), bei der MR Missionare und KR Kannibalen am linken Ufer
stehen. Wenn diese so iibersetzen kénnen, dass nachher MRN Missionare und KRN Kannibalen
am linken Ufer stehen, dann kénnen wir in Zeile 21 berechnen, wieviele Missionare und
Kannibalen sich dann am gegeniiberliegenden Ufer befinden.

. In den Zeilen 1 — 4 definieren wir nun das Pridikat solve/0, dessen Aufruf das Problem
16st. Dazu wird zunéchst das Priadikat find_path/4 mit dem Start-Knoten side(3,3,1) und
dem Ziel-Knoten side(0,0,0) aufgerufen. Der berechnete Pfad wird dann ausgegeben mit
dem Prédikat print_path/1, dessen Implementierung hier aus Platzgriinden nicht angegeben
wird.
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5.6 Der Cut-Operator

Wir haben ein Pradikat als funktional definiert, wenn wir die einzelnen Argumente klar in Eingabe-
und Ausgabe-Argumente aufteilen kénnen. Wir nennen ein Prédikat deterministisch wenn es funk-
tional ist und wenn auflerdem zu jeder Eingabe hochstens eine Ausgabe berechnet wird. Diese
zweite Forderung ist durchaus nicht immer erfiillt. Betrachten wir die ersten beiden Fakten zur
Definition des Prédikats mix/3:

1 mix( [J, Xs, Xs ).
> mix( Xs, [1, Xs ).

Fiir die Anfrage “mix([1, [], L)” konnen beide Fakten verwendet werden. Das Ergebnis ist zwar
immer das selbe, ndmlich L = [], es wird aber zweimal ausgegeben:

v 7= mix([1,01,0).

3 L = [] H
4
5 L=1]
Dies kann zu Ineffizienz fiihren. Aus diesem Grunde gibt es in Prolog den Cut-Operator “!”. Mit

diesem Operator ist es moglich, redundante Losungen aus dem Suchraum heraus zu schneiden.
Schreiben wir die ersten beiden Klauseln der Implementierung von mix/3 in der Form

1 mix( [J, Xs, Xs ) :—= I,
> mix( Xs, [], Xs ) :- !.

so wird auf die Anfrage “mix([], [1, L)” die Lésung L = [] nur noch einmal generiert. Ist
allgemein eine Regel der Form

P :_Qla"'vav !7R17"'5Rk
gegeben, und gibt es weiter eine Anfrage A, so dass A und P unifizierbar sind, so wird die Anfrage
A zunéchst zu der Anfrage

Qlﬂa"'v@m,u‘v !7R1/J‘7"'5Rk’:u‘

reduziert. Auflerdem wird ein Auswahl-Punkt gesetzt, wenn es noch weitere Klauseln gibt, deren
Kopf mit A unifiziert werden kénnt. Bei der weiteren Abarbeitung dieser Anfrage gilt folgendes:

1. Falls bereits die Abarbeitung einer Anfrage der Form
Qio—v"'vaO—a !7R107"'7Rk0
fiir ein ¢ € {1,---,m} scheitert, so wird der Cut nicht erreicht und hat keine Wirkung.

2. Eine Anfrage der Form

'.Ryio,---, Ryo
wird reduziert zu
Rio,---, Rio.

Dabei werden alle Auswahl-Punkte, die bei der Beantwortung der Teilanfragen @1, - -, Qm
gesetzt worden sind, geloscht. Auflerdem wird ein eventuell bei der Reduktion der Anfrage
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3.

A auf die Anfrage
Ql,u‘v"'vaMa !7R1Ma"'aRk:u‘
gesetzter Auswahl-Punkte geloscht.

Sollte spéter die Beantwortung der Anfrage
Rla, s ,RkO'.

scheitern, so scheitert auch die Beantwortung der Anfrage A.

Zur Veranschaulichung betrachten wir ein Beispiel.

1 q(Z) - p(2).

> q(1).
j p(X) :- a(X), bX), !, cX,Y), d(¥).
5 p(3).

j a(1). a(2). a(d).

z b(2). b(3).

11 C(2,2). C(2,4).

13 d(3).

Wir verfolgen die Beantwortung der Anfrage q(U).

1.

Zunichst wird versucht q(U) mit dem Kopf der ersten Klausel des Pradikats q/1 zu unifi-
zieren. Dabei wird Z mit U instantiert und die Anfrage wird reduziert zu

p(W.

Da es noch eine weiter Klausel fiir das Pradikat q/1 gibt, die zur Beantwortung der Anfrage
q(U) in Frage kommt, setzen wir Auswahl-Punkt Nr. 1.

Jetzt wird versucht p(U) mit p(X) zu unifizieren. Dabei wird die Variable X an U gebunden
und die urspriingliche Anfrage wird reduziert zu der Anfrage

a(®, bW, !, c,Y), d).

Auflerdem wird an dieser Stelle Auswahl-Punkt Nr. 2 gesetzt, denn die zweite Klausel des
Pridikats p/1 kann ja ebenfalls mit der urspriinglichen Anfrage unifiziert werden.

Um die Teilanfrage a(U) zu beantworten, wird a(U) mit a(1) unifiziert. Dabei wird U mit 1
instantiiert und die Anfrage wird reduziert zu

b(1), !, c(1,Y), d(¥).
Da es fiir das Pridikat a/1 noch weitere Klauseln gibt, wird Auswahl-Punkt Nr. 3 gesetzt.

. Jetzt wird versucht, die Anfrage

b(1), !, c(1,Y), d(Y).
zu losen. Dieser Versuch scheitert jedoch, da sich die fiir das Priadikat b/1 vorliegenden
Fakten nicht mit b(1) unifizieren lassen.

Also springen wir zuriick zum letzten Auswahl-Punkt (das ist Auswahl-Punkt Nr. 3) und
machen die Instantiierung U+ 1 riickgédngig. Wir haben jetzt also wieder das Ziel

a(l), bW, !, c,Y), d(¥).
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10.

11.

12.

13.

Diesmal wéhlen wir das Fakt a(2) um es mit a(U) zu unifizieren. Dabei wird U mit 2
instantiiert und wir haben die Anfrage

b(2), !, c(2,Y), d(¥).
Da es noch eine weiter Klausel fiir das Priadikat a/1 gibt, setzen wir Auswahl-Punkt Nr.4
an dieser Stelle.

Jetzt unifizieren wir die Teilanfrage b(2) mit der ersten Klausel fiir das Priadikat b/1. Die
verbleibende Anfrage ist

1, c(2,Y), d(Y).

Diese Anfrage wird reduziert zu
c(2,Y), 4(Y).
Auflerdem werden bei diesem Schritt die Auswahl-Punkte Nr. 2 und Nr. 4 geldscht.

Um diese Anfrage zu beantworten, unifizieren wir c(2,Y) mit dem Kopf der ersten Klausel
fir das Pradikat c¢/2, also mit c(2,2). Dabei erhalten wir die Instantiierung Y — 2. Die
Anfrage ist damit reduziert zu

da(2).

Auflerdem setzen wir an dieser Stelle Auswahl-Punkt Nr. 5, denn das Priadikat c/2 hat ja
noch eine weitere Klausel, die in Frage kommt.

Die Anfrage “d(2)” scheitert. Also springen wir zuriick zum Auswahl-Punkt Nr. 5 und
machen die Instantiierung Y — 2 riickgéngig. Wir haben also wieder die Anfrage

c(2,Y), 4(y).

Zur Beantwortung dieser Anfrage nehmen wir nun die zweite Klausel der Implementierung
von ¢/2 und erhalten die Instantiierung Y +— 4. Die verbleibende Anfrage lautet dann

d4).

Da sich d(4) und d(3) nicht unifizieren lassen, scheitert diese Anfrage. Wir springen jetzt
zuriick zum Auswahl-Punkt Nr. 1 und machen die Instantiierung U — Z riickgéngig. Die
Anfrage lautet also wieder

pU).

Wihlen wir nun die zweite Klausel der Implementierung von q/1, so miissen wir q(U) und
q(1) unifizieren. Diese Unifikation ist erfolgreich und wir erhalten die Instantiierung U — 1,
die die Anfrage beantwortet.

5.6.1 Verbesserung der Effizienz von Prolog-Programmen durch den

Cut-Operator

In der Praxis wird der Cut-Operator eingesetzt, um iiberfliissige Auswahl-Punkte zu entfernen
und dadurch die Effizienz eines Programms zu steigern. Als Beispiel betrachten wir eine Imple-
mentierung des Algorithmus “Sortieren durch Vertauschen” (engl. bubble sort). Wir spezifizieren
diesen Algorithmus zunéchst durch bedingte Gleichungen. Dabei benutzen wir die Funktion

append : List(Number) x List(Number) — List(Number)

Der Aufruf append(ly, l2) liefert eine Liste, die aus allen Elementen von [ gefolgt von den Elemen-
ten aus Iy besteht. In dem SWI-Prolog-System ist ein entsprechendes Prédikat append/3 imple-
mentiert. Die Implementierung dieses Pradikats deckt sich mit der Implementierung des Pradikats
concat/3, die wir in einem fritheren Abschnitt vorgestellt hatten.

Auflerdem benutzen wir noch das Pradikat

ordered : List(Number) — B,
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das tiberpriift, ob eine Liste geordnet ist. Die bedingten Gleichungen zur Spezifikation der Funktion

bubble_sort : List(Number) — List(Number)

lauten nun:

1.

append(ly, [z,y|l2],l) Az > y — bubble_sort(l) = bubble sort(append(ly, [y, z|l2]))

Wenn die Liste [ in zwei Teile I; und [, y|l2] zerlegt werden kann und wenn weiter z > y ist,
dann vertauschen wir die Elemente x und y und sortieren die so entstandene Liste rekursiv.

ordered(l) — bubble_sort(l) =1

Wenn die Liste [ bereits sortiert ist, dann kann die Funktion bubble_sort diese Liste un-
verdndert als Ergebnis zuriick geben.

Die Gleichungen um das Prédikat ordered zu spezifizieren lauten:

1.

ordered([]) = true

Die leere Liste ist offensichtlich sortiert.

ordered([z]) = true

Eine Liste, die nur aus einem Element besteht, ist ebenfalls sortiert.

x <y — ordered([z, y|r]) = ordered([y|r]).

Eine Liste der Form [z, y|r] ist sortiert, wenn z < y ist und wenn auflerdem die Liste [y|r]
sortiert ist.

1 bubble_sort( L, Sorted ) :-

2 append( L1, [ X, Y| L2 ], L),
3 X>Y,

4 append( L1, [ Y, X | L2 ], Cs ),
5 bubble_sort( Cs, Sorted ).

7 bubble_sort( Sorted, Sorted ) :-
8 is_ordered( Sorted ).

11 is_ordered( [] ).
13 is_ordered( [ _ 1 ).
15 is_ordered( [ X, Y | Ys 1 ) :-

16 X<Y,
17 is_ordered( [ Y | Ys 1 ).

Abbildung 5.19: Der Bubble-Sort Algorithmus

Abbildung 5.19 zeigt die Implementierung des Bubble-Sort Algorithmus in Prolog. In Zeile 2
wird die als Eingabe gegebene Liste L in die beiden Liste L1 und [X, Y | L2] zerlegt. Da es im
Allgemeinen mehrere Moglichkeiten gibt, eine Liste in zwei Teillisten zu zerlegen, wird hierbei ein
Auswahl-Punkt gesetzt. Anschliefend wird gepriift, ob Y kleiner als X ist. Wenn dies der Fall ist,
wird mit append/3 die neue Liste

append(le [Yv X|L2] )

gebildet und diese Liste wird rekuriv sortiert. Wenn es nicht moglich ist, die Liste L so in zwei
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Listen L1 und [X, Y | L2] zu zerlegen, dass Y kleiner als X ist, dann muss die Liste L schon sortiert
sein. In diesem Fall greift die zweite Klausel, die allerdings noch iiberpriifen muss, ob L tatséchlich
sortiert ist, denn sonst kénnte beim Backtracking eine falsche Losung berechnet werden.

Das Problem bei dem obigen Programm ist die Effizienz. Aufgrund der vielen Méglichkeiten
eine Liste zu zerlegen, wird beim Backtracking immer wieder die selbe Lésung generiert. Beispiels-
weise liefert die Anfrage

bubblesort( [ 4, 3, 2, 1 1, L ), write(L), nl, fail.

16 mal die selbe Losung. Abbildung 5.20 zeigt eine Implementierung, bei der nur eine Losung
berechnet wird. Dies wird durch den Cut-Operator in Zeile 4 erreicht. Ist einmal eine Zerlegung
der Liste L in L1 und [X, Y | L2] gefunden, bei der Y kleiner als X ist, so bringt es nichts mehr,
nach anderen Zerlegungen zu suchen, denn die urspriinglich gegebene Liste L 148t sich ja auf jeden
Fall dadurch sortieren, dass rekursiv die Liste

append(Ly, [Y, X|Lg])
sortiert wird. Dann kann auch der Aufruf der Pridikats ordered/1 im Rumpf der zweiten Klausel
des Pradikats bubble_sort entfallen, denn diese wird beim Backtracking ja nur dann erreicht,

wenn es keine Zerlegung der Liste L in L1 und [X, Y | L2] gibt, bei der Y kleiner als X ist. Dann
muf} aber die Liste L schon sortiert sein.

1 bubble_sort( List, Sorted ) :-

2 append( L1, [ X, Y | L2 ], List ),
3 X>Y,

4 I,

5 append( L1, [ Y, X | L2 ], Cs ),

6 bubble_sort( Cs, Sorted ).

s bubble_sort( Sorted, Sorted ).

Abbildung 5.20: Effiziente Implementierung des Bubble-Sort Algorithmus

Wenn wir bei der Entwicklung eines Prolog-Programms von bedingten Gleichungen ausgehen,
dann gibt es ein einfaches Verfahren, um das entstandene Prolog-Programm durch die Einfithrung
von Cut-Operator effizienter zu machen: Der Cut-Operator sollte nach den Tests, die vor dem
Junktor “—” stehen, gesetzt werden. Wir erldutern dies durch ein Beispiel: Unten sind noch einmal
die Gleichungen zur Spezifikation des Algorithmus “Sortieren durch Mischen” wiedergegeben.

1. odd([]) = |-
2. odd([hlt]) = [h]|even(t)].

3. even([]) = [J.
4. even([h[t]) = odd(t).

5. merge([],) = L.

6. merge(l,[]) = L.

7. & < y — merge([als], [ylt]) = [zlmerge(s, [y](])].
8. x>y — merge([als], [ylf]) = [ylmerge([x]s], 1))
9. sort(]]) = [J.

10. sort([z]) = [x].
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11. sort([z,y|t]) = merge(sort(odd([z, y|t])), sort(even([z, y|t]))).

Das Prolog-Programm mit Cut-Operatoren sieht dann so aus wie in Abbildung 5.21 gezeigt.
Nur die Gleichungen 7. und 8. haben Bedingungen, bei allen anderen Gleichungen gibt es keine
Bedingungen. Bei den Gleichungen 7. und 8. wird der Cut-Operator daher nach dem Test der
Bedingungen gesetzt, bei allen anderen Klauseln wird der Cut-Operator dann am Anfang des
Rumpfes gesetzt.

1 % odd( +List(Number), -List(Number) ).
2 odd( [1, [1) := 1.

3 odd( [ X | Xs], [XI|L1) :-

4 ,

5 even( Xs, L ).

7 % even( +List(Number), -List(Number) ).
s even( [1, [1 ) :='.
o even( [ X | Xs ], L) :-

10 !,

11 Odd( XS, L )

13 % merge( +List(Number), +List(Number), -List(Number) ).
1  mix( [J, Xs, Xs ) = I,

15 mix( Xs, [], Xs ) := 1I.

6 mixC [ X | Xs 1, [ Y| ¥Ys], [ X | Rest ] ) :-

17 X =<Y,

18 !,

19 mix( Xs, [ Y | Ys ], Rest ).

20 mix(C [ X | Xs 1, [ Y| Ys], [ Y| Rest] ) :-
21 X>Y,

22 I,

23 mix( [ X | Xs ], Ys, Rest ).

24

25/ merge_sort( +List(Number), -List(Number) ).
26 merge_sort( [1, [1 ) := !.

27 merge_sort( [ X1, [ X1 ) - !.

2s merge_sort( [ X, Y | Rest ], Sorted ) :-

29 !,

30 odd( [ X, Y| Rest ], 0dd ),

31 even( [ X, Y | Rest ], Even ),

32 merge_sort( 0dd, 0dd_Sorted ),

33 merge_sort( Even, Even_Sorted ),

34 mix( 0dd_Sorted, Even_Sorted, Sorted ).

Abbildung 5.21: Sortieren durch Mischen mit Cut-Operatoren.

Analysieren wir das obige Programm genauer, so stellen wir fest, dass viele der Cut-Operatoren
im Grunde iiberfliissig sind. Beispielsweise kann immer nur eine der beiden Klauseln, die das
Préadikat odd/2 implementieren, greifen, denn entweder ist die eingegebene Liste leer oder nicht.
Also sind die Cut-Operatoren in den Zeilen 2 und 4 redundant. Andererseits stéren sie auch
nicht, so dass es fiir die Praxis das einfachste sein diirfte Cut-Operatoren stur nach dem oben
angegebenen Rezept zu setzen.
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5.7 Literaturhinweise

Fiir eine umfangreiche und dem Thema angemessene Darstellung der Sprache Prolog fehlt in der
einfithrenden Vorlesung leider die Zeit. Daher wird dieses Thema in einer spéteren Vorlesung auch
wieder aufgegriffen. Den Lesern, die ihre Kenntnisse jetzt schon vertiefen wollen, mdchte ich die
folgende Hinweise auf die Literatur geben:

1. The Art of Prolog von Leon Sterling und Ehud Shapiro [SS94]. Dieses Werk ist ein ausge-
zeichnete Lehrbuch, das auch fiir den Anfinger gut lesbar ist.

2. Prolog Programming for Artificial Intelligence von Ivan Bratko [Bra90]. Neben der Sprache
Prolog fiithrt dieses Buch auch in die kiinstliche Intelligenz ein.

3. Foundations of Logic Programnming von J. W.Lloyd [Llo87] beschreibt die theoretischen
Grundlagen der Sprache Prolog.

4. Prolog: The Standard von Pierre Deransart, Abdel Ali Ed-Dbali und Laurent Cervoni [DEDC96]
gibt den ISO-Standard fiir die Sprache Prolog wieder.

5. SWI-Prolog 5.6 Reference Manual von Jan Wielemaker [Wie06] beschreibt das SWI-Prolog-
System. Dieses Dokument ist im Internet unter der Adresse

http://www.swi-prolog.org/dl-doc.html

verfiigbhar.
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