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1. Sind Sie gesund und priifungsfahig?

2. Sind Thre Taschen und sdmtliche Unterlagen, insbesondere alle nicht erlaubten Hilfsmittel,
seitlich an der Wand zum Gang hin abgestellt und nicht in Reichweite des Arbeitsplatzes?

3. Haben Sie auch auflerhalb des Klausurraumes im Gebaude keine unerlaubten Hilfsmittel
oder dhnliche Unterlagen liegen lassen?

4. Haben Sie Ihr Handy ausgeschaltet und abgegeben?

(Falls Ziff. 2 oder 3 nicht erfiillt sind, liegt ein TAuschungsversuch vor, der die Note ,nicht
ausreichend“ zur Folge hat.)
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Aufgabe 1 (5+2 Punkte)
Betrachten Sie die Folge
S =1(0,7,22,1,20,11,5,8,19,9)

a) Sortieren Sie die Folge S mit dem in der Vorlesung gezeigten Bubble-Sort-Verfahren. Geben Sie hierzu
den Zustand von S nach jedem Durchlauf der duflersten Schleife an.

b) Wie viele Vertauschungen von Elementen der Folge S benétigen Sie?

Loésung
Original: o 7 2 1 20 11 5 8 19 9 |-
Iteration1: |0 7 1 20 11 5 8 19 9 22| Swaps: 7
Tteration2: |0 1 7 11 5 8 19 9 20 22 | Swaps: 6
Tteration 3: | 0 1 7 5 8§ 11 9 19 20 22 | Swaps: 3
Tteration 4: | 0 1 5 7T 8 9 11 19 20 22 | Swaps: 2
Tteration 5: | 0 1 5 7 8 9 11 19 20 22 | Swaps: 0

18 Vertauschungen insgesamt



Seite 3 von 13

Aufgabe 2 (3+3 Punkte)
Fiir die folgenden Funktionen sei x € N.

a) Zeigen oder widerlegen Sie: 5 v/z +x € O(x)
b) Zeigen oder widerlegen Sie: 2% € O(2%?)

Sie koénnen die in der Vorlesung behandelten Resultate verwenden.

Losung
a) Behauptung: 5 - /z + x € O(z). Beweis mit Grenzwertkriterium:
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e Behauptung: 2 € O(2%%). Beweis mit Grenzwertkriterium:
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Aufgabe 3 (1+2+4343 Punkte)
Betrachten Sie die folgende C-Funktion.

int tuwas(int n)

{

int i,j,s = 0;

for (i=n; i>0; i——)

{
}

for (i=0; i<n; i++)
{

s =8 + i;
for (j=i; j<i+3; j++)
{

1
¥

return s;

s =5+ ];

a) Bestimmmen Sie den Riickgabwert fiir die Eingaben n = 1,n=2n = 3.

b) Bestimmen Sie das kleinste k& € N, so dass die Laufzeitkompleritit von tuwas() in O(n¥) ist. Begriinden
Sie Thre Antwort.

Losung

a) 1—4,2+—12,3— 24

b) k=1, d.h. die Laufzeitkomplexitit von tuwas() ist in O(n'), oder dquivalent in O(n).
Begriindung:

— Die erste i-Schleife lduft von n bis 1, hat also Laufzeit von ¢; - n fiir eine geeignete Konstante ¢;.

— Die zweite i-Schleife lduft von 0 bis n — 1. Die geschachtelte j-Schleife liuft immer von i bis i + 2,
also eine konstante Zahl von Durchldufen. Damit sind die Kosten der inneren Schleife 3¢, und die
Kosten der zweiten Schleife insgesamt ((3 - c2) + ¢3) - n (fiir geeignete Konstanten ¢, ¢3).

— Als Gesamtkosten ergeben sich also Kosten, die proportional zu n sind. Damit gilt die Behauptung.
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Aufgabe 4 (9+3 Punkte)
Gegeben sei die Folge

S =(3,15,8,2,7,1,9,12,16,4)

a) Sortieren Sie die Folge mit dem in der Vorlesung gezeigten rekursiven (top-down) Mergesort-Algorithmus.
Geben Sie hierzu die Teil-Arrays fiir die jeweiligen rekursiven Aufrufe sowie die Ergebnisse der jeweiligen

Merge-Operationen an.

b) Wie oft wird die Funktion mrg_sort () insgesamt aufgerufen, also einschlielich des urspriinglichen Aufrufs?

Losung

a) MergeSort( [3, 15, 8, 2, 7, 1, 9, 12, 16, 4] )

MergeSort( [3, 15, 8, 2, 7] )
MergeSort( [3, 15] )

MergeSort( [3] )
MergeSort ( [15] )

Merge( [3] , [15] ) =>
MergeSort( [8, 2, 7] )

MergeSort( [8] )
MergeSort( [2, 7] )
MergeSort ( [2] )
MergeSort( [7] )

Merge( [2] , [7] ) =>
Merge( [8] , [2, 7] ) =>

[3, 15]

(2, 7, 8]

Merge( [3, 15] B [2, 7, 8] ) => [2: 3’ 7’ 8: 15]
MergeSort( [1, 9, 12, 16, 4] )

MergeSort( [1, 9] )
MergeSort( [1] )
MergeSort( [9] )

Merge( [1] , [9] ) =>
MergeSort( [12, 16, 4] )

MergeSort ( [12] )

MergeSort( [16, 4] )

MergeSort( [16] )
MergeSort( [4] )

Merge( [16] , [4] ) =>
Merge( [12] , [4, 16] )
Merge( [1, 91 , [4, 12,
Merge( [2, 3, 7, 8, 15]

b) 19 Aufrufe

[4, 16]

[4, 12, 16]
161 ) => [1, 4, 9, 12, 16]
[1, 4, 9, 12, 16] ) =>

(1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 12, 15, 16]
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Fortsetzung
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Aufgabe 5 (3+5 Punkte)
a) Geben Sie fiir die Rekurrenzrelation G eine moglichst kleine O-Schranke an.

G(n):27.G(gJ)+4n2—2n+42 firneN

b) Der Kompressionsalgorithmus SC zerlegt Graphiken in 3 iiberlappende Teilbilder, die jeweils die halbe
Pixelzahl des Originals haben. Jedes Teilbild mit mehr als einem Pixel wird rekursiv komprimiert, dann
werden die komprimierten Teilbilder zusammengefasst. Der Aufwand fiir das Zusammenfassen von Teil-
bildern mit der Pixelzahl n ist z(n) = 4n® — n? + 20.

Bestimmen Sie die Komplexitidt von SC moglichst genau mit Hilfe der O-Notation und begriinden Sie Thr
Ergebnis.
Losung
a) Master-Theorem mit a = 27,b = 3,d = 2, also Fall 3: G € O(n!°%:27) = O(n?).

b) SC(n) = 3SC(%2) + ¢(n) mit ¢(n) € O(n?). Master-Theorem mit a = 3,b = 2,d = 3, also a < b%, also
SC € ©(n?)
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Aufgabe 6 (5+1+48 Punkte)
Gegeben Sei der folgende Graph G.

a) Bestimmen Sie fiir G ausgehend vom Knoten g einen minimalen Spannbaum mit Hilfe des Prim-Algorithmus.
Sie konnen hierzu die benutzten Kanten im Bild sauber markieren oder eine Liste der verwendeten Kanten
angeben. Wie hoch ist das Gesamtgewicht der Kanten des minimalen Spannbaums?

b) Sei (V, E) ein beliebiger ungerichteter zusammenhingender Graph mit |V| = n und der Kantengewichts-
funktion e : E — N definiert durch e(z) = 3 fiir alle z. Welches Gesamtgewicht hat der minimale
Spannbaum, der aus (V, E) durch die Anwendung von Prims Algorithmus entsteht? Begriinden Sie Ihr
Ergebnis.

¢) Verwenden Sie den Algorithmus von Dijkstra, um die minimale Entfernung aller Knoten in G vom Knoten a
zu bestimmen. Auf der néchsten Seite finden Sie eine Kopie des Graphen und eine Tabelle fiir das Ergebnis.

Losung

a) Gesamtgewicht ist 102.

b) Der Baum hat das Gewicht 3n — 3, da jeder Knoten aufler dem ersten durch genau eine Kante an den
Spannbaum angebunden wird, und jede Kante das Gewicht 3 hat.



13

Abstand

Knoten
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Losung

’ Knoten \ Abstand ‘

12

3
78

14
8
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Aufgabe 7 (4+4+4 Punkte)
a) Betrachten Sie die folgenden Biume mit Schliisseln aus der geordneten Menge (N, >), d.h. den natiirlichen
Zahlen mit der normalen Grofler-Relation. Geben Sie fiir jeden Baum an, ob er ein AVL-Baum ist oder
nicht. Begriinden Sie Thre Aussage jeweils kurz.

al)

(2 O
(2) © D
OIONROI®D © (o)
s ©O W |, OO

b) Betrachten Sie den AVL-Baum B auf der folgenden Seite.

— Fiigen Sie den Schliissel 38 zunéchst wie in einem normalem binéiren Suchbaum ein. Sie kénnen die
vorhandene Graphik auf den néchsten Seite entsprechend ergénzen.

— Bestimmen Sie danach die Balance-Faktoren an allen Knoten auf dem Pfad von der Wurzel zum
neuen Knoten und tragen Sie diese in der Graphik ein.

— Stellen Sie nun die AVL-Eigenschaft mit dem in der Vorlesung erlauterten Algorithmus wieder her.
Zeichnen Sie das Ergebnis.

¢) Wiederholen Sie Aufgabenteil b) mit dem Originalbaum B (nicht dem Ergebnis von Teil b!) und dem
neuen Schliissel 4. Sie finden eine Kopie von Baum B fiir Aufgabenteil c¢) auf der iibernéchsten Seite.
Losung
al) Ist AVL-Baum, da BST und Betrag Hohenbalance héchstens +1.
a2) Ist AVL-Baum, da BST und Betrag Hohenbalance hochstens +1.
a3) Kein AVL-Baum, da kein BST (2>1, aber im linken Teilbaum)
)

a4) Kein AVL-Baum, da Balancce an Knoten 7 +2, damit > 1.
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Fortsetzung

Baum B fiir Aufgabenteil b) (einzufiigen: 38)

Losung

18/ \34
e \\ S AN
10 22 30 38
an\ \ VA

6 14 32 36 40
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Fortsetzung

Baum B fiir Aufgabenteil b) (einzufiigen: 4)

Losung

— Ende der Klausur —



